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I. 


Theorie  der  loxodromischen  Linien  auf  dem  Ellipsoid 

und  auf  der  Kugel. 


Von 


Herrn.  Doctor  fV.  Plagemann 
SU  Wittenbiirg  im  Grossheraogthnm  Mecklenbarg  -  Schwerin. 


Vorwort. 


Die  loxodromlsche  Linie  oder  die  Rhumb  -  Linie,  worunter 
man  die  Linie  anf  der  Erdoberfläche  versteht,  welche  alle  Meri- 
diane der  Erde  unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  ist  bekanntlich 
vorzugsweise  fdr  den  Seemann  von  Wichtigkeit.  Auf  einer  sol- 
chen Linie  legt  nämlich  das  Schiff  seinen  Weg  zurfick,  so  lange 
es  denselben  Curs  beibehält,  und  die  Lehre  von  der  loxodromi- 
schen Linie  muss,  daher  allen  Schiffsrechnungen»  «welche  sieh 
darauf  beziehen,  mittelst  des  Logs  und  des  Kompasses  den  Ort 
des  Schiffes  zu  bestimmen,  zu  Grunde  p^elegt  werden:  wenn  man 
nicht,  wie  es  bei  der  sogenannten  Plan  •  Schifffahrt  geschieht, 
sich  mit  einer,  nicht  allgemein  ausreichenden,  Näherungsrechnung 
begnfigen  will,  indem  man  die  Oberfläche  der  Erde  als  eine  Ebene 
und  die  gesegelte  Distanz  als  eine  grade  Linie  betrachtet.  Wäh- 
rend derjenige  Theil  der  Nautik,  welcher  sich  damit  beschäftigt, 
durch  Messungen  am  Himmel  den  Ort  ^qs  Schiffes  zu  bestimmen, 
oder  die  sogenannte  nautische  Astronomie,  schon  vielfach  und  zum 
Theil  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  behandelt  worden  ist,  hat 
man  demjenigen  Theile  der  Nautik,  welcher  sich  mit  jener  anderen 
Art  der  Ortsbestimmung  beschäftigt,  bisher  verhältnissmässig  eine 
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zu  geringe  Beachtung  geschenkt,  und  es  flnden  sich  In  den  Scbiff- 
fahrtslehrbOchern  nur  einzelne  dahin  gehurende  Aufgaben,  welche 
vorzugsweise  auf  der  See  Anwendung  finden.  Wenn  daher  über- 
haupt fär  die  Gelehrten  eine  wohlbegriindete  Aufforderang  vor* 
banden  ist,  diesem  sehr  wichtigen  Theile  der  Nautik  mehr  al« 
bisher  ihre  Kräfte  zu  widmen»  so  dürfte  diese  bei  der  in  der 
jetzigen  Zelt  wohl  zierolich  allgemein  anerkannten  Bedeatang, 
welche  die  Herstellung  einer  Flotte  fiir  Deutschland  hat,  beson- 
ders den  deutschen  Mathematikern  nahe  liegen,  und  ich  glaube 
daher  nicht  mit  Unrecht  bei  einem  Versuche,  die  Im  Allgemei- 
nen hinreichend  ausgebildete  Theorie  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mung an  einer  speciellen  Curve  miiglichst  vollständig  zu  erläutern, 
die  loxodromiscbe  J^inie  zum  Gegenstände  molaer  Unter8ucbill(g 
gewählt  zu  haben. 

In  der  neueren  Zeit  hat  allerdings  schon  Gronert  in  seiner 
,,Loxodromischen  Trigonometrie,  Leipzig,  1849^'  die 
loxodromiscbe  Linie,  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Abplattung*  der 
Erde,  einer  sorgföltlgeiTeii  Behandlung  unterworfen,  er  hat  aber 
die  Theorie  dieser  Linien  in  jener  Schrift  hauptsächlich  nur  so 
weit  verfolgt,  als  es  für  seine  Aufgabe,  die  Auflosung  des  soge- 
nannten loxodromischen  Dreiecks,  erforderlich  war.  Ich  habe  es 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  versucht,  diese  Theorie  mSglichst 
zu  vervollständigen.  So  lange  die  Formeln  nicht  zu  complicirt 
wurden,  habe  ich  auch  die  Abplattung  der  Erde  In  Betracht  ge- 
zogen; aus.d^A  für  das  Sphäroid  gefundenen  Formeln  bab6  ich 
dann,  die  Abplattung  gleich  Mnii  setzend,  die  entsprechenden 
Formeln  lür  ;die  Kugel  abgeleitet,  und  endlich  habe  ich  in  Bespg 
auf  die  Kugel,  die  Theorie  dec  loxodromischen  Linie  in  den  Tim« 
len  ergänzt«  in  welchen  sie  mit  Rücksicht  auf  die  sphäröidiaeMe 
Gestalt  der.  Erde  wegen  der  erforderlichen  Einfaehheit  der  Foi^ 
mein  nicht  verfolgt.. werden  durfte. 

..  ^  ■    .  ■       ■   .  ■.-.», 


iRtnt^n  Kapitel. 

Die  loxodromiscbe  Linie  auf  dem  Sphäroid. 

§.  L 

Denken  wir  uns  die  Erde  durch  Umdrehung  einer  E-llipcie  mtt' 
Ihre  kleine  Axe  entstanden;  der  Punkt  A  (Taf.I.  Fig.  1.)  sei  Aek 
eine  Endpunkt  der  kleinen  Axe  oder  der  Pol  der  Erde;  CBD  stf 
ein  Bogen  des  von  der  grossen  Axe  beschriebenen  Kreises  öder 


auf  dem  Bttiptaid  und  auf  der  K^ei.  S 

ein  Bogen  des  Aequators;  AMB  nui,  AND  seien  zwei  Quadran* 
ten  der  erzeugenden  Ellipse  oder  zwei  Quadranten  der  Meri- 
diane; CJUm  sei  eine  auf  der  Oberfläche  der  Erde  gezogene  Curve, 
welche  alle  Meridiane  unter  demselben  Winkel  «cbneidet»  oder  eine 
loxodromische  Linie. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  beschreibenden 
Ellipse  mit  a,  die^  halbe  kleine  Axe  derselben  mit  6;  den  Winkel, 
welchen  die  Normale  des  Erdellipsoids  in  einem  Punkte  M  mit 
der  Ebene  des  Aequators  bildet,  oder  die  geographische  Breite 
eines  Punktes  M^  mit  9;  den  Winkel,  welchen  der  ^arch  den 
Punkt  M  gehende  Meridian  mit  dem  als  ersten  angenommenen 
Meridiane  AC  bildet,  oder  die  geographische  Länge  des  Punktes 
M,  mit  ^;  den  Winkel,  unter  welchem  die  loxodromische  Linie 
jeden  Meridian  schneidet,  oder  den  Winkel  CMBj  mit  6;  endlich 
den  elliptischen  Bogen  BM  mit  tf. 

-Denken  wir  uns  nun  durch  ^  eine  mit  dem  Aeqnatpr  paral- 
lele Ebene  gelegt,  welche  die  zwischen  den  beiden  Quadranten 
AB  und  AD  enthaltene  Oberfläche  in  MN  schneidet,  so  ist  der 
Bogen  MN  ein  Kreisbogen,  welchen  der  Punkt  M  bei  der  Dre- 
hung der  Ellipse  beschreibt,  und  der  Halbmesser  dieses  Bogens 
ist  die  Abscisse  des  Punktes  M^  wenn  man  in  der  Ebene  der 
Ellipse  die  grosse  Axe  derselben  zur  Abscissenaxe  und  die  kleine 
Axe  derselben  zur  Ordinatenaxe  nimmt.  Bezeichnen  wir  daher 
die  Abscisse  des  Punktes  M  mit  $,  so  kOnnen  wir  setzen: 

MN=IJ^,' 

m 

wo  unter  Ailf  die  Veränderung  der  häw^  ^  verstanden  wird.  Da 
nun  ferner  DN=iBM  ist,  so  ist  Nm  in  Bezug  auf  die  loxodro- 
mische Linie  die  zu  der  Veränderung  von  ifr  gehörige»  mit  Je  zu 
bezeichnende,  Veränderung  des  Bogens  BM,  sind  wir  erhalten 
daher,  wenn  wir  die  verschiedenen  Veränderungen  als  unendlich 
klein,  nnd  somit  das  im  Punkte  N  rechtwinklige  Dreieck  MNm 
als  ein  gradliniges  betrachten,  für  die  loxodromische  Linie  die 
Gleichung: 

1)  .    Jdifi  =  tg0.dtf 


§.  2. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  unserer  Ellipse  in  Bezug  auf 
die  grosse  und.kleine  Axe  mit  £  und  {;,  so  haben  wir  für  dieselbe 
die  Gleichung: 
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da  nun  <p  der  Winkel  ist,   welchen  die  Normale  der  Ellipse  mit 
der  Aze  der  £  macht,  so  haben  wir:  - 

^^ 

and  wenn  wir  den  Werth  von  -iy  aus  der  Gleichung  2)  bestimmen, 
so  erhalten  wir  hieraus: 

aH 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  mit  Hülfe  der  Gleichung  2): 

a^ .  cos  y 6^ .  sin  q> ^ 

Va*.  cos  9*+ 6*.  sin  9*  V  ö*.cosg>*  +  6*.sin9)* 

oder  5  wenn  wir 


a« 


=  e» 


setzen : 


j g.cosy  6*.  sing) 

Hieraus  erhalten  wir  femer: 

,j.          6*         siny.cZg)  _.       6*         cosy.cZg>                  j-/ 

af=:  — —  . j,  »f  =  T i» 

«    (l—ca.singj«)»  «    (1  — c«.sing)»)* 

folglich,  da  dc^=:dS^+dl?  ist, 

a(l  —  e*)d9) 


dcr  = 


•  (1— c^.siny«)* 

Substituiren  wir  die  fSr  |  und  de  aufgestellten  Werthe  in  die 
Gleichung  1),  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  loxodromischen 
Linie: 

3)  d^rrtge — <t=:f»-_, 

'  ^        ®     C0S9)(1  — c*.sm9*) 
oder  da 


auf  dem  EUipsoid  und  auf  der  Kugei. 

,        d.Bxnw 
aq>  = 


ist: 


^  TV  /  ö     (I  —  siDg>*)(l — e*.siii9*) 

Eine  andere»  nicht  ganz  so  einfache»  aber  rein  analytische  Ab- 
leitung dieser  Gleichung  hat  Grün  er t  gegeben  in  seiner  Schrift 
Loxodromische  Trigonometrie*',  S.  18.  ff. 
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§.  3. 
Zerlegen  wir,   um  diese  GteichuDg  zu  integriren,   deu  Bruch 

(l-6iny«)(l-e».siny«)  '"   Parf.albrache,  «o  erhalten  wir.  in- 
dem  wir  setzen: 

(1— sin^^^Xl  — «ja.siny«)"'!— sing?«"*"!  — ««.siny«* 

die  Gleichung: 

Jl_^ M  +  iV—  (e^M + ;V)sin  y» 

(1— sing?«) (1—c«. sing)«) ""  (1  — sing)«)(l  — ««.siny«)  ' 

woraus  sich  zur  Hestimmung  von  M  und  N  ergiebt: 
also : 


»f K  — 

e* 

^^—  l_g2'       ^- 

"1-e«* 

Wir  erhalten  demnach: 

^           -  M 

1 

— sin^)*" 

c« 

(1— sing)«)(l  — e«.8iD9)«)""J-e«  H- 

1  — e'.siny' 

Da  ferner 

• 

1    -     1     ,     1 

I  -  sin  q>*~~  2(1 — isin  q>)  "^  2(1  +  sin  q>) ' 
1— c*.sing)*     2(1— -c. sing))  '2(1  + e.siny) 
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ist^  so  ergiebt  sieb : 

1 


(1 -sin  g)«)(l-.c«.  sing)«) 

■~2(l-e«)  |l— sing)"*"  1  + sing)      1  — c.sing)      l  +  e.8ing>i  ' 

Da  nun  nacb   den  Prinzipien  der  Integralrechnung  im  Allge- 
meinen 

/*|-^=;±-/,(l  +  aa;)  +  C 

ist,  weoii  mit  C  eine  willkürliche  Constante  bezeicboet  vrird,  so 
erbalten  wir  für  die  Integration  der  Gleichung  3»): 


/ 


d,s\ntp 


(l-sin9«)(l— c^.siny«) 


=  Q/i  —  gt  (f.(l-fsipy)-"/.(l— 8iny)-^g./,(l-f  gsin9))-|-e./,(l~g.siny)} 

1  1  +  siny  i-fe.siny 

~2(l-c«]*'-l~sing>""''71-e.sing)»+^' 

Um  diese  Gleichung  weiter  umzuformen^  können  wir  setzen: 

l+siQyl  +  cos(90Q  — y)       {co8(450— jy))  • 
1  -  sin  y  -^  1  —  cos (900—  9>  ""  « si»  (45*>—  i y)  1 

=cotg  (450^  49)*= tg  (450  +  iy)«, 
wornacb  sich  ergiebt: 

d.s\nq> 


f 


(1  -  sin  9*)  (1  —  c« .  sin  y«) 


1     .•  <    #<WA  .  ,    V      •   .  1  +  6. sin®.      ^ 
1— ,g«'    -»^  •    ■  »^^      »     1 — ß.siny    ■ 

Wir  erbalten  daher  aus  3»)  für  die  loxodromische  Linie  die  Glei« 
cbung 

in  welcher  Gleichung,  wie  man  leicht  sieht»  CsO  zu  setzen  ist» 


auf  dem  Eilipsaid  und  fmf  der  ffugt^,  7 

weon  für  qp  =  0  auci|>/^=0  wird^  d.  h.  wean  ly^an  (die  Länge  von 
dem  Punkte  an  rechnet,  wo  die  loxod romische  Linie  den  A^cjua- 
tor  seh  neidet. 

Wir  können  in  der  Gleichung  4)  das  zweite  in  der  Klammer 
enthaltene  Glied  auch  in  eine  Reihe  entwickeln ,  indem  wir  n^ch 
einer  bekannten  Formel  setzen: 

I  -f'^*sincp 

j-ir^7^~  =  2(«. «in  g>  +  J«*.8in?)'  +  lc«.sin9* +  .,..); 

dann  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  4) : 

4«) 
^=:tg»/.tg(450+t9)-tg»(c«.sin9+le4.sin^H5c^.8in9H.  ..)fC. 


§.4. 

Aus  den  entwickelten  Gleichungen  ersehen  wir,  dass  die  lo- 
xodromische  Linie  auf  dem  Erdeliipsoid  für  6  =  0  mit  dem  Meri- 
dian zasammenßillt,  da  für  diesen  Werth  von  %  sich  if;=:Const. 
ergiebt  Ferner  zeigt  die  Gleichung  3),  dass  für  6  =  90^  die  Curve 
ein  Parallelkreis  des  Aequators  wird,  da  für  diesen  Werth  von  % 
nach  jener  Gleichung  cZ99==:0,  also  ^  =  Const.  sein  muss.  Für 
alle  anderen  Werthe  von  0  wird  die  Curve  vom  Aequator  aus 
sich  den  Polen  in  unendlichen  Windungen  immer  mehr  nähern, 
ohne  dieselben  je  zu  erreichen,  denn  nach  den  Gleichungen  4) 
mfisste  tf;  einen  unendlichen  Werth  bekommen,  wenn  ^=90^ 
sein  sollte. 

§.  5. 

Um  die  Gletchnngen  für  die  Projectionen  der  Curve  auf  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  zu  erhalten,  denken  wir  uns 
durch  den  Mittelpunkt  des  ErdelKpsoids  als  Anfangspunkt  ein 
rechtwinkliges  Goordinatensystem  der  xyz  gelegt.  Di,e  )£bene  de« 
Aequators  sei  die  Ebene  der  xy,  und  also  die  Axe  des  Erdellip- 
goids'die  Axe  der  z;  die  Axe  der  x  sei  der  nach  dem  ersten 
Meridian,  die  Axe  der  y  der  nach  dem  neunzigsten  Grade  der 
Länge  gerichtete  Halbmesser  des  Aequators.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen haben  wir  filr  unser  Erdeliipsoid  die  Gleichung: 

5)  — ^2-+ft«-*' 

und  jla  die  Coordinate  t  mit  der  in  §.^.  aufgestellten  Coordioate 
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i  BusammenfÜlit,  in   Bezug  aul  die  dort  angenommeoe  Coordinate 
l  aber 

ar  =  J.cost|;   und  y=|.8inif; 

Ist,  60  ergeben  sich  aus  den  in  §.  2.  für  |  und  l  gefundenen  For- 
meln in  Bezug  auf  o:,  y^  %  die  Gleichungen: 

f  «*.co8i/;.cosQ)  fl .  cos  if; ,  cos  g) 

^^  V^«.cos9-* +^*. sin (p*'~V^r^e*. sing)«' 


^.  I     /i^.sini^.Gos^  '       /i.siniji;.co&g? 

^  ^ ""  V^i^.cos^^T^*. »n\V^ "  V^l— c-^T^i^"?-^ ' 


6*.8inQ)  «(1 — e^)»it\q> 


V*rt*^ .  cos  9«  i-  ü'^ .  Si  f 1 9*^      V 1  —  <^*^ .  si  li  9)« 
Wir  haben  demnach: 


tg^  =  |»  al««   *  =  Arctg|,. 


ferner : 


'  ^        1 — c*.«in9)*'* 


woraus  sich  ergiebt: 


sin  qp  =  4-         _.    -. ^^ — - , 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  g)  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  jenachdem  der  Punkt,  auf 
welchen  sich  die  Breite  g>  bezieht,  auf  der  positiven  oder  negati- 
ven Hälfte  der  Oberfläche  des  £rdellipsoids  liegt. 

Substituiren   wir  die  für  ^  und  sin^  gefundenen  Werthe  in 

1  ■    * 

die  Gteichung  4),  so  erhalten  wir,  da  l*t^{46^-{-l^y:=zil.Yzr~' — 

ist,  für  die  Projecti^  des  sich  auf  der  positiven  Hälfte  des  Erd- 
eilipsoids  beGodlichen  Theils  der  loxodromischen  Linie  auf  dpr 
£bene  der  a^y  die  Gleichung: 


antdem  SilfpsHä  find  tmfikr  Mk^ei,  9 

und  für  die  Projection  des  sich  auf  der  negativen  Hälfte  des  Erd* 
ellipsoids  befindlichen  Theils  auf  derselben  Ebene  erhalten  wir 
die  Gleichung: 


7«)    CO 


isS  Arct   y_rj^^^^-'^H:^^+l^)-^»^-(^''  +  y^) 

vieun  wir  die  Coastante  C  gleich  Null  setzen,  indem  wir  anneh- 
Dien«  dass  der  erste  Meridian  durch  denjenigen  Punkt  d(3S  Aequa- 
tors  geht.  In  welchem  die  loxod römische  Linie  den  Aequator 
schneidet 

Da  sich  ferner  aus  den  für  tgt/;  und  sing)  aufgestellten  Aus- 
drucken mit  Hülfe  der  Gleichung  5)  ergiebt^  dass 

a:  bx 

cos  1b   =     ■    y ^ =   =     "7^  ■  9 


sm^=: 


V6«("l-<?^)  +  cM 


ist,  so  erhalten  wir  fflr  die  Projectionen  der  ioxodromischen  Linie 
auf  die  Ebenen  der  xz  und  yz  die  beiden  Gleichungen: 


8) 


bx 


c'otge.Arc.cos^^;^^== 


z« 


cotg8.Arc.8in 


bif 


aVfta— z» 
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§.  6. 

Denken  wir  uns  auf  einer  Curve  im  Räume  zwei  Punkte, 
deren  Goordinaten  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  der  y  und  der  z 
wir  respective  durch  ti,  v,  u>  und  u-{-^u,  v+^v,  w+Jw  be- 
zeichnen wollen  9  durch  eine  Sehne  verbunden,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Projectionen  dieser  Sehne  auf  die  Ebenen  der  xz 
und  yz  offenbar: 

^-"*'  =  ^^'""«'>'      »-^  =  ^(^-«^>' 

Rfickt  nun  der  zweite  Punkt  dem  ersten  unendlich  nahe,  sc» 
nähert  sich  die  Sehne  immer  mehr  einer  bestimmten  Lage,  welche 
die  der  Tangente  der  Curve  im  Punkte  (u,  v,  w)  ist.  Zu  gleicher 
Zeit  nähern  sich  aber  die  Projectionen  des  zweiten  Punktes  den 
Projectionen  des  ersten  auf  denselben  Ebenen,  und  die  Projectio- 
nen der  Sehne  nähern  sich  bestimmten  Lagen^  welche  die  der 
TaiHgenten  der  Projectionslinien  sind.  Folglich  sind  die  Tangeu- 
ten der  Projectionslinien  die  Projectionen  von  der  Tangente  der 
gegebenen  Curve,  und  da«  nach  dem  eben  Erörterten  die  Tangen- 
ten der  Projectionslinien  durch  die  beiden  obigen  Gleichungen 
bestimmt  werden,  wenn  In  denselben  dfu,  dfv,  dw  respective  fiir 
^u,  ^Vf  Aw  gesetzt  werden ,  so  haben  wir  auch  für  die  Tangente 
der  Curve  im  Räume  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

du ,         .  du 

//i£  dxi 

wo  -j-  und  -y—  die  Werthe  der  aus  den  Gleichungen  der  Curve 

dtOC  d'u 

entwickelten   Differentialquotienten    ^  und  -p  für  ;r  =  t<,  iy=ro 

und  z  =s  t<?  sind. 

Um  .also  dje  Gleichungen  für  die  T^ngi^ote  der  lo^f^o^romischen 

Linie  in  einem  Punkte  (k,  v,  w)  zu  finden,  müssen  wir  die  Aus- 

dx  dv 

drucke  fär  die  Differentialquotienten  -^  und  -4-  in  Bezug  auf  die 

loxodromische  Linie  herleiten.  Wir  erhalten  aus  den  Gleichun- 
gen 6),  wenn  wir  die  GrOssen  an,  y^  t  in  Bezug  auf  ip  als  unab- 
hängige Variable  differenziren : 


auf  4im  SiUpsaid  unä  au/ der  Kugei.  11 

d(p 
j>  8lnif;.ca»9(a',co8  9*  +  6*.sin9')+6*.cosif;8ing)-^ 

«^*  ""  ^  (a«.co89«+6«.8in9«)Va*.cos9«+6«.sin9« 

lfm 

,  co8tf;.co8  9(a*.cos9*+6*.sin9)*) — 6*.8in^.8in9.-j- 

rf^ a^6*.cosy dtp  ^ 

^^  ""  (a^.cofiry«  +6«sin 92)^0«. cos 9«  +  6*. sin g)* '  ^V^ ' 

and  da  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung 

^ dx  ^  dz       di£ dy  ^  dl 

dz       d^  '  d^  *     dz      d't\f '  dy\f 

ist,  so  ergiebt  sich: 

d^> 
rf^  sin  if;.  cos  9(0*.  cos  9* + 6* .  sin  g)*)  +  6*.  cos  if; .  sin  9  •  -rj- 

dx  "~  ,,  dcp 

,  COS  ^f .  cos  9(a* .  cos  qfl  +  6*.  sin  9*)  —  6* .  sin  tf; .  sin  9 .  -^ 

da  nun  ferner  für  die  loxodromische  Linie  nach  Gleichung  3) 

dq> cos  (p(a^ .  cos  (p^+b^,  sin  y*) 

d}lf~  6*.tg9 

ist«  so  erhalten  wir  für  die  gesuchten  Differentialquotienten  in 
Bezug  auf  diese  Linie  die  Formeln: 

9) 

dx  sin ^ -f  cotg S* cos i|; . sin y tg6.sini|;-fcosi|;,siny 

dz  "^  "*  cotg6.cosg>  '~"  cosg> 

<{y  cos  y;— cotg  6.  sin  ^ .  sin  y tg0.cost|> — sintft.siny 

dz  cotg  8. cos  9)  "^  cosy 

Wenn  wir  daher ,  die  geographische  Breite  des  Punktes  (u,  o>  to) 
flüt  9>  und  die  Läiig^  desselben  mit  tp  bezeichnend»  die  Coordir 
naten  u,  v,  w  vermöge  der  ^l^iphiiQgep  6)  und  die  Differential- 
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quotienten    -^  und  -r—  vermöge  der  Gleichungen  9)  durch  9  und 

if;  ausdrücken»  und  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  oben  gefun- 
denen allgemeinen  Gleichungen  der  Tangente  substituiren,  so  er- 
geben sich  für  die  Tangente  der  Ibxodromischen  Linie  im  Punkte 
(u;  ti  w)  die  Gleichungen: 

10) 

a.cosi/;.cos(p  tg0sin  if;-|-cnst/;.8ing)  (       fl(l— e^)siny; 

^'~Vf^¥^\^'^  c5^9  ''""^^l^P^Sn^r 

o . sin  1/; .  cos 97  tcr^cosi/; — srnt/z.sing)  (       a(l — c*)sing>i 

Wollen  wir  die  Gleichungen  der  Tangente  nicht  durch  die 
geographische  Breite  und  Länge  des  Punktes  {u»  v,  w)^  sondern 
durch  die  Coordinaten  f«,  t,  ti?  selbst  ausdrücken«  so  erhalten  wir, 
da  nach  §.5. 


8intf;=77=====>     cosi/;=77====; 
ist,  nach  den  Gleichungen  9): 


_      tg@ .  vVh\u^  +  p«)  -f  a^to^  ^a^uw , 

und  ebenso  bekommen  wir: 

rfp       tgt<.V6^ti«  +  p^)-f  lAo«— ggpic, 
dii>"  6«(t««+ra)  ' 

wir  haben  daher  für  die  Tangente  der  loxodromischen  Linie  im 
Punkte  («,  Vi  w)  auch  die  beiden  Gleichungen: 


a»f  dem  Oüptoid  und  auf  der  Kugel.  13 

11) 


§.  7. 

Die  Sehne,  welche  zwei  Punkte 

[tül^  r,  tr)  und  (tt  +  z^«,  t?  +  ^/r,  vo^-  Aw) 

einer  Curve  im  Räume  Terbindet,  bildet  mit  den  durch  den  Punkt 
(tt»  «9  co)  zu  den  positiven  Axen  der  x^  der  y  und  der  z  gezo- 
genen Parallelen  Winkelv  deren  Cosinus  offenbar  respective  aus- 
gedrückt werden  durch: 

+z/m  ±^»  ±-^«0 

_^^__,^^n^         I    '" —       —    -  -  I    r  -  I       ■  ■      .  PI,.  -  I  * 

wo  die  doppelten  Vorzeichen  sich  auf  die  beiden  einander  ent- 
gegengesetzten Richtungen  beziehen ,  nach  denen  man  sich  die 
Sehne  gezogen  denken  kann. 

Gehen  wir  daher  wieder  zur  Grenze  über,  indem  wir  den 
zweiten  Punkt  sich  dem  ersten  unendlich  nahe  rucken  lassen,  so 
erhalten  wir  für  die  Winkel ,  welche  die  Tangente  im  Punkte 
(tc,  o»  w)  mit  der  Axe  der  x^  der  y^  und  der  i  bildet,  wenn  wir 
diese  Winkel  respective  mit  a,  /3  und  y  bezeichnen,  die  allge- 
meinen Gleichungen: 

cos  a  =    r    '  * 

\du^  +  dv^+dw^ 

cosp  =     j  -  =•  f. 

4-dw 
cos  y  S55  — ~" 9 

wo  citf,  dv,  efto  respective  die  Werthe  der  Differentiale  dx,  dy, 
dt  sind,  welche  man  aus  den  Gleichungen  der  Curve  abgeleitet 
denkt,  indem  man  x,  y,  z  als  Functionen  derselben  unabhängigen 
Veränderlichen  betrachtet.  Sieht  man  z  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche an,  so  kann  man  statt  der  erhaltenen  Gleichungen 
schreiben: 
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du 
^du> 


V  H(S)-+(S)- 


dv 
cosp  = 


v^^w+a) 


±1 


V>+(0+(^) 


Für  die  loxodromische  Linie  ist  nun  nach  den  Formeln  0): 

See  9 


fH(0  +  (0= 


COS  9 

und  wir  erhalten  daher  für  dieselbe: 

/  cos«  =  =p(sin6sin^-f<!0s^co8^sin97)9 
12)  <  cos/3  =  ±(sin^cosif;*— cos6sinif;sin9)^ 

\    cos  ^'sr^  cos  6  cos  9; 

oder«  wenn  trir  f&r  sintp,  cos^,  sin 9  und  cos  9  die  in  g.6.  auf<» 
gestellten  Ausdrficke  setzen: 

12«) 
cosa  =  i-    r — ==lsing.p4-o*.cosQ    , —  |, 

^      -V^t««+t?*  V6*(t««  +  ü2)  +  ö*wa'' 

co8y=±6*.cosfy^  r.-~~^       .         .    ■» 

g.  8. 

Mit  Hälfe  der  Formeln  9)  sitid  wtr  auch  hn  Stande^  die  Fo^ 
mein  IVf  die  Rectiitcation  der  loxodroroisch^n  Linie  abzuleiten. 
Da  die  Länge  des  Bogen6  tider  Cutve  von  doppelter  Krfimmung 
die  Grenze  ist^  welcher  sich  die  Länge  eines  in  den  Carvenbogen 
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beschriebenen  Trindschiefen  Polygonstucks  ohne  Ende'nähert,  wenn 
die  Anzahl  der  Seiten  desselben  unendlich  wächst,  dind  jede  SeRe 
unendlich  abnimmt;  so  haben  wir,  wenn  wir  die  Länge  des  Bo- 
gens  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung  von  eintoi  i^lUkÜrlicbeii^ 
Punkte  aus  mit  $  bezeichnen: 

« 

»   ■    .  .      .   -. 

Für  die  loxodromische  Linie  haben  wir  nun  nach  den  Formeln  9): 
aTI      /dxY      JdyY      secÖ 

und  wir  erhalten  daher: 

dz 


d$  = 


oos€^.co89'. 

Da  sich  aus  der  dritten  der  Gleichungen  6)  durch  DilTerenzirung 
ergiebt : 

dz a^6^coey 

d(p^  {a^.cokq>^  +  Ä'.sin^«)^ ' 

so  können  wir  statt  der  gefbudenen  Gleichung  adch  schreibeki: 

^*  ""  cos  e(a«  cos  9«+  6«.  sin  9«)«  * 
oder,  wenn  wir  wieder 

setzen :  ^ 

^^^  .*'*'=cos0(l— c«.sin9«)r 

Für  s  selbst  erhält  man  hieraqs  keinen  geschlossenen  Ausdruck, 
da  das  Integral 


/ 


dip 


(l-^e^.siny«)! 


zu  den  s(^enannten  elliptischen  Functionen  gehurt.  Af an  kann 
aber  den  Werth  dieses  Integrals  annähernd  bestimmen ,  indem 
man  die  zu  integricende  Function  in  ein^  unendliche  Reihe  ent* 
wickelt    Nach  dem  binomischen  Lehrsatz  ist  nämlich: 
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und  man  erhält  daher: 


^7    (1— €*.sin9)*)« 


/rfg)  +  le^fsin (p^.dq>+ 1^ e*/8in 9* . r/g)  +  2X6 ^*-^**'" ^* ' ^^ "l"  '•• 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  der  Integralrechnung  ist 
nun  allgemein: 

_  ,      -      _            sin  g)^"-i .  cos  9  .  2«  —  1^  ,      ,^  ^- 
/sin  9«« .  dg)  = ~^ +  -^^/sin  <p*^^d(p » 

und  vermittelst  dieser  Formel- kann  man  leicht  alle  Integrale  auf 
der  rechten  Seite  der  gefundenen  Gleichung  nach  einander  be- 
rechnen. 

Es  ist  nämlich  erstlich,  wie  bekannt: 

/cfg)  =  9 -h  ^onst, 

folglich  mit  Rücksicht  auf  die  aufgestellte  Reductionsformel: 

/sin9*.€^  =  —  ising>.co8  9  +  ig>  +  Const, 

1.3  1.3 

/sin  9*.  d9=  —  Jsin  9*.  cosy  — ^^sing) .  cosg)  +  oS  9  +  Consta 

^  .      -    ,  ,   .      n  ^'S  .      «  1.3.5  . 

/sin  q)^,a(p  =  —  1  sin  9*.  cos  9  —  j-^  sin  9'.  cosg? — iTT'ß®"'  9  •  ^®®  9 

• 

and  so  lassen  sich  auch  alle  übrigen  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  unserer  Gleichung  nach  einander  berechnen.  ' 

Will  man  die  Grenze  für  die  ganze  Länge  der  loxodromischen 
Linie  auf  der  einen  Hälfte  der  Erde,  etvra  auf  der  positiven  Seite 
des  Aequators  haben,  so  muss  man  die  einzelnen  Integrale  zwi- 

üchen  den  Grenzen  0  und  5  nehmen;  dann  erhält  man,  da,  für 
ipsszO,  ci|n9=0,  und,  fär  9=0»  co89  =  0  wird: 
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g(l-g«)  ^.,     3  1  ,     3.6  1.3  .  .  3.6.7  l!3.5  , 

_a(l-c5  !^ii  il.2.  3«.6   ^  ,  3«.6a.7    _^      . 


cos 


_    g^-    ti, /3     ,^  ^  ./3g.6      3\  ^     /3^  5^.7      3a.5\ 
""2cose^^  +  V2«"~V^   ^\2a.4a'~2V^  +V2^4«.6a-2«:4«y^ 


/3«.5g.7«.9      3«.5g.7\ 
■*"  V2«.4«.6«.8«^2«.4«.6V^  "*^"*'' 


g^  J[  ^       1.3    ^       1.3^.8    ,      1.3«,5«.7    ^ 

2.co8©^^^2«^  ""PTT«^       2«.4«.6a^  '"2a.4«.6«.8*^  ""— ^' 


Denselben  Ausdruck  würde  nian  auch  für  die  Länge  der  loxo- 
dromiseheD  Linie  zwischen  den  Grenzen  0  und  — -^  erhalten,  und 

da  sich  das  eine  Ende  der  loxodromischen  Linie  dem  positiven 
Pol»  das  andere  Ende  dem  negativen  Pol  ohne  Ende  näherty  so 
■ihert  sich  die  LSnge  der  ganzen  loxodromischen  Linie  auf  dem 
Brdspbäroid  dem  Werthe: 


\ 


an 


II      I2     JLi^      1.3«.5    ,        1.3«.8^7     , 


cosö'*     2«"       22.4«"      2«.42.6a"       2«.4«.6«.8« 
wenn  unter  n  die  Ludolphsche  Zahl  verstanden  wird. 

Die  loxodromische  Linie  hat  offenbar  als  eine  Curve  doppel* 
tar  Kriimmung  in  jedem  Punkte  unendlich  viele  Normalen ;  alle 
fiese  Normalen  liegen  aber  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche 
mao  die  Normalebene  nennt.  Da  die  Normal^bene  in  einem  Punkte 
(«9  «»  vi)  auf  der  Tangente  in  diesem  Punkte  senkrecht  steh^ 
00  ist  die  allgemeine  Gleichung  derselben: 

md  wir  erhalten  daher  für  die  loxodromische  Linie  aus  den  in 

doß  dv 

{•  6«  gefundenen  Werthen  von  -^  und  -^  als  Gleichung  der  Nor- 

«aleiiene  im  Punkte  {u,  v,  w)\ 

TheU  iXXII.  « 
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6' sing)      


X  — 


V^a*.cosg>*+6*^.  sin  q> 


% 


tgO.cosi;;— wnifi.siny     __        g^ . sin i|; . cos y  f  _ 

.    ■*■  cosg>  ^      VöTcösy«  +  6«  sin 9*  ^  "^    * 

tgQ.8mt/;  +  cos^.siny     __        a^.co8i|;.co8(p 
""  cos  9  V^a**cosvH6*«8»n9 

wofär  wir  aqcb  schreiben  können:  • 

14) 
tgd.cM^»— 8ini^.sio9>        tgg.8int|>  4-co8^.ainy 

<2J_J_    —————— ^^—^——^.^—  M^mm  —————————————  ^ 

cos  9  ^^  COS  <)E> 

ß^.siny  ^ 


Va2.cosg)'^  +  6«.sin9» 


Da  das  constaate  Glied  dieser  Gleichung  nur  verschmadetp 
wenn  siny^O  ist«  so  erhellt,  dass  die  Normalebene  der  loxodnn 
mischen  Linie  9  wenn  die  Abplattung  der  Erde  berücksichtigt  wird, 
nur  für  denjenigen  Pun^»  in  welchem  die  Curve  den  Aeqvat«!^ 
schneidet«  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht. 


l  10. 

Die  Ebene«  welche  durch  einen  Pnnkt  (u,  v,  w)  einer  Conre 
doppelter  Krümmung  so  gelegt  wird,  dass  sie  ausser  durch  diesen 
Punkt  noch  durch  zwei  dem  Punkte  {u,  v,  w)  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  der  Curve  geht,  nennt  man  bekanntlich  die  Ösen« 
lationsebene  oder  Krümmungsebene  der  Curve  im  Punkte  (u,  v,  to). 
Die  Gleichung  der  Krümmungsebene  im  Punkte  (u,  v,  w)  ist  offen-, 
bar  von  der  Form: 

(a)  -X(a:— tt)+F(2(  — »)  +  Z(2— fi>)  =  0, 

wo  X,  Yj  Z  noch  unbekannte  und  zu  bestimmende  Co^fBcieoteo. 
sind.  Diese  Gleichung  muss  auch  stattfinden,  wenn  man.  darin 
u-{'du9  V'\-dv^  u)-\-dw  respective  für  »,  o,  co  setzte  und  man 
erhält  daher,  wenn  man  von  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 
diie  Gleichung  (a)  subtrahirt: 

• 

(aO  Xdu  +  Ydv + Zdw  =  0. 

Da  diese  beiden  Gleichungen  nun  noch  stattfinden  müssen,  wenn 
man  darin  fär 
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ti,  v»  to;  dUf  dv,  dw 
respective  setzt: 

ui-du,  vi-do,  wi-dw;  du-l-dhi,  dc  +  rf*»,  dw-i-d^; 

8o  erhält  man  für  die  Bestimmang  der  Co^fficienten  X,  Y,  Z 
noch  die  dritte  Gleichung: 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen  (a),  (a')iind  (a^^  so  mit  einander 
▼erbindet»  dass  zwei  der  drei  Unbelcannten  JJT,  F,  Z  eliminirt 
werden,  so  verschwindet  die  dritte  zu  gl^cherZett»  und  man  er- 
hält fär  die  Gleichung  der  Krfimmungsebene : 

(dv.dho — dw .  d^v)(x  —  u) 

+  fifar.<Pw  — rftt.d*ir)(y — t?)  +  (rfM.«Pi?  — rfr.cPt«)(x  — «))  =  0, 

f 

60  dass  in  der  obigen  Gleichung 

X^dv.dHo-^dw.d^v,  Y=zdw,d!hi—du.€Pw,  Z  =  du.d'^ü—dv.d!^u 
wird. 

Wenn  wir,  wie  wir  es  bisher  in  Bezug  auf  die  lo^odromischi) 
Linie  gethan  haben,  z  als  die  unabhängige  Variable  betrachten, 
so  wird  cPto  =  0;  ausserdem  haben  wir  für  jene  Linie  nach  den 
Formeln  9): 

tg^.sinif;  - 

tgO.cosii;  ,       ^  .        , 


f  *• 


und  da  nach  §.  5. : 


Sin  CD  = 


V62(l  -  6«)  +  e«z« ' 


also 


oder,  wenn  wir 


6« 


=  fc« 


«♦ 
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setzen,  so  dass  aacb 


1—«» 

wird, 

COS  cp  =  ■  /■         =  ♦ 
und  ferner 


1  •■,  •     • ' 


*^''**"vnr^v6a— **  6Vi;*^=^ 


< 


ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Werthe   für  cos  9  und  tg^ 
in  die  obigen  Gleichungen  einsetzen: 

'     '     '  i  ■    - 

■      j  *   ^V6«  +  A«  ,     .    ,  axdx 


Ferner  erhalten  wir  hieraus  (Qj  die  zweiten  Differentialien: 


J 


^ tgfta; V  6«-|>c^z«  rf2^.sinip  ^     tge.e'arfz« .  sin» 

tg6V6^+A*,&.dij;.cosi^ 
Vft«— z« 

a.<{x'.costf;      aiVz^cost/;      gidzdifysin»  ^ 
*"6V^^p       6V'(62_,^+   6yg2ll^/ 

nach  §.  6.  ist  aber: 

&  a*.cos9* 


d^f     tg  e  V^a«.  cos  g)«+  6«.  sin  9«  * 
woraus  sich  nach  den  Formeln  6)  ergiebt; 

dz  _  Vj?^-f  y^.cos 9 
3^""  tg®  * 

oder  da 


auf  dem  Eiiipmtid  und  auf  der  Ku§eL  21 


V^a+y^zssJV^fi»-«« 


und 


V^6«+A« 


ist: 


es  ist  also: 

und  wenn  wir  diesen  Werth  von  d^lf  in  den  ftir  tPx  gefpndefleA 
Ausdruck  einsetzen^  so  erhalten  wir: 

•  i  ... 

*""  V"(6«— »»)»  V6a_,9V6»+«»t» 

oV(6«-»»)» 
p(6* — t*)dx* .  C08  tft     at*.dx*.eo8^ 

ige.»  V  fe«  4-  e«»' .  &* .  »in  iy 

oder: 
_       _    igB.Auk*.s\n}p  .    6.tg6*(6*-f  eH«)&«..co8» 


V  (6«-*«)» ' 


«benso  erhalten  wir: 


j.   ^  tge.««z&«.cos^       fe^e»(ft«4t*t«)<lt«.gin^ 


cid»*,  sin  <p 
V  (6»-rA«)?* 
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Da  ausserdem  nach  unserer  Voraussetzung  c2^  =  0  ist,  so  er- 
halten wir,  wenn  die  dem  Punkte  (u^  o,  w)  entsprechende  Länge 
mit  Hf  bezeichnet  wird: 

-X=     {a6.sintf;  +  -tg®a(6*+e«w*)8in^ 

c* 

t^e.e^CÄ«-«?«)  ,        dw* 

,- COStl'} — r  '   9- 

h  * 

r  =  —  t  a6  cos  if> -f  -  tg  8^6* -f  {*to^  cos  ^ 

+ -s-^=4===-i  sin  t  r 


VJ«+"«*w'  V^(6a_«,«)» ' 


fr .  tg  e»  V(3^  +  8«te«)»     a6  tg  e  V6»  +  e«ti>« 


atg6.t«H)«V"6«— 10*1        dfp» 


f 

*V6»+e*«>»   I  V(A*-«c«)»' 

und  wir  erfemhefe  daher  als  Gleichung  der  Osculationsebene  im 
Pui^kte  (««  f#  «): 

y=05 

I  tge  [ftV^*HgV>^[€tHtge«(feHe^*)] 

da  mm 


I  («— ic) 


lifr/  dem  SUipMd  und  auf  der  Kugel.  SS 

ist«  80  kSnoeo  wir  statt  der  gefundenen  Gleichung  auch  schreiben : 

.6[a*H-tge«(6«+e««^]>  ige  eV^^«)  i 

.  »_  ^  i  6V"6«+e«w»ro*+tg  e«(6« + s«««)]     oe«w«V  6*— w«  < ,       , : 

Till 9  4  "     ''   '        '       '  ^  >— .tf  — — - — .  ■    1     T.  =r  I  (t— »1 

T ■ — CSU*  / 

oder  da 

o.tgi9.cV>^V6«-tc>     atga6*toV^(6«~wy      flfttgftgVV^P^^^ 

ist,  so  erhalten  wir  endlich  für  die  Osculatiousebene  im  Punkte 
(Si^  9«  10)  die  Gleichung: 

18) 

jtfa..,.tge«(6'  +  eV>«)]  ^,^        tge..M6«-«,«)^^^^     ^ 

4  6[a«  +  tg©«(6«+««ir2)]       ^   .  tge.€«tr(6«~tr«)  .       J 


+tgej 


Da  das  constaote  Glied  in  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen 
nicht  verschwindet^  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Osculationsebene  im 
Allgemeinen  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht;  dies 
wird  aber  stattfinden,  wenn   0  =  0  ist^  d.h.  wenn  die  loxodro* 
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mische  Linie  mit  einem  Meridiane  zusammenfallt;  in  diesem  Falle 
wird  die  Osculationsebene  für  alle  Punkte  durch  den  Mittelpunkt 
gehen.  Für  jeden  anderen  Werth  von  &  uird  dies  stattfinden, 
wenn  11?  =  0  ist»  d.h.  ffir  den  Punkt  der « lo;Kodromischen  Linie, 
in  welchem  dieselbe  den  Aequator  schneidet. 

§.      11. 

■  '  _    \-       '  ■■•■■  i  •■■\K  ; 

Als  allgemeine  Gleichung  der  Normalebene  einer  Cnrve  dop- 
pelter Krümmung  in  einem  Punkte  (u,  v,  w)  hat  man  nacji  §.9.: 

•  ..      .'•■■•.■ 

•  *  dv  du  ^  I 

■      ■  ■        ."    ' 

wofür  man  auch  symmetrischer  schreiben  kann,  indem  man. wie* 

der  ^r,  ^,  i  als  Functionen  einer  anderen  unabhängigen  Variablen 

ansieht: 

■ 

(b)  (x — M)dfi  +  (^  —  v)dv  +  (z — w)dw  =  0 , 

und  wenn  man  die  Gleichung  der  durch  einen  unendlich  nahi^ 
liegenden, Punkt  gehenden  Normalebene  haben  will,  so  muss  m^n 
zu  dem  ersten  l'heile  der  Gleichung  (b)  ihr  Differential  in  Be« 
Ziehung  auf  die  Veränderlichen  u,  v,  w  addiren.  Für  die  grade 
Durchschnittslinie  der  beiden  einander  unendlich  nahe  liegenden 
Normalebenen  in  den  Punkten  (u,  v,  w)  und  {u-{-du,  v-t-dv,  w-^-dw) 
hat  man  folglich  ausser  der  Gleichung  (b)  noch  die  sieh  dor^h 
Differenzirung  daraus  ergebende  Gleichung: 

(a:--u)Wh$  i-  (y  -v)dH  +  (z'^w)d^--(du^  +  dv^  +  du^)  —  0, 
oder,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 
(b')        (ar— i£)iPt«  +  (y— i>)€i2t?  +  (2— fe)d!«ti>-&2==0. 

Diese  Durchschnittslinie  der  beiden  Normalebenen  trifft  die  ent- 
sprechende  Krümmungsebene  In  einem  Punkte,  welcher,  ebenso 
wie  bei  den  ebenen  Curven,  der  Mittelpunkt  eines  Krmes  ist, 
der  durch  drei  einander  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve 
gebt,  des  sogenannten  Krümmungskreises.  Die  Göordinatea  o?, 
y,  z  dieses  Mittelpunktes  ergeben  sich  offenbar  aus  der  Verbin* 
düng  der  beiden  Gleichungen  (b)  und  (b')  mit  der  Im  vorigen  Pa* 
ragraphen  flir  die  Krümmungsebene  aufgestellten  Gleichung  (a). 


1         •  n  ' 


W'       a»f  4iem  EüipsBid  und  auf  der  Kugti.  25 

ond  der.t Halbmesser  ^  des  Kiüromungskreises  wird  dann  durch 
die d^hVBg  bestimmt: 

*  '  •  ■ 

WmA  nian    nun  aiiS  den  Gleicliangen  (a),  (b)  und  (b')  die  Bi* 
nome  o:  — ti  and  ^  — o  elimiuirt,  so  erhält  man  unmittelbar: 

'  di\Xdv-Ydu)  . 

Xidvdho'-dwd^v)  +  l\dwd^u  —  dudhxi)  +  Z{dt>dh)  -  dvdSt) 

dsH^dv-  Tdu) 

und  ebenso  erhält  man : 

_  ds\Zdu  *—  Xdw) 

A^(Frfto— Zdt?) 

Es  ergiebt  sich  also: 

_  ds*V(X^  F«  +  Z^)d$^^(Xdu  +'  Fdp  +  Zdw)* 

oder  mit  Hülfe   der  im  vorigen  Paragraphen   abgeleiteten  Glei- 
ebung  (a^: 

&» 

Nach  g.  8«  Ist  nun  för  die  loxodromische  Linie,  wenn  die  dem 
Punkte  (u,  v,  w)  entsprechende  Breite  mit  tp  bezeichnet  wird: 

ds*  = s— •  9 

cos  qr 

folglich  erhalten  wir,  da  nach  §.  10. 

ist:  » 

.^      Äec0«(*«+««fo«)d«^. 

ferner  Ist  nach  den  in  §.10.  fSr  X^  F,Z  gefundenen  AusdrSckeo: 
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"     6(6«-««)*-!«*  + ä '5 

da  aber 


und 


ist«  60  erhalten  wir  auch: 


A^+Fa+Z« 


=  (&.-«,«)»(«»-*• 5 !• 

da  nun  ferner  sich  ergiebt: 


auf  dem  -Eiilpsoid  und  auf  der  Kugei,  27 

_  tgB.fio    (6*  +  €^«)  +  tg e^(6« 4- g%i?«)  ^  tg« , sec « .hio{bH^hxfl) 
—  6«— «o«'  6«-w2  ~  (6«— 10«)« 

so  erbalten  wir  endlich: 

jr«+F«  +  z« 

~"(6«— 10«)»^"^+  a  ^  ^  (6«-.«,«)*     ^ 

+  a«tge«.sec©«.to^4«+5«ic«)«), 
and  es  ergiebt  sieb  daber: 

a.sec«*V^P^^^V^(6«  +  e^w^)» 

^^  V  {6«(6*--w*)[aHtgö*(6«+e«ir«)]«+a«tge« sece».w«(6«+e«ir«)«)' 

Da 

sece«=:l+tg6« 

und 

«•(6«--«i*)(6«  +  c«w«)« + a««^«(**  +  €«10«)«  =:  6«(6« + «^«)» 

ist»  so  können  wir  statt  der  gefundenen  Formel,  indem  wir  dem 
Nenner  des  für  ^  erhaltenen  Ausdrucks  eine  andere  Gestalt  geben/ 
'auch  schreiben: 

16«) 
a . sec e« Vä«^;? V  (6«  +  6«io«)» 


^  = 


viitt 


ta«*«(6«— w«)  +  2a«A«tg  ««(6*— ««»»)(6« +  ««»«) 
tg  e«.  «>»(6«+«'w')*+ *" .  tg  e^*« + «V)* 


ji 


Es  gebt  ans  dieser  Formel  hervor«  dass  ffir  9sO«  oder  weatt 
die  Corre  mit  dem  Mericfian  zusammenfiUlt, 

V(6«  -f  6«W«)» 

^= Hb — 
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wird^  d.  h.  es  wird  der  Krümmungshalbmesser  gleich  dem  Krüm- 
mungshalbmesser des  Meridians,  denn  dieser  Ausdrucli  gilt  auch 
für  den  Krümmungshalbmesser  einer  Ellipse  mit  den  Axen  2a  und 
26  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  w  ist' 

Für  ö  =  90®,  das  ist,  wenn  die  Curve  mit  einem  Parallel- 
kreise zusammenftlit,  wird 

aV6«  — «0« 
9= 1 » 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  wird  gleich  dem  Halbmesser  die- 
ses* Parallelkreises. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  fdr  c(»  =  0,  d.h.  ffir  den  Punkt 
der  Curvcy  in  welchem  sie  den  Aequator  schneidet: 

•  *         i 

. o6*,sec8» fl6* 6* 

^""aHft*tge«""a*.co8e«  +  6«.sinea""a(l— ««.siue«)' 

Wenn  sich  w  dem  Werthe  b  nähert,  so  nähert  sich  q  dem 
Werthe  Null ,  d.  h.  gegen  den  Pol  hin  wird  der  Krümmungshalb- 
messer der  loxodromischen  Linie  verschwindend  klein. 


§.  12. 

Nimmt  man  auf  einer  ebenen  Curve  ausser  einem  Punkte  m 
einen  zweiten  m|  an,  bezeichnet  die  Länge  des  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  enthaltenen  Bogens  der  Curve  mit  J$y  und  den 
Winkel,  welchen  die  in  den  beiden  Punkten  mundnti  gezogenen 
Normalen  oder  Tangenten  der  Curve  mit  einander  bilden,  mit  dx, 
80  nimmt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Bogen  mnii  keine 
Inflexion  erföhrt,  sondern  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  seine  Con- 
yexität  nach  derselben  Seite  kehrt,  das  Verhältniss 

offenbar  grSssere  oder  kleinere  Werthe  an,  je  nachdem  die  be- 
trachtete Curve  mehr  oder  weniger  krumm  ist,  oder  sich  in  der 
Nähe  des  Punktes  m  mehr'  oder  weniger  von  der  l^angente  im 
Punkte  m  entferpt.  Für  einen  Kreis  ist  offenbar  in  allen  Punk- 
ten, so  gross  auch  der  Bogen  Js  sein  mag,  wenn  r  derHalbm^s* 

,      /Ix      l 
ser  des  Kreises  ist,  T.ädxszJs,  also  2fi^7'  und  es  ist  ja  aller- 
dings die  Krümmung  eines  Kreises  in    allen  Punkten  dieselbe; 


auf  dem  Eiiipsaid  und  auf  der  Kugel.  S9 

1 
nach  dem  Gesagten  wird  —  als  das  Maass   der  KrQmniang  des 

Kreises  yon  dem  Halbmesser  r  zu  betrachten  sein. 

FSr  eine  beliebige  ebene  Curve  ändert  sieh  das  Verhältnis^ 
-^  nicht  bloss  mit  der  Lage  des  Punktes  m,  sondern  auch  mit 

der  Länge  des  Bogens  As,  Lässt  man  aber  die  GrOssen  As  und 
dt  immer  kleiner  werden»  so  wird,  unter  der  Voraussetzung»  dass 
im  Punkte  m  keine  Stetigkeitsunterbrechung  stattfindet»  dieses 
VerhäMhiss  gegen  eine  bestimmte  Grenze 

dx 
di 

convergiren»  welche  man  nach  der  Analogie  als  das  Maass  der 
Krümmung  der  Linie  im  Punkte  tn  zu  betrachten  hat  Wenn 
aber  der  Bogen  mmi  unendlich  klein  wird,  so  ist  «der  Punkt»  in 
welchem  die  beiden  Normalen  der  Curve  in  den  Punkten  m  und 
IUI  sich  schneiden,  der  Krümmungsmittelpunkt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  m,  und  man  hat  daher,  wenn  man  den  Krümmungshalb* 
messeriär  diesen  Punkt  mit  g  bezeichnet: 

dsszQ.dx 
oder 

eis  wird  demnach  das  Maass  der  Krümmung  einer  ebenen  Gorve 

1 

in  irgend  einem  Punkte  ausgedrückt  durch  das  Verhältniss  — • 

it 

'Diese  Betrachtung  lässt  sich  nun  auch  auf  die  Curven  im 
Räume  ausdehnen,  denn  fär  diese  liegen  drei  aaf  einander  folgende 
Punkte  auch  immer  tn  einer  und  derselben  Ebene,  welche  man 
eben  die  Krümmungsebene  nennt,  und,  wie  wir  schon  oben  ger. 
sehen  haben,  trifft  die  Durchschnittslinie  zweier  auf  einandejr  fot 
genden  Normalebenen  diese  Krümmungsebene  in  einem  Punkte, 
welcher,  ähnlich  wie  bei  den  ebenen  Curven,  der  Mittelpiinkt 
eines  Kreises  ist,  der  durch  die  drei  einander  unendlich  nahe^ 
liegenden  Punkte  der  Curve  geht  Es  wird.dahec  auch  fSrdie. 
Curven  im  Räume  das  Maass  ihrer  Krümmung  in  der  KrürnmungS"^ 
el>ene,  oder  das  Maass  ihrer  sogenannten  ersten  Krümmung  aun* 
gedrückt  durch 

dt^l 

ds^  g' 
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wenn  dx^  ds  und  g  dieselbe  Bedeutung  babeu^  welche  vi^ir  diesen 
Zeieben  oben  in  Bezug  auf  die  ebenen  Curven  beigelegt  haben. 

Nach  den  in  den  Formeln  16)  aufgestellten  Ausdrfickeii  fSr 
den  Kränimungshalbroesser  q  erhalten  ivir  nun  in  Bezog  «nf  die 
loxodromische  Linie  für  das  Maass  ihrer  ersten  Krömmung  im 
Punkte  (m,  v,  tc)  die  Formel: 

17)  '  . 

dx  _  V^{&^6^--w^)[a«+tge«(6g4-f^g)]^ia«tge«  seceW(6Hg^'tg^ 
«*»""  a .  sec  B^S'^W^^ .  V(6«  +  c^ir«)» 

oder:  , 

17«) 

4/    j{«*62(««—io2)  +  2a2/i«tg0«(*a-w2)(6a +«%»)! 

rft       ^     r  +  gg  tg  @g .  w^(ö^ + £^^)«  +  6«  tg  @^(fta  ^-  b^^^\1 
' ;  *  ^  a.  sec  0«\^6«— w^V^(6*  +  £%^ 

Es  bezeichnet  hier  «fr  offenbar  den  von  zwei  einander  u&endlicli 
nahe  liegenden  Tangenten  gebildeten  Winkel^  welchen  man, 
ebenso  wie  bei  den  ebenen  Curven,  den   Contiiigenzwinkel  neni|t. 

Für  die  Curven  im  Räume  giebt  es  ausser  der  eben  betrach- 
teten ersten  Krümmung  noch  eine  zweite  Krümmung,  wodurch 
eb^  die  Benennung  ,,  Linien  von  doppelterKrummung*'  für  diese 
Curven  gerechtfertigt  wird,  und  ebenso  wie  das  Maass  der  ersten 
Krümmung  von  dem  Winkel,  den  zwei  auf  einander  feigende  Tan- 
genten mit  einander  bilden,  dem  sogenannten  Contingenzwinkel, 
abhängt,  80  wird  das  Maass  der  zweiten  Krümmung  dtiroh  den 
Whiicel,  den  zwei  auf  einander  foigetide  Krümm«ngsebeneii  mit 
einander  bilden,  den  sogenannten  Torsiowswinfcel,  ttestimmt.  Wlh« 
reüd  aber  das  Maass  der  ersten  Krünvmmig  nnr  von  den  DMTa* 
rentiaKen  ^krr  ersten  imd  zweite«  Ordnung  von  den  Cowdinaten 
X,  9,  X  abhftngt,  kommen  flQr  die  Bestimmung  der  zweiten. Krfim- 
nrang  auch  die  DiSerentialien  der  dritten  Ordnung  in  Betracht; 
wodurch  der  sieh  för  dieselbe  ergebende  Ausdruck  in  Bezug  avf 
itte  lozodroraiscbe  Linie  desUmdrehungs-Ellipsoids  zu  complieirt 
wird,  als  dass  er  noch  von  ^nem  erheblichen  Interesse  ffirita« 
sein  konnte.  Es  wird  dies  überhaupt  mehr  oder  weniger  mit 
allen  noch  übrigen  sich  auf  die  loxodromische  Linie  t^eziehendeo 
Formeln  der  Fall  sein;  und  um  daher  die  Theorie  dieser  Linie 
noch  weiter  zu  verfolgen,  woDen   wir  von.  nun  .an  die  Abplattung 


mf  dem  Eiüpsoid  und  auf  der  £u§ei,  Sl 

der  Erde  nnliferilckMcbtlgt  lassen»  aod  die  lexodromiscbe  Linie 
auf  der  Kugel,  iiSr  welche  die  Formelii  weit  einfacher  werden,  un- 
serer Untersachung^  unterwerfen. 


Zweites  Kapitel. 

Die  loxodromische  Linie  auf  der  KugeL 

$.  13. 

Betrachten  wir  also  nun  die  Erde  als  eine  Kugel,  und  be- 
zeichnen den  Halbmesser  dieser  Kugel  mit  R,  so  haben  wir  fSr 
dieselbe»  wenn  wir  uns  durch  ihren  Mittelpunkt  wieder  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  as,  y,  z  gelegt  denken,  die  Glei- 
chung: 

Nehmen  wir  wieder  die  Ebene  des  Aequators  zur  Ebene  der 
;ry,  also  die  Axe  der  Erde  zur  Axe  der  z,  den  nach  dem  ersten 
Meridian  gerichteten  Halbmesser  des  Aequators  zur  Axe  der  a, 
den  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  LSnge  gerichteten  Halb- 
messer desselben  zur  Axe  der  y,  und  bezeichnen  wir  wieder  die 
geographische  Länge  und  Breite  respective  durch  if;  und  q>,  so- 
wie den  Winkel»  welchen  die  loxodromische  Linie  mit  dem  Me- 
ridian bildet,  durdi  6:  so  erbalten  wir  offenbar  die  den  im  ersten 
Kapitel  in  Beziehung  auf  das  Cmdrehungsellipsoid  entwickelten 
fax  die  Kugel  entsprechenden  Formeln,  wenn  wir  in  jenen  a^=-b=^R 
und  6=0  setzen. 

Aus  den  Gleichungen  4)  von  Kap.  1.  erhalten    wir  zunächst, 
wettb  trtr  wieder  annehmen,  dass  die  Längen  von  dem  Punkte 
an  gerechnet  werden,  in  welchem  die  loxodromische  Linie  den 
Aeqnätor  schneidet,  fiir  die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugel' 
die  Gleichung: 

2)  *  =  tg©./.tg(45o+i<p). 

Ffir  6=sO  fällt  also  auch  auf  der  Kugel  die  loxodroniische  Linie 
mtt  dem  Meridian  zusammen,  und  für  6  =  90^  wird  die  Curve 
ein  Parallelkreis  des  Aequators.  Für  alle  anderen  AVerthe  von 
B  Wird  die  Curve,  ebenso  wie  auf  dem  Eliipsoid,  vom  Aequator 
ans  sich  den  Polen  in  unendlichen  Windungen  immer  mehr  nähern, 
ohM  dieselbfn  je  sn  erreichen« 
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Die  AbweiehuRg  der  einer  bestimmten  geograpbiaeheh  Breite- 
9  auf  der  Kugel  entspreclienden  LSnge  ^  von  der  demselben 
Werthe  von  q>  auf  dem  Ellipsold  enteprechendeo  Litoge  wird 
offenbar  ausgedrückt  durch:  . 

tgÖ(e*.sin9  +  ic*.sin9'  +  Jc*.8in9*  +  ...,). 

Für  die  Projection  der  loxodromischen  Linie  auf  den  Aequator 
erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Kugel  aus  der  in  §.  5.  gefundenen 
Gleichung  7):  •  - 

.    cotgö.Arctg2^  =  4/.^i^^^a 
»  »ar  Ä-V^Ä«— (a;*  +  y*) 

woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

Ebenso  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  8)  von  §.5.  für  die 
Projectionen  der  loxodromischen  Linie  anf  die  Ebenen  der  xx  lind 
yt  In  Bezug  auf  die  Kugel  die  beiden  Gleichungen: 

Aw.  co8^^:p== = tg  e./.y  ^-^  . 

4)  < 


§.14. 

a  •  •  ,  ^  .    -  ' 

Für  die  Tangente  der  loxodromischen  Linie  in  einem  Punkte 
(«»  e,  w),  dessen  geographische  Breite  und  Länge  respective  9> 
und  if»  sind»  erhalten  wir  in  Beziehung  auf  die  Kugel  aus  den 
in  S«  ^-  aufgestellten  Gleichungen  10) : 

6) 

_^  tg6.siniii-|-cosa^.sino9 .       «    .      . 

0?  — /(cos4;.co809=: " {z — R\9\uwy» 

*  ^  cos  w 

_    ,                 "          tgS.cosiI; — Sinti;. sing).        «     .      v 
y— Ä.sm*.cosg)=     -^ ^^^~ — («— Ä-sing?)?     ; 

oder  wenn  wir   die  Gleichungen   der  Tangente   sieht  dorcli  die 


» •  ..• . 


auf  dm  Eltipsoid  und  auf  der  Kug^L  ^ 

geo^Aphische^^rieite  und  Länge  des  Punktes  (tc,  v».w)^  sondcrrii 
ditfch  di^  Cfoordinftep  u»  f^»  k?  selbst  ausdrucken -wollen»  yfu^.f^* 
halten  *wir'|är  dieselben  aus  den  (Glleichungen  U)  von  5.Q.: 

*  " 

R.ts9.v4-uw,         .  '  • 

r  .♦  t«*  +  t?*     ,■       :    .  -^  .  :■:  •.•  . 

DietVinkel  «» '/3y  y,  «reiche  die  Tangente  respecttve  mit  den 
n  der  st^  y^  z  bildet,  werden  ftfr  die  Kugel,  ebenso  wie  fClr 
das  Eilipsoid,  durch  die  iii  §.7.  unter  den  Formeln  1^)  auf^eäieÜ- 
ten  Gleichungen  bestimmt,  od^r  auch  dufch  die  fotgenden.  sich 
auis  den  Formdn  \V)y  mit  Hiilfe  der  Gleich iTng  1)  deb  Vorbferge- 
henden  Paragraphen,  ergebenden  Gleichungen:  ' 


•   '  9 


•'  -^^        '  «to 


7)       ; cos/? =4: (sin «^^_ ^-cosB  ^   IZ. ) 

cosöVS«-^  ? 


cosy  =  ± 


ß 


FjSr  die  Coordioaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Tangente  die 
Ebene  des  Aequators  schneidet«  c^rhalten.  wir  noch  in  Bezug  auf 
die  Kugel,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  5)  der  Tangente  fS=Q 
setzen : 

i?.cosif;-f  #2  .tp^i^.  sini^.  sin  ffi 

a?ss ' . 

cos« 

«) 

/S.sinif;— /S.tg^.cosi^.sin^ 

»  ^  cos  9 

Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen  auch  die  Gleichung 
der  Linie  kennen  lernen,  auf  welcher  alle  diese  Durchschnitts- 
punkte der  Tangenten  mit  der  Ebene  des  Aequators  liegen. 

§.  15. 

Wenn  man  sich  an  einer  Linie  von  doppelter  Krümmung  nach 
einander, alle  Tangenten  construirt  denkt,  so  liegen  dieselben  auf 
eine^  sojg^nannten  abwickelbaren  Fläche,  d.}i*  auf  einer  solchen, 
welche  sich  in  eine  Ebene  ausbreiten  oder  abwickeln  ISsst»    Im 

Theil  XXSJI.  3 
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Allgetdein^h  Ist  freUich  die  Fläche,  welche  diihsh  eine  sich  im 
Raanie  äof  beliebige  Weise  bewegende  gtade  Linie  erzeugt  wird, 
nicht  eiile  abwtctcelbare,  sondern  dies  wird  nur  stattfinden,  #enii 
die  Bewegung  der  graden  Linie  so  geschieht,  dass  zwei  eisander 
unendlich  nahe  liegende  Erzeugungslinlen  einander  treffen,  oder 
wenn  es  eine  Linie  giebt,  welche  die  Umhällungslinie  aller  graden 
Erzeugungslinien  ist,  und  man  nennt  dann  diese  ÜmhfiUimgslinie 
die  Rückkehrkante  oder  Wendungscurve  der  abwickelbaren  FiXche, 
Die  auf  einander  folgenden  Tangenten  einer  Curve  doppelter  Krfim« 
mung  haben  nun  offenbar  diese  Curye  selbst  zur  UmhOllungs- 
Knie,  und  sie  liegen  daher  allerdings  auf  einer  abwickelbaren  Flftche^ 
deren  Räckkehrkante  die  gegebene  Curve  ist  Für  die  lo^dro- 
mische  Linie  auf  der  Kugel  erhalten  wir  die  Gleichung  der  ab- 
wickelbaren Fläche,  auf  welcher  alle  ihre  Tangenten  liegen,  indem 
wir  aus  den  Gleichungen  5)  die  Grössen  g>  und  ^  vermittelst  der 
Gleichungen  der  Curve  eliroiniren.  Wenn  wir  die  Gleichungen  5) 
abwechselnd,  die  eine  mit  cos^  und  die  andere  mit  siti^  multi- 
pliciren,  und  dann  respective  zu  einander  addiren  und  voii  einan- 
der subtrahiren,  so  erhalten  wir  aus  denselben  die  beiclen  Glei- 
chungen: 


X  .cos^lf  -t-  ff  >sinilf  :sz  R,secg>  —s.tg^, 

:  tg  B(R .  tg  q>  — -z .  sec  q>). 


C  a;.sioip — ^.cosif;=: 


Aus  der  Gleichung  der  loxodromischen  Linie  2)  ergiebt  sich  ^nun, 
wenn  von  jetzt  an  mit  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmieii- 
kystems  bezt^tchnet  wbrd: 

woraus  man  erhält: 

e'ir^  — e"**ö  2 


»^^P^-^ 33'    cosg>  =  --^- IT^' 

e«»^  +  e"<*^  e*»^  +  e   H^ 

also 

8009= 2 *     *g9>  = 2 

Sttbstfttiit^  wir  diese  WeHhe  von  aec^  und  tgg^  in  die  bddcu 

GlelbboMgea  9),  ao  verwanArin  sieh  ilteselbM  In  di^  hfSdhu  fof- 
gendete: 


auf  4im  StÜpmM  wnd  mtf  äer  fu9ti.  86 

•  •  • 

QtfMrim  wir  diese  beiden  tileichapgen»  und  addiren  sie  dann 

tm  eTun^ler,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

■ 

■  ■  ■  1 

woraiM  «ieii  ferner  die  beiden  GIdchangen  ergeben: 

«*+J*+<g«»(fi*-«') 

«■+»■-(«•-«•) 

und  wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  radiciren»  so  erhalten  wir 
die  beiden  folgenden: 

!^j(Ä^t)eÄ  +  («  +  f)e"Ä)«±V««+y*+tg«^Ä«-«^* 

wofttr  wir  auch  schreiben  kSnnen : 

10) 


^^  Piagem^nn;  „Jl^t^e^ßer,  l^fX^omimohpk  LhUen 

Um  uns  fib«r  die  Y^b^X  der  Vorzi^icheii  ffir  die  beiden  Wortel- 
grossen  auf  dett> rechten  Seiten  dieser  Gleichv*gM'«nt8c|ieideD 
zu  kSnnen,  wollen  wir  nur  den  Theil  der  zu  bestimmenden'Fläcto 
in  Betracht  ziehen,  «der  sicli  zwjßchen  den  beiden,  durch  dtp  Gle)- 
chungen  z^  R  und  z  =  --^ß  bestiminien  Bertthrun^i»bbi^en  der 
Kugel  in  den  beiden  Polen  befindet,  in  welchem,  da  alle  Punkte 
der  loxodromischen  Linie  z wichen  diesen  beiden  Ebenen  Ifeeeq, 
äTIe  'Piängenten  dieser  Curye!jji  einem  Tlieile  ilirer  Aus^^i^^^^^l^ 
enthalten  sind.  Da  dann  die  iBrossen  R — %  und  /2-f  ^  imnäer  ei- 
nen positiven  Werth  haben,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  der 
Wurzeigrusse  in  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  immer 
das  positive  Vorzeichen  beizulegen  hati  während  diejenige  in  der 
zweiten  Gleichung^  sowohl  das  positive  als  auch  das  negative  Vor- 
zeichen erhalten  kann:  und  es  ergiebt  sich  daher  durch  Addition 
der  beiden  Gleichungen  10): 


I     ■ 


•j.  :: 


folgliqh !     .     ,  . 

11) 

^  =  tg  ©/.  ■_ ■ jg-^ i— 

Mit  Hälfe  der  Gleichungen   10)  erhalten  wir  nun  ferner  aus 
den  Gleichungen  9«)  die  beiden  folgenden: 

ar.cos'^+y.8inV^=     V  {ß^  +  y^)  cos  0«  +  (Ä«  — >)  sin  ^« ,    ' 

• 

ar .  sin  ^— y .  cos^  =  dt  sin  6  V.T> -fy*  4- z>  — /2^ ; 

.und  96111^  wl^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nach  einan^ßr  cos^ 
und  sin^  eliminiren,  so  bekommen  wir: 

=yV(^+y«)eose«+(Äa-.z«)sine»db«8in  eV^P^^p  +  iCIii?», 

'  »i    .  ■'  *  f.  *     ■   '  i  - . ' 

(a:2+y*)cos'^ 

= « V^(ar» + y^  cos  ©«  +  (««_  ,*)  sin  ©»Ty  slo  6V««+^+j»— Ä»; 
iromuis  stell  ietgiebt:  ;  -      •     .    ° 


Durch  Substitation  des  dbAi  ^uter  il)  gefandeoen  Werthes  von 
f  in  diese  drei  Gleichungeu.  erfl^aReo  wir  fSr  die  abwiclielbare 
Fläche»  auf  welcher  alle  Tangenten  der  loxodromi^chen  Linie^,|uif 
der  Koger  liegen,  "<die  GteicHungeriV 

'..      12).' -■ 


.    _,  V(J!*+y*) co8e«-t-(iZ«— »«) ain  6«  jfc  cos  Q Va;«  +»«4-»«-^ 

=«g.»'-.    ^     .  ,.    .  .. .       Ä^TT    : — ■ — 


t ' 


oder: 

12«) 


■  ^  i      •     ■ 


^.     .     ;gV(jg«+ya)cose«+(ig«--x«Jsine«qFy.siiieVarHyH»*— lg* 
Are  CO»  -:     ;.,(  a^+y*  ^ 


.  4^t  V(a:a+y«)C08e«+(i2«— 4«)sifi««±co8eVa:«+y*+«^*-Ä« 
=  tgW. — -; Ä-,        — — 1 

oder: 

'  12») 


y  V^(ar^H^«)  co8#«+(|g*  —2^)  sin  e«  ±  a? .  slnQ  V  jr«  j  y«-|.2<-./2> 
'^^^^  arV"(arHy*)cüse«+(Ä2— I«)  sinö«  +  y .  sin  ©Var^+y^+z«— Ä« 


^,  V  te«+y«)  cos  0a+(Ä«-22)  sin  0«±  cos  Ö  V^/^+y^j-j«— ^2 

==  tg«/- ^ ■'    ''•    >z_x    •  ""^ "**'^ 

Was  die  doppelten  Vorzeichen  in  diesen  Gleichungen  betrifft« 
so  geht»  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben»  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  10)  hervor»  dass  beide  zu  berficksichtigen  sind^ 
weoadie  ganae  in-Rede  stehende  Fläche  durch  unsere  Gleichun- 
gen dargestellt  werden  s^ll^  Es  werden  liir  einen  Theil  dies^ 
Fläche  offenbar  die  oberen»  ffir  einen  anderen  die  unteren  Ypt* 
zeichen  zu  nehmen  sein.  Die  Linie»  welche  diese  beiden  Theile 
der  Fläche  von  einander  trennt»  werden  wir  offenbar  erhalten» 
wetDD  wir 

*-"%iä-^i^e"^  =  0 


2 


oder 


•  • 
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eH^ 


VR±% 
i2-j 


siBtten.    l>a  nach  der  Gleichnag  der  lozodromiecheii  Linie 

^   I  —sin  91 

iel»  80  erhalten  wir  üBr  die  Linie,  darch  welche  «neere  Fliehe 
In  die  beiden  erwähnten  Theile  getheilt  wird: 

j(?=iZ.8in9>» 

woraus  hervorgeht >  dass  diese  Linie  auf  der  OberflSche  der  En- 
gel liegt,  also  die  loxodromische  Linie  selbst  oder  die  Rückkehi- 
kante  unserer  abwickelbaren  Fläche  ist. 

Wenn  wir  also  an  die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugel 
nach  einander  alle  Tangenten  ziehen,  so  wird  die  Fläche,  welche 
alle  diese  Tangenten  enthält,  auf  der  einen  Seite  der  loxodromi- 
schen  Linie  durch  die  Gleichungen  12)  dargestellt,  wenn  in  den« 
Iben  die  oberen  Vorzeichen,  auf  der  anderen  Seite  jener  Linien 
wenn  in  denselben  Gleichungen  die  unteren  Vorzeichen  genom- 
men werden. 

Den  Gleichungen  12)  können  wir  auch  noch  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x»  ^9  < 
ein  System  der  Polarcoordinaten  r,  9,  ^  einfuhren,  indem  wir 
nämlich  setzen: 

d:=sr.cos9).cos.^,     y  =  r.eos9.sin^,     2  =  r.sin9, 

so  dass  wieder  tp  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  Radios 
Vector  r  mit  der  Ebene  des  Aequators,  und  if^  den  Winkel,  wel- 
chen die  Projection  des  Radius  Vector  auf  der  Ebene  des  Aequa- 
tpra  mit  dem  nach  dem  ersten  Meridian  gezogenen  Halbmesser 
des  Aequators  bildet 

Dann  erhalten  wir  fSr  die  Fläche,  auf  welcher  alle  Tangenten 
der  loxodromischen  Linie  liegen,  statt  der  Gleichungen  12)  die 
Gleichungen: 

J3) 

.   sin  t(; V^r« .  cos  g)«  —  (r«  —  «*)  sin  0«  ±  cos -^ .  sin  S^r^  -  R^ 

A  rc  sin > ^^»^ 

r.cosg) 

,   ^,  V  r«.  cos  9«-.(r2  -  /2«)sin  ea± cos  6 Vr«=^^ 

=  ta  w  •  n 5 

®  R — r.sin^ 


auf  dem  Eliiptaid  umi  auf  der  Ku§tL  39 

oder: 

13«) 

Are  cos  ^Q*»^»**'  co8y«--(r«--/g«)g}n  a»  T  sin»,  sjp  eV^fST^ 

r.cosg) 

oder: 

13») 


Are  fg. 


co8^V^r*.cos 9*— (r^-^Ä») 810 a*T sinij' .8in  e VT*— Ä* 


_  Vr*,co8<p«— (r«— iy)8ine«Jbco8«Vr*— /?• 

"~^     •  /Z  — r.8io9  * 

In  frelcben  Gleichungen  über  die  doppelten  Vorzeichen  dasselbe 
gilt,  vf9A  wir  darüber  in  Bezug  auf  die  Gleichungen  12)  gesagt 
haben. 

Wenn  wir  in  diesen  Gleichungen  9  =  0  setzen»  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  jener  Fläche  mit  der 
Ebene  des  Aequators,  oder  die  Gleichungen  der  Linie,  auf  wel- 
cher die  Durchschnittspuiiktc  aller  Tangenten  mit  der  Ebene  des 
Aequators  liegen;  Die  Gleichungen  dieser  Linie  iverden  den»* 
nach  sein: 

14) 

sini^Vr*.cos9*  +  l^.sin  e^dbcos^^sin ©Vr*— Ä« 
Are  sin . j: 

^.  Vr«.cos«*  +  /2«.slna«dbcoseVr«— Ä« 
=  tge/. g 

oder 

14«) 

cos  »Vr*.cose«+g«,sinei^Tai"»'Sin«Vr*— fl* 


Are  cos 


^.  V"r«. cos ©*+«•. sin (9«± cos eVr«  —  R* 

tg  e/. g 


oder 
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14») 

sin  Hf^T^ .  cos  @^  +  iZ» .  sirTe^  jb  cos  -» .  flin  6  V?—  R^ 
•    '^  ^co8i^Vr».cosö«  +  i2«.siD6?T«ini<J'.sinÖVr*— ß« 

^.  Vr«.cos0a4./22.sin02_|.cos©Vr«-Ä« 
=s=tg6/. — --^ — i — g 


.*»  ■•• 


in  welchen  Gleichungen  die  einen  Vorzeichen  sich  auf  die  Tai^- 
genten,  welche  an  den  zu  der  einen  Seite  des  Aequators  liegeA- 
den  Theil  der  Ioxodromischen  Linie  gezogen  sind,  die  anderen  auf 
die  an  den  anderen  Theil  dieser  Linie  gezogenen  Tangenten  be- 
ziehen.     ' 


§.16. 

Fflr  die  Rectification '  der  Ioxodromischen  Linie  auf  der  Kugel 
erhalten  wir  nach  der  in  §.8.  für  das  Sphäroid  aufgestellten  For*. 
mel  13): 

-        RmcUp 

ds  = 5  » 

cosQ^ 

woraus  sich  unmittelbar  durch  Integration  ergieht: 

15)  *=^+C, 

/.  cosö^     * 

in  Welcher  Gleichung  offenbar  die  Constante  C  gleich  Null  zu 
setzen  ist,  wenn  man  die  Bogen  von  dem  Punkte  aus  rechnet» 
in  welchem  die  loxodromische  Linie  den  Aequator  schneidet. 

Da  die  Breite  q>  sich  für  das  eine  Ende   der  Ioxodromischen 

TS 

Linie  dem  Werthe  -^  und   fiir   das^  andere  £nde    derselben    dem 

Werthe  —-(7  nähert,  so  nähert  sich  die  Länge  der  gapzen  Ioxo- 
dromischen Linie  dem  Werthe 

Rn 

cos©' 

wenn  unter  tt  die  Ludolphsche  Zahl  vierstanden  wird. 

.    I  ■ 

§.  17. 

Für  die  Nornialeben^  der  Ioxodromischen  Linie  in  einiem  Punkte» 
dessen  Breite  und  iAn^e  respective  q>  und  Hf  sind,  erhalten  wir 
nach  §.9.  Nr.  14)  in  Bezug  auf  die  Kugel  die  Gleichung:  -' 


aujt'äeni l^p'sald  und  äüj^der  l/tUffet  ff 

cos"©     ,         ^'  cosop 

oder: 

-'  ^ 

.      *f>)  ■ 

sec  ^ .  cos  9 .  z  +  (tg  O—  tg  1^ .  sin  q>)y  —  (tg  6 .  tg  -^  +  sin  ip)x  =ftv»,, . 

Da  das  konstante  Gli^d  in  dieser  Gleichung  fehlt,  so  siefit 
maiij  dass  alle  Normalebenen  der  ioxodromischen  Linie  auf  der 
Kej^el -ddrlöCl  «den  i  Mittelpunkt  der  KageL  flehen,  was  inian  aller^f/ 
dings -«dBQti  MS  d^  Eigenschaft  der  Kugel«   dassr jeder  Radioss 
ihre  Normale  ist,  hätte  schliessea  können. ..  .  ^^.«^<«.     '\:      •«.•  ij,/! 


i:iiSnidibiOao«latioäsebeneTder  loxodlrofnischen  Linie' 'in/eilienL. 
PsikÜ'^ti,  4^>t«)'|i dessen  fireite  und  iLlfage  respectlve«  fp  mid  *^ji 
sind,  ergiebt  sich  in  Bezug  aufdid  Kugel- nadi-  §^10^  die  Ixleinl 
chung: 


17)  .     -rp;=J:====C2— w)^jr.cos^-rar.siu,tf;, ,  -- 

wofür  wir,  da  für  jeden  Punkt  der -KugeloberflÄche 

ti7='J2.sin^, 
also  --■   •  ■       '  '    ^'^^-  *    '^ 

gl — ^  =  cos  Ip  .    I 

■.J   •  .  >     » 

ist,  auch  schreiben  können:  .       , 

!?•).-   .,t«(9.0f-rrffl>Ä.ca8.9?(^.cos'^.*-a?.^i^  .     :.  .      ...  .'. 

^    Man  si^?  aus'  ciieäiÜ  iSlelchungen,'  das»  auch  Suf  dfer  Kugel  Ae  * 
KHfWraufig«ife%^A*^er  t<Äö*emisÄiA  im  ■  Allgemeiiife»  nicht- 

dbrch'  den    Mmdptiftkt  ier-Kugöl  gehti^EjsrwIfd  dies^  fö^ 
Punkt  d6r  CnVvö  iitir  dairnf  flitattfinden^  wenn  O==i0  Ist,  d»  fc.- w^nfefr' 
dli  CäVfe  i«Ä'  lieridlan  wird:    Fat  ^le  ^mdereni^erth^  tron  i^^ 
findfjfc  da^sell>e  Äör  fÖr' w=(^  d.h.,  in.dep  Pqpkte  .der  ^urve 
Statt,  in  welchfemsVe  den  Aecjüat'or  schneidet;    Für  d^y^^O  er- 
hätfbn  trll^'2=w,  wwttuö  hervorgeht,  das«.' die  KtätiMBuii^seÄene 
die  Efdaxfe  im  MitMpiinkte^^desPaTallelkröises  «ehheldst,  in  wel- 
chWder  Pdnfet  lle^f,  »wö»s»cfe  drttifibone  an  difei€unre  m^chihiegt; 
d^  'Dkdiif^  cVKesM  "Kreises  'liefet*  dmöaek  götw^iii^dor  'Kipfim%! 
miingsebene. .  '*       •    '    '  '•-  *    '- 
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Für  die  Neigung  der  KrümninngsebeDe  gegen  den  A^nntor 
erhalten  wir,  wenn  wir  den  Winlcel'  dieser  Neigung  mit  t  befleich* 
nen,  nach  einer  Grandformel  der  aniaiytiachen  Geometrie: 

■ 

oder: 

18)  tgi  =  cos9.cotg9, 

wwaas  mA  ergiebt,  dass  dieaer  Neigungswinkel  von  90^*«-#  bis 
zu  Null  abnimmt,  während  man  die  geographische  Breite  von 
Null  bis  90^  wachsen  iässt. 


§.  19. 

Ffir  den  Krfimmungsbaibroesser  der  iezodroBilsdie»  Unie 
anf  der  Kugel  in  einem  Punicte  (u»  e>  tv)  erhalten  wir  nacb  4er 
in  9«  11«  entwickelten  Formel  16): 

I2*sec0«\^l2«-io« 


V  ß«sece*(Ä«-.fra)  +  Ä«tg««.ßec  ©«.  «•« 

""  V  sec  0«(Ä*^"^«)  +  tg  ehfi ' 
und  es  wird  daher  für  die  Kugel: 

,,,,  Ä.seceVÄ«— fo« 

^       ^^Ä^.secÖ«— «• 

Auf  der  Kugel  wird'alsoPur  6=:0,Sd.  h.  wenn  dieCurve  mit 
dem  Meridian  zusammenfallt,  ^=:iB;  för  6=90^,  oder  wenn  die 
Cufve   mit    einem    Parallelkreise    zusammenfallt,    ergiebt    sich 

qssSTr^ — u^,  d.h.  es  wird  der  KrilmmungshaU»messer  gleich 
dsBi^  Halbmesser  dieses  Parallelkreises«  In  jedem  anderen  Falle 
ist:^s=:iE,  wenn  w=zO  ist»  oder  da,  wo  die  Curve  den  Aeqnator 
sebneidet»  ist  Ihr  Krümmungshalbmesser  dem  Halbpneasep  d<^r 

Kwgel  gleich.     Da  der  Ausdruck  V  155 ^^5 — 3  dn  echter 

firnek  ist,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Krümmungshalbmesser  mit 
wachsendem  10  abnimmt,  und  es  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen 
Formel,  dass  derselbe  sieh  immer  mehr  dem  Werthe  Nnll  iHlber^ 
je  näher  w  dem  Wertbe  R  kfimmt,  d.  h.  je  mehr  sich  der  Punkt 
(u,  9,  fo)  dem  Pole  näherte 


m^  dm  KMßmid  mml  tmf  der  ifu§€i.  45 

iBi,  so  hat  man  auch: 

iZ.sec6.cosy         iZ.gecO.cosg)       A 

^^Vsec»*— sin9*'^V*tg»*+co8p'"V«inöa.sec9)«ico5^' 

md  wir  hab^n  daher  für   den  Krfimmongshalbmesser   auch  die 
FeriMlt 

'  I? 


Vl  +  siDe*.tg9)«* 


ans  welcher  hervorgeht,  das«  in  gMehee  Breiten  der  KrOmmanga 
balbmesaer  Idesto  kleiner  ist^  je  grosser  0  ist,  oder  je  mehr  sich 
die  Cunre  an  den  Parallelkreia  anschmiegt 


§.  20. 

Bezdchnen  wir  die  Winlsel,  welche  der  Krfimmangshalbmesaer 
im  Piii)]cte  (ii»  e,  to)  mit  den  Parallelen  zu  den  Axen  der  x,  y»  % 
bildet,  respective  mit  k,  ^n,  v,  so  haben  wir  für  dieselben,  wenn 
X,  if,  z  die  Coordinaten  des  Krfimmungsmittelpunktes  sind,  die 
allgeineinen  Gleichungen: 

X — 11  V  —  V  t — w 


G0SA  = 9     COSf»  =  ''^ 9     cosv  = 


9  ^  ^ 

folglich  nach  den  in  {.  11.  Rfr  x — u,  g — o,  z— to  und  ^  aufge- 
stellten Formeln: 

•  ■ 

Tdw-Zdv 
eosilss 


C0Sf*.^^^^____. 

JWü—  Tdu 

dtsWTf^T^ 

wo  wieder 

Xssdicdho — dwtPv,    Yss^dwdhi — dud^,    ZssdMdH-^d9d^H, 

dszsWdH^  +  dv^'^duß 
SU  setsen  ist. 


4ü  Plagemanm:   Tähßrttfyiitr^iOBmtMMln 

Für  die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugel  erhalten  wir -nun 
nach  den  in  §.  10.  für  das  Umdrebungselli|>8oid  entwiekeiten  Formeln: 

,  R.ig&.dz  .  idz  .     i ;.:     >  . 


'*«■    >• 


Ä«.8ec0«.€ß«                  ^             Ä«.8ecÖ«.&«  .   _.  'j 
rf*a:  = , —  cos  tl;,      cPv  =s ^  —  sin  "inr'  ^ 


:  t 


und  es  wird:  -'  •  ? 


I 

I  •   ■  • .'      » .  ■ 


_  fl8,tge,8ec»«.c^to».  _        . 


Woraus  äich  et'giebt: 


«  tr 


■   ^    ;      " '■     ■'      ■       ;     ,j,\.*M    ivi«  ••  j  I'.--.    ..">:«•») 

•  ■    : .  .        .  ■       ■      .  "        .     .     •    i ; .       -         \;      . 


■       -     -  .  ..  ■> 

fy.8ece«Vfl«.sece«— to'.dw». 

da  nun  ferner  nach  den  in  g.  11.  fflr  ds  in  Beziehung  auf  das  üm- 
drehungseilipsoid  gefunden^  Auisdrficken  sich,  für  die  Kugel  er- 
giebt:  ^  * 

»    IZ.seeS.cZto 


.N 


so  wird  in  den  obigen  Ausdrucken  fär  cftftiliy.eesf»,  cosv  in  Be- 
zug  auf  die  loxodromische  Linie :  ' 


*p  •       ft 


•  >  ** 


^  ^-__ — _ — jJ-     JßB.sec6>V/2^.seces— «o<.€Üw« 

...AVi:^+r»+z«=-- ^Vl^^^ — — 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  oben  für  dx  und  dy,  sowie  für 
wY.  F.  Z  aufgestellten  Formeln: 


YdfO'^Stdv 


H'    >        ÄHü.tgO.secö^.rftt?*  . 

+ r  = sinif; 


Zdti — Xdw 


=:— ^^ —  == — sintp f  = coB^ 


'/•     »•  I  .'.;;:»  fJ»*f  .  .    ,.;    :-  .f:    '*r.i"  «  » 


..  ==r  8in  ^ 


JZ»«>.tge.8ece«.rf«)*  ■R*.sece«(JZ'.secg».-i-«i»)  :• '  ■ 


.C^rir..',:.  .    ^>  ••<••' ^  -  :Jftft,:^¥a«    ••>-i-   .t.^.;» 


'-  ».* 


und  wir  erhalten  daher: 

••'/l:.r;:.      '       .  ..^    :     .1.-.    •  W).'y'\    yh     :■    ui:- .      .^    r:l   •;  ,  ? 

tp  .     -  VÄ".8ecö"— w"      ^ 

C08tt  :^— ■  />=-      .   ^^       ^Slll  Ö.COa^-T : 35 :— C08W  .Sltffr, 

..ri/Tf-:  0)V  jR^^Cfd^—*^    '    ■  ■•*■••  ••''••  -JA."-    :.  ■;.  •:     t  /.   vj*J-> 

oder,  da     .  .  .  -'^  ^ 

-0  =  8100)     und     n =  C0S9 

s  Mi  .  MC  .  .  • 

-'t:"-'-    "        '■■'•■        '■    :    '  •;■:  ■'•■  -;      '  ■      [    ■;'  .  . 
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€Otl 
COSfft 

f 

cos  V  = — ^r,^-  ^  COS  6 .  COS  a . 

Führen  wir  einen  Hfilfswinkei  o»  von  der  Beschaffenheit  ein» 
dass 

JB.secO.sinosco,  also  /2«sec d. cos o £=  V /{*•  sec 9*—- %p* 

ist«  so  kSniien  wir  den  erhaltenen  Formeln  aach  folgende  dniadere 
Form  geben  s 

cosils=  tgoi>.sin9.sin^— cotgo.cosift.cos^.sin^» 
cosfi  =  — tgo.sinS.ces^— cotgo.cosS.sin^.siB^i» 
eosv  SS  — -  tgo  •  cos  d  .cos  ^. 


§•  21.      . 

Ffir  die  Krümmung  der  loxodromischen  Linie  in  ihrer  Krüm- 

mangsebene  oder  Ihre  sogenannte  erste  Krümmung,  welche  wie 

dt 
Wir  (.  12.  gesehen  haben,  durch  deii  Ausdruck  j-  gemesseb  #t|fd, 

wenn  dt  den  von  zwei  einander  unendlich  nahe  liegenden  Tan- 
genten gebildeten  sogenannten  Contin^enzwinkel  bezeichnet,  wet 
chier  Ausdruck  sowohl  flir  die  ebenen  CitTven^  wie  für  die  Curven 

Im  Räume  den  Werth   -  ba^  erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Kiqel 

V 

ans  der  unter  19)  ßbt  q  gefiindeneu  Formel: 


dt__  VlBTsec«*— tc«  ^ 

^  «^"iZ.eec^V"««— to»* 

Wie  wir  aber  schon  §.  l2.  erwähnt  haben,  giebt  es  l&r  dto 
iücht  in  derselben  Ebene  liegenden  Curven  ausser  dieser  eraUir 


auf  dm  EUipi&id  imd  auf  der  fügeL  47 

Kiümmünit  noch  «iD#  ftiiN»it*#  Hr^ltbo  ebeoMi  roit  dem  dorcb  zwei 
aof  einander  folgenden  Krünimungsebenen  gebildeten  sogenannten 
TMei6newbilari  abhängt «  Wie  die  «rete  Krümninng  von  deü  m^ 
genilnillen  Contln(tenawinkeL  Beieichnen  l',  f^V  v'  die  WtnlDei^ 
irdche  die  Normale  auf  der  Krämmungsebene  Im  Pnnlite  (ti,  e,  w) 
reepective  mit  den  ParailelfSn  Isn  den  Axen  der  or»  der  y  und 
der  z  biMet».so  bat  man,  in  ROcitoicht  aaf  die  tHr  die  Krfinif 
«Hingsebene  in  $.10  aufgestellte  Gletcbnng  (a),  nach  den'Ble- 
menteii  der  analytischen  Geometrie: 


cosi' 


z 


COBV'ss 


Bezeichnet  femer  ^  den  Winkel,  welchen  die  Normale  auf  der 
Krflmmungsebene  im  Punkte  (ti,  e,  w)  mit  der  Normale  auf  der 
Krammüngaebene  in  einetn  andereik  Punkte  (u-i-jdu,  e-^^v,  w+dk) 
bildet,  so  hat  man,  wenn  die  Cosinus  der  Winkelt  welche  die 
Normale  auf  der  KrOmmungsebene  im  Punkte  (u-i-Ju,  «-f  ^v,  w-t-Jw) 
mit  den  Parallelen  zu  den  Azen  der  x,  der  y  und  der  s  bildet» 
respectiir*  mit 

cosX'-f^*cosA',  cosfft'-fii.cosfi^  cosv'-f  ^•cosir' 

bezeichnet  werden ,  nach  den  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie die  Gleichungen  t 

ces^==cosl'(c6sl^-|'  '^•cosXO'f<^ösfi'(cosfft'-|'  '^•cosjiO 

•f  cos  v'(cos  y' -|- 4^  •  cos  Or 
1  SS  cos  X'* -f  cos  fi'^ -|- eos  v'^ , 

IssCeeeX'+^f.cosXO'^-Ceosfft'^^jtf.eosfAOHCcMt^-M^coAO*; 

addirl  man  die  beiden  lefzietl  dieser  drei  Gleichungen,  und  snb- 
trahlrl  von  der  Summe  die  erste  Gleichung,  nachdem  man  die« 
selbe  Bfit  2  multiplicirt  hat,  so  erhält  man: 

i(l— cos4^)  ssr    cosl'*— 2.cosX'(cosX'-|-ü/.cosX'H(cosr-f2/.co8X0* 

.    +COSf*'* — 2.COSf*'fcOSf*'-fii.COSfiO-f(cOSfi'-|-4^.COSfi')* 

+ cosv**— 2 .  eo8v^(eoBv'+J .  cosi/)  -f  (cosy'-f ^,  cosv*)*, 

weraos  steh  mit  Hfllfe  der  sf^dten  Ton  den  drei  oben  au^estell- 
ten  GMehimgett  ergiebt: 


« 
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.I-''     .;-I.;i   ;  -       •       .         .  '■     :  :      ,      ■    ■■  f'-i.      -i.«      II    -  ■■    .      ^      'i    *•.:      .-iJ»      ' 

WeMfr^nna  deit  Winket  ^9  den- diei^^oilnalen  «abf' djent^lwldeä 
KcfinunungsebeneD  mit  einander  bildin  iimendlich  Main  wird  ^"so 
werden  aneh  dib.  Winkel f  welche  die  beiden  Normalen'  mit  8en 
Azen  der  ai,^  der  ^,  nnd  der  abbilden«  udendHeb  wenig  Ten  . ein- 
ander vehBchieden,  und  wenn-  daher  <2#  den  unendliob' kleinen 
Winkel  beseiehnet»  wetcben  die  Normalen  dfer  einander  unendlich 
nahe  liegenden  beiden  Krümmungsebenen'^  toü  denen  sidi'  die 
eine  auf  den  Punkt  (Uf  v,  w)  und  die  andere  auf  den  Punkt 
(u  +  dMs  v  +  dvf  w-jrdw)  l>exieht^  mit  einander  bilden»  so  iiat 
man  in  dem  Obigen  ^d.cosl'i  d.cdsfi',  d.coBv'  respective  für 
J.cobV,  z/.cosfi'«  z/.co6v'*;zu  setzen^  und  da  ausserdem  der 
Sinus  eines  unendlich  kleinen  Bogeiis  mit  diesem  Bogen  selbst  zu- 
sammenfällt, so  ergiebt  sich^  aiis  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung: 

'""     :d0^^(d.cosV)^  +  (d.cos[^')^  +  (d.coav')^/'^     '*:'' 

odisr^wenD  manfBr  cosil%  cosft',  coei;^  die  oben  daiter^MifseeteH'' 
teb  Werifae  snbfftitnirt:  •»  -    '         "•  ' 


i "    '. '  .1  "••■■  ; 


'^^^'  VJf«+  F« +V*' 


u» 


Durch  Differentiation  der  auf  der  rechten  SeKe  dieser'Gleiehmi^ 
▼orkomroenden  Bruche  erhält  man  hieraus,  nach  einigen  If^chteo 
Reductioneh: 

JA*  (X*+T^  +  Z^{dX^  +  d  F« + dZ«)  -  {XdX + Yd  T+ZdZfl 
d»  = (X^+fi+W ' ^ 

■  _{Xdn-i  TdX)*  +  jZdX -  JWZ)*  +  ( TdZ  —  Hidrs» '      ' 

Niich  5.10.  hat  liikn  hWJ  ''    '   '  '    '  '^ 

Xisidv^dho'^dw.dh,  Y=zdwM!hi'^dtLdho,  Z=zdu.dH — dv.dhif, 

' :  ■    ...        ■.  ■■■»■-"■  I  I:," 


•■     t 


und  es  ist  darnach: 

*  -       ,  .  *  ■  t 


80  dass  sieb  ergiebt: 


,       ,,.       'IT*       •  *■  .  9  *    ^  ,     . 


';." 
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JCiiF—  YdX_  ZdX^XdZ_  YdZ^ZdY 

dm         ■"         35  du 

=diuf(dHdH-':dHdh$Hdv(dHDdhi^dhUlho)'^^  dhodh), 

also: 

=5  (A^  +.i2i^  -t-  dw*)  { dw(dhidH  ^dhdhi)  -f-  dvid^wdhi'-'dhidhe) 

««Ist  nan  dab«r  irieder,  wi«  es  «cbon  im  Früheren  geschehes  i«t : 

du^+dv^  +  duflssd^, 

«0  eilifilt  Dmn  mn«  der  oben  fär  dd*  entwickelten  Gleichung: 

dw(    ^ulhh-dhdhi)+do(dhodhi'^Hhidhi3)'{'du(dHdhi^ 
So  wie  nnn  der  Ansdmck  ^  >  wenn  dt  den  von  swei  einan- 


der ssendlich  nahe  liegenden  Tangenten  gebildeten 

«rinkel   beseichnet,   da«  Maas«   der   ersten  Krümmung  oder  der 

Krfinmvng  einer  Curve  in   ihrer  Krfimmungsebene  angiebt,   so 

«teilt  der  Ausdruck  -jr  offenbar  da«  Haas«  der  «weiten  Krüm- 
mung» d«  b«  der  Windung  der  Elemente  um  einander,  dar»  weiche 
den  Curren  im  Räume  ausser  ihrer  Krümmung  in  der  Osculations- 
ebene  eigenthümlicb  ist 

Während  der  Ausdruck  der  ersten  Krümmung  nur  von  den 
Diflerentialien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  von  den  Coordi* 
Baten  jr»  y»  x  abhängig  war»  kommen  für  den  Ausdruck  der  swel* 
tea  Krümmung  5  wie  wir  sehen»  auch  die  Differentialien  der  drittm 
Ordnung  in  Betracht»  und  um  daher  für  die  loxodromiscbe  Unle 
anf  der  Kugel  auch  das  Maass  der  zweiten  Krümmung  su  finden» 
mUssen  wir  für  dieselbe  erst  diese  drittep  Differenttalien  durdi 
weitere  Differenxirung  der  schon  erhaltenen  zweiten  Differentla« 
Ben  herleiten. 

Aus  den  im  {•  20.  tat  d^x  und  <Py  gefundenen  Ausdrücken 
erhalten  wir»  wenn  wir  dieselben  noch  einmal  in  Bezug  auf  s  als 
noabUngige  Variable  differensiren: 

TImU  XXXII.  4 
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oder  da  nach  dem  in'  §.Il.  ffir  dtjf  göfübdenen  Ausdruck  iö  ße- 
zug  auf  die  Kugel  :.^  ; 


ist: 


312*2 sec®»*'  .  R^tgS.seeeßdz^  . 


i.';'. 


f  ■' 

und  ebenso  erhalten  wiri 

3JWksec®«.'«t'  ,         Ä»^tge.'gec^;d«» 

cPy  =:  —  — ^  =r"  sinil; °  — = — cos  tfr. 

Aus  diesen  Formeln ,  In  Verbindung  mit  den  in  §.20«  f&r  d^x 
d^  iJbgeleitAteA»: einlebt  sich  nun r     .\-    >  /    '.-..  v\t 

aw{a^udH — €Pvdhi)  = J^a a\4 » 

und  da  wir  z  als  die  unabhängige  Variable  betracDten»  also 
dN^xsiü^^ndahä^^O  zu  WetzeÄ  haben»  sro  steift  dieser  Awirarit« 
fB^''  di«"  lozödromische  Libie  auf  der  Kugel  den  Zäbtet«  dlM>lk 

Obigen  iiir  -^r  entwickelten  Bruches  dar.    Für  den  Nenner  dieses 

.■•■■*    1'  ■   .  .     .  ■    .    .  ■  .  ■■      ;•;--.     -jK'J''- 

Bruches  haben  wir  nach  den  in  §.  20.  filr  Ä,  Y,  Z  aufgestellisii 
AtisdHIcken':  -  ■:.:'..  ,vnijj,r 

ff.:  '         ■  ■  -   .  ,  f t'.     .' 

und  es  ergiebt  sidb  deinnacb  für  das  Maass  der  zweiteii.lB^irjtffi»'- 
iimi>g  d^r  loxodromisphen  Linie;  auf  der  Kugel:  .:  ....1,1 

*';±-    '•  .<»  ■      Ä.tg©  ■  ■•  ••-'•^>?^'r;f 

•^-        ■•  ^^Ä«.sece«-.ta*-  -^    ■    '•■■^^•^•*^^*> 

.1-   ';.;•■•;..  ■:■  :       "■  v;/     t>o    ijij; 

Qil  «lies^c  Abdruck  sowohl  f&r.  9  c=  0  als  auch  ffir  Ö  cs9Q|^^  V4IAT! 
sekjwip4vt»  so  erhellt^  dass  die  Carve,  in  diesen;  betdefi  'fi'diW 
eine  ebene  wird,  was  auch  an  sich  klar  ist,  denn  im  erntSfi^jFsUOt 
föllt  die  loxodromiscbe  Linie  mit  dem  Meridiane  und  im  zweiten 
mit  einem  Paralieikreise  zusammen.  Ffir  jeden  anderen  Werth 
von  O  wird  der  gefundene  Ausdruck  offenbar  um  so  grosso^»  Jö- 
grosser  w  wird,  und  es  nimmr  daher  die  zweite  Erfimmaog  ^dcn^- 
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lezodromsdieitXifiie.  voi»  dMi  Aequator  naeh  den  Polen  hin  in. 
Fir  «9  74^  erfüllten  wirf  : 

'     .      /.       M    'sTu©.cos6f      sinöe 

und  Ür-b  =  JZ  würde 

<i^  1      cotgO 

ds^R.ige~     R 

werden^  welcbein  Werthe  sich  also  dass  Maass  der  zweiten  Krilm- 
mang  naqh  den  Polen  hin  ohne  Ende  nähert. 

§.22. 

:  Wit  haben  §.  J5.  gesehen,  dass  die  Tangenten  der  loxodro* 
mischen  Linie  alle  aaf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen,  nnd  es 
lässt  sich  nachweisen«,  dass  dasselbe  auch  für  die  graden  Durch* 
Schnittslinien  der  einander  unendlich  nahe  liegenden  Normalebe- 
iMt^TBt^Ufindet.  'Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  die  Fläche,  welche 
dffrdii:e|ne  sich  im  Räume  auf  beliebige  Weise  bewegende  grade 
Linie  t (erzeugt  wird»  im  Allgemeinen  nicht  eine  abwickelbare. ist,, 
son^tna'  dass  dieses  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  immer,  swefc 
einandfv..  unendlich,  nahe  liegende  Erzeugnngslinien  sich  treffen» 
odfir  wenp  es  für  alle  graden  Erzeugungslinien  eine  Umhüllnngs- 
Iin|f(:.|^abt9  welch^  sie  nach  einander  in  verschiedenen  Punkten 
berühren.  Dass  eine  sich  auf  beliebige  Weise  im  Räume  . be- 
bewegende Linie  im  Allgemeinen  nicht  eine  solche  Umhüliungs- 
liide  hat,  lässt  sich  leicht  auf  analytischem  Wege  nachweisen. 

Werden  nämlich  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Linie  dar- 
gesieUt  durch 

(«)         '     fiix,  y,  2,  «)  =0,    ^(d?,  y,  «,  «)=0, 

« 

Woi^  ^i  y»  z  die  veränderlichen  Coordinaten  und  a  einen  will* 
kfiifidiea  Parameter  bezeichnet,  dessen  stetige  Verändemng  die 
sd^eo  Veränderungen  bestimmt,  welche  die  Linie  in  ihrer  Form 
«id  Lage  erfahren  kann:  so  werden  die  Gleichungen  der  Um« 
Uttnogslinie  zwischen  a,  y,  s,  wenn  sie  existirt,  durch  die  Eli- 
minafion  von  a  zwischen  den  beiden  vorhergehenden  Gleichangen 
und  ihren  Ableitungen  in  Beziehung  auf  «,  nämlich 
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gegeben.  Man  hat  aber  auf  diese  Weise  mehr  Gieidnmges»  als 
aar  Bestimmung  der  beiden  Gleichungen  der  UmhfiÜQDgsIlDte  sr^ 
forderlich  sind,  wenn  nicht  zwei^von  den  drei  Gieichangeo»  die 
sich  durch  die  Elimination  von  o  aus  den  vier  Gleichungen  («) 
und  (tif)  ergeben»  identisch  werden,  und  es  wird  daher  nur  in 
diesem  Falle  der  gegebenen  Linie  eine  UmhüllunJ^slinie  sukoflünta« 

Ffir  die  Normalebene  in  einem  Punkte    (ti»  v»  to)  hat  man 
nun  nach  §.  11.  die  Gleichung: 

und  fflr  die  Durchschnittslinie  der  beiden  einander  unendlieb  naiie 
liegenden  Normalebenen  in  den  Punkten 

(u,  V,  w)  und  (u-t-dUf  v-t-dv,  w-^^dw) 

hat  man  ausser  dieser  Gleichung  (b)  noch  die  nach  f.  II«  sieh 
durch  Differenzirung  daraus  ergebende  Gleichung  t 

Als  den  vorhin  mit  a  bezeichneten  Parameter  können  wfar  hier 
die  unabhSngige  Variable  betrachten,  wovon,  wie  sehen  Mber 
erwähnt  ist»  ii,  e«  lo  als  Functionen  anzusehen  sind,  und  da  die 
Crieichnng  (b')  aus  der  Gleichung  (6)  bereits  durch  eine  Dffereü* 
zirung  nach  dieser  unabhängigen  Veränderlichen  abgeleitet  ttt; 
so  kdmmt  durch  eine .  Differenzirung  der  beiden  Gleiehmigen  (i) 
nnd  (b')  nach  a  nur  noch  eine  Gleichung  hinzu,  nämlich  die  Gtel« 
chung: 

(^— tt)d'fe+(iy  -r)<Po+(a:— w)d'to— 3(di« .  d^u+dv .  dh+dw .  dhD)sifk 

Wir  kommen  also  ffir  die  Durchschnittslinien  der  auf  einander 
folgenden  P^ormalebenen  allerdings  auf  den  Ausnahmefall  der 
Existenz  einer  Umhfillungslinie,  und  die  Fläche,  welche  doreh 
die  Aufeinanderfolge  jener  Durchschnittsiinien  erzeugt  wird,  ist 
demnach  eine  abwickelbare,  welche  diese  Umhfillungslinie  mir 
sogenannten  Rfickkehrkannte  oder  Wendungscnrve  hat.  Die  dei* 
chung  dieser  Fläche  erhält  man  offenbar,  wenn  man  aus  den  Glei- 
chungen (b)  und  (b')  vermittelst  der  Gleichungen  der  gegebenen 
Curve  und  ihrer  Ableitungen  die  Gr5ssen  u,  9,  w  nnd  ihre  Diffa» 
rentiale  eliroinirt 

§.  23. 
Ffir  die  lozodromische  Linie  auf  der  Kugel  hätten  wir  des 
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Bfwttbes»  da«i  die  Darcb^choittaiinieo  der  aof  «iDander  folgeo- 
dan  NormalebeBeB  alle  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen, 
aidit  bedurft;  denn  dafür  diese  die  Normalebenen  durch  denMit- 
teipnokt  der  Kugel  gehen,  was  überhaupt  för  alle  auf  der  Kugel- 
ttche  li^pende  doppelt  gekrümmte  Curven  gilt,  ao  erbellt  von 
«dbat»  daas  für  diese  die  Fläche,  welche  die  Durchachnittslinie 
zweier  auf  einander  folgenden  Normalebenen  zur  firzeugungslinie 
hat,  eine  abwickelbarci  nämlich  eine  K^elfläche  ist,  deren  Spitze 
hn  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt  Was  die  Gleichung  dieser  Fläche 
betrifft,  80  haben  wir  nach  §•  17.  iur  die  Normalebene  der  loxodro- 
mischen  Linie  In  einem  Punkte  (ti,  v,  ir),  dessen  geographische 
Breite  und  Länge  respective  q>  und  ^  sind,  die  Gleichung: 

16) 

z.sec^.cos^  -|-  y(tg  S  ^  tg^.sin  9)  — a?(tg  6.  tg^  -|-  sin^) =0. 

Für  die  Gleichung  (6')  erhalten  wir  nach  den  in  §.20.  für  d^x» 
d^  und  ds  gefundenen  Formeln  in  Bezug  auf  unsere  Cunre  die 
Crleichong: 

(«— i«)cos^+(y— ü)sin^+ Vß*— w*=sO; 
4ji^  S{1^  der  Punkt  (11,  0,  u>)  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  liegt, 

'«sbJ2.ces^.cos9,  essJK.sin^.cosg»,  w^R.Blnjp; 
iiso: 

M.cos^-f  v.aln^  =r  ß. cos 9  =  V Ä* — w*, 

uad  frir  erbalten  daher  für  die  Gleichung  (b*)  die  folgende: 

.  * 

fB)'  ar.cos^-f  y«sin^=sO, 

woraus  sldi  ergiebt: 


tg^=-.-,    sec»  =  db^    y^^- 

«  ■  ■ 

IM  nun  fiBrnei'  nach  der  Gleichung  der  lozodromisclien  Linie,  wi 
wh  flehen  §.  15.  gesehen  haben : 

«09=^- -^,     cos9  =  --j- -^ 
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bt:  «o  eirhalten  wif»' wenn  wir  diM^  W^rth«  ton  tg^v  Ji«^> 
fiin^  und  cos 9  in  die  Gleichung  der  Notmalebene  10>^  sobiBtitai* 
reo,  die  Gleicbung: 


»,  .       1    •  .! 


a. 


4) 


wofQr  wir  auch  schreiben  können : 


±2«  +  tg  ® V  a?«  +  2^«(e'<^^  +  e    **0)  =  O 


oder: 


Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  :m!..'>  ti:; 

setzen»  so  haben  wir  in  Bezug  auf  das  System  der  recbfwItalAt» 
gen  Coordinaten  x,  y,  z  die  Gleichung  der  abwickelbaren  FMfelk^ 
welche  dlie  grade  Durehscbnittsiine  zweier  einander  unendlich 
nahe  liegenden  Normaiebenen  zur  Erzeugungslinie  hat  Da  diese 
Fläche  in  unserem  Falle,  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben,  li^ 
wie  auch  aus  der  gefundenen  Gleichung  derselben  hervorgeht, 
eine  Kegelfläche  ist,  deren  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kagel 
liegt,  so  reducirt  ^icb. hier  die  Um^gllungslinie,  v^>jk  det  m^^  o\^ 
gehandelt,  auf  einen  Punkt,  nämlich  auf  den  lätittelpunkt  äer 
Kugel.  ^  /-. 

Der  für  die  Fläche  gefundenen  Gleichung  24)  kai)pefi.,$rir^pdi 
eine  andere  Form  geben,  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Üoor- 
dinaten  x,  y,  z  wieder  Polarcoordinaten  einführen.  Bezeichnen 
wir  den  Radius  Vector  vohi  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  mit  r, 
den  Winkel,  um  welchen  derselbe  gegen  die  Ebene  der  xy  oder 
gegen  die  Ebene  des  Aeqnators  geneigt  isti,  d.^ii.  die  f^ograpU« 
sphe  Breite,  wieder  mit  9,  und  führen  'wir  statt  unliefer ürUMira 
Länge  fff  einen  Winkel  1//'  ein,  der  um  einen  Quadranten  von  der- 
selben verschieden  ist,  setzen  wir  nämlich: 


r.  -    / 


dann  wird  6SeMar:      '    • 


^;?^^=:tev. 


•  ■ 

•.:v7 

• 

j'fr!  • 

• 

»"  f 

.'-»1?» 

• 

■  t 
>  • 

}  1  .«1 

und  ivir  bekomtnen  fik  die  Keg«lflädie,  auf  welphei  alle  Dore^ 
sehnlUalioien    der  auf  einander  fettenden  Normivl^b^en 
statt  der  Gleichung  24)  die  Gleicliung: 


4») 


'«    *'=    .-iv 


ts9   }tL       ^JtL       .    • 


D^ 'DwdbsehQitt  dieser  FIfielie  mit  dar  Oberfläclie .  deir  K^igel 
isl  Malier  nicbt  die  loixodroroiacbe  Linie  selbst »  wie  mao  es  w<AI 
in^ebtbjicherh  der  Creometrie  (vgl.  B^epdes,  Lehrbupli  der 
bilh/trea  Geanelrie»  Tb. II.»  §.373^). angegeben  findfit^  ^^^R 
die; 'gefundene  Gleidiung  ist  dio  einer  anderen«,  oder  w^gen  dfu|^ 
ds|p|Ni|l^a  .  V-or^icbens  ^vielmehr  ■  zweier  zu  beiden  l^ei^n  des 
Aeqo^tprs  symmetrisch  liegender  Curven.  %nt  der  .pberfl{|c^§  jdi^c 
Kugel»  nämlich  von  zwei  sphärischen  Kettenlinien  mit. dein  Kfir4<* 
meter  9,  deren  Scheitel  auf  dem  durch  den  Anfangspunkt  der  ^' 
gelegten  Meridian  liegen.  Von  dieser  sogeniftnuten  sphärischen 
KettepUnie^  welche  in  Besang  auf  die  Kugel  ganzjübniiche  Eigen- 
i^f^JIH^Utenbesitat»  wie  die  ebe^e  Kettenlinie  in  Bej^ug^ant  die  Ebjepe^ 
bat  schon  Gudermann  gezeigt»  dass  sie  mit  de^  Ipxodroniijicb'ei; 
Linie  In  einem  besonderen  Zusammenhange  steht  (vgl.  (!!r eile's 
Jonrnal  für  Mathematik,  Bd. XI.»  S.395;)4  dieser  von  Gu- 
delrmann  aufj^stellte  Zusamünenhang  wSrde  sieb  äbch  äui^  ifeib, 
was  wir  in  diesem  Paragraphen  ermittelt  haben»  leicht  nachwei* 
sen  lassen. .         • 


§•24.  ,.  : 

Wir  haben  §.11.  gesehen»  dass  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Durchschnittspunkt  zweier  auf  einander  folgender  Normali* 
ebenen  und  der  entspreehendep  Krfimmungsebene  ist  Wenn  wir 
daher  die  Coordinaten  dieses  Punktbs  mit  ^t/jf»  x  bezeichnen» 
so  haben  wir  zur  BestimpHiBg  derselben  ausser  den  l>eiden  Glei- 
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•  

eüiingeii  16)  und  S3)  de«  vorfgea  Paragraphen  nodi  die  GMclmg 
der  KrilnunnngaebeDe^  weiche  nach  {..18.  die  Form  hat: 

26)  tg6(z— J2.«in9)=:coa9(y.co«^— x.ain^). 

Wir  erhalten  daher  die  beiden  Gleichungen  der  Linie»  auf  wel« 
eher  alle  Krfimmnngsmittelpnnkte  liegen»  wenn  wir  aus  diesen 
drei  Gleichungen  vermittelst  der  Gleichung  der  loxodromischen 
Linie  die  beiden  Grossen  <p  und  ip  eliminiren.  Die  eine  dieser 
beiden  Gleichungen  wird  offenbar  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundene Gleichung  24)  oder  26)  sein»  und  es  liegt  daher  die 
Cnrve»  welche  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  bildet»  auf 
der  Kegelfläche»  welche  die  grade  Dnrchsehnittslinie  sweier  ein« 
ander  unendlich  nahe  liegenden  Normalebenen  sur  firseugungs- 
linie  hat 

Wenden  wir  daher  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x, 
jf»  t  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  eingeßlhrten  Polarcoor^ 
dinaten  r»  9  und  ^'  an»  so  werden  wir  fiir  die  Bestimmung  der 
Linie»  auf  welcher  alle  KrSmmungsmittelpunkte  liegen»  ausser  der 
Gleichung  25)  nur  noch  eine  Relation  aufsustellen  haben»  welche 
die  Abhängigkeit  des  Radius  Tector  r  von  q>  oder  ^  ausdrfli^ 
Für  die  Coordinaten  x,  g,  x  des  Krümmungsmittelpunktes  inBe- 
sug  auf  einen  Punkt  (u,  e»  w)  haben  wir»  wenn  wir»  wie  wir  0ehoa 
in  {.20.  gethan  haben»  die  Winkel»  welche  der  KrfimmungsluiJb» 
messer  q  mit  den  Aien  der  a,  y»  x  bildet»  respective  mit  i»  fi»  p 
beseichnen: 

^•>-«ti=^.cosi»   y— 9  =  ^.cosfft»  z— fo  =  ^.cosy;. 

und  wir  erhalten»  wenn  wir  für  9»  cosA»  cosf»  und  cos  y  die  in 
{.  19.  und  (.  20.  unter  den  Formeln  10)  und  20)  dafilr  gefundenen 
Werthe  einfiShren: 

12*sec  0*wV  R^'^u^  r  a 

x-^uss      — jB,gec»>— tp* — «in  ©•sini^—V /{•—«>■.  cos  ^, 

y  — e  = jy,sec»>— »1« — s»nö.cos^-VÄ«— ie«.8ioif^»' 

s— tD  = 5= ^Sä rcos©; 

i«".sec©*— tir 


da  aller 


U  =s  J2,C0S9.G0S^=:  y  ÜZ^  —  fO^^COS^S 

esJS.cos^.sin^ssVJP— w^.sin^  I 


iil;  «•  «rfltfbeli  0idb  IMbnMi  dHe  CHelelHuige»; 

Wir  erbalton  daher,  da 

«•  +  »■  +  »•  =  »* 
BQ  selieD  ist: 

md  yergläichen  wir  diesen  Werth  vod  r*  mit  dem  voter  27)  ge- 
fimdeneo  Wertbe  vob  s»  so  bekommen  wir  die  Gleichung: 

98)  f*=«.fD. 

VenaSge  der  Gleichnog  der  lozodromiecbeo  Linie  i«t  non: 

w«eÄ.eiin»  =  «.— -^ 5-» 

«Dd  d»  nach  der  Gleicbang  24) 

iat,  80  verwandelt  eich  die  Gleichung  28),  mit  ROckeicht  darauf, 
dase  r*  nur  einen  positiven  Werth  haben  kann,  in  die  folgende: 

»*=V**-tg©«.(««+y«), 
und  es  ergleM  ildbWUmr,  da  nach  de»  hn  verigeu  Paiagraphan 


also 
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■wischen  den  rechtwiniriigMl  nilAd«»  «jiiTfl^jifftMi^BaMur^Co^ 
dinaten  aufgestellten  Relationen 

ist»  als  zweite  Gleichung  der  l(il||ie^.fiif  welcher  alle  Krfinimnnga- 


v:  \« 


mittelpunlcte  liegeb:    •  -»-.  ./-.    'i 

29)  r  =  RVsmqi^*^ ««  9^  cos  9>,      \ 


wofSr  wir  auch  schreiben  können: 

29«)  r  =  ß.cos9>Vtg9>^tgea 

oder 


t»;  ■  •    ■'■!>     *'*■ 


29»)  .  r  =  Ä.S9c©Vsipg)«— sio  ö«. 

Diese  Gleichungen  29)  tiätteni^lf  elbracher  aus  der  Gleichung 
26)  mit  Hülfe  der  Gleichungen  16).  vip^i  ^\  herleiten  kOnnen«  aber 

wir  haben  die  obige  Ableitung^  ^<^Q^?(^^,t  ^^''  ^^'  ^"^  diese 
Weise  zugleich  die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  des  ErGmmungs- 
Itafitelpunktisit  ton  d^n  Grossen  Wiii/d<^lri:>debFoniieldiL:27)  darw 
gestellt  hMim:  '  Aus ' dieseii  g€fht  iüA «4ierVotv Mr^i ' schon  '$m- sidi 
ersichtlich  ist,  dass  filr  6  =  0^  .d.h.  wenn  die  loxodromiscfie 
Linie  in  einen  Meridian  libergelit»  der  Ort  der  Krümmungsmit&lT 
punkte  ditth  auf  den  MittelptiiiktMdec  Kegel,  «nd  ßir  »^90^^  d.b; 
wenn  die  loxod römische  Linie  ein  Parallelkreis  des  Aequators 
wird,  auf  den  Mittetpunl^t .dieses  Parallelkreises  reducirt;  in  diesem 
letzteren  Falle  liefern  nämlich  di4  Foirmeln  27)  die  Werthe: 

In  jedem  anderen  Falle  wird  der  Ort  d^r  Rrü'nimungsniittelpünkto' 
ausgedrOckt  durch  die  beiden  Gleichungen  25)  und  29), 

Aus  den  Gleichs^^nr,  2$)^)  und  29^)^  ist  erltichtlich,  dass  der 
numerische  Werth  von  g>  nicht  kleiner  sein  darf  als  der  von  S, 
wenn  r  einen  reellen  Werth  erhalten  soll;  und  in  der  T hat  bat 
auch,  wie  aus  <^r  Gle^cbung  20.  hervorgeht,  für  alle  Punkte  der 
Linie,  welche  dÄo  Ort  der  Ü[rummung§niü^elpunkte  bildet,  ip  einen 
Werth,  der  numeris A 'nFdit^kleiner  ist  als  der  von  9,  denn  der 
in  der  erw^ntea  Gleichung  vorkommende  Ausdruck 

eH^  +  e    ^*® 

bekommt,  wie  aus  tfejir  fil^m'entfti''4e>  Analysis  bekannt  ist,  filr 
JeM|i/ffiKiiA  veof#V  eb*e».W«rttti  vftlcfiMijiMiükldMrfriN'llte 


%.     ».n* 


aü^  am' BtapMd  \imä  mr^def'ä^u^^.  S9 


di^i'tffo'KdltinriiidgÄntitelpuiikte  U^giMi«  «K  d^f  Eb^ift  des  Aieqiiä* 
tmto*ekieii<'WittluA/'deif' nicht  kleiner'  wird  ai9>'#»  wiMi''v?il^  Miisli 
^iiä*  daratts  Viftiki  ^BMüeniien  k5mie»,  da«i  die  DorchlHlinfitt^ 
linie  der  Kegeliftche,':anf  welcher  jede  Linie  sloh^beBndetf^iuil 
der  Oberfläche  ^er  Kugel  eine  ispärigcbe  Kettenlinie  mit  dem  Pa- 
rameter ß  ist;  denn  der  Scheitel  einer  solchen  Linie»  d.  h^  der 
Punkt  derselbehr  welcher  der  Ebene  der*asy .  am  nächsten  kuoMut, 
hat  von  dieser  Ebene  die  sphärische  Entfernung  6. 

•  <lnan  vergieße  iwieder  !die  'Abhandlung   von  Ciadermap ^ 
fn  CrelJe'a  J[ournal,  Bd.XI.»..S.3(ML)  ''  ,     " 

,..         .  !■        •'  •■:  •  .-  ■  •  ■      •  ■  •     '  *.,fl'- 

0.  25. 

Da  bei  einer  ebenen  Curve  ^\<^  au  d^f^  verschiedenen  Punkten 
der  Curve  gehörigen  Krümmungshalbmesser  alle  in  der  Ebene 
dür  Cnrve -Hegen,  so  schneiden -sie  sich  niuch  einabder^  undblldeB 
durch  ihre  Durchschnittspunkte  eine  Curve»  an  welcher  sie  'all^ 
Tangenten  sind^  und  welche  daher  die  Umhullungslinie  der  v^r« 
schiedenen  ErHminungshalbmesser  ist.  Diese  Curve  hat  ^oron- 
bar  die  El^sn^hafty  dass»  wepn  man  um  dieselbe  einen  Fäden 
gelegt  denkt»  dessen  einer  Endpunkt ,  während  der  Faden  gespannt 
teti''aifl'|dllien  Punkt  der  gegebenen  Cvrve  ßillt»  durch  diesefi 
Pankt-;'^irenn  der  Faden  unter  fortwährender  Spabnung  vöii  dev 
GwrVI»  abgewickelt  wird,  die  nrsprfingliche  Curve  beschrieben  wird« 
Däh^r  tieniit /man  much- diese  Curve  die  Evolute  der  gegebenen 
md  «H^gegelieneCiirve  in  Beziehung  auf  dieselbe  umgekehrt  Hwd 
EvolventeV  '•     ''  *        »;     =  .j--      ..  •    :; .-.  .;  .  .r,    -üt 

Da  bei  den  ebenen  Cnrveir  der  'Krümmungsmittelpunkt  durch 
den  Durchschnitt  zweier  auf  einatSder  folgender  Krümmungshalb- 
messer bestimmt  wird,  ^o  föllt  nach  dem  Dargelegten  bei  ihnen 
die  Evolute  offenbar  mit  dem.geometrisehen  Qrte  der  Krümmungs- 
oiittelpunkte  zusammenl  Dies  Ist  aber  bei  den  Curven  doppelter 
Krümmung  nicht  mehr  der -Fall  ;b^^. ihnen  giebt  es  überhaupt  fär 
das  System  der  KrütiHnvngshiilbmes^ier  kefne  Umhüllungslinie, 
ttnd  es  v^ird  daher  hier  die  Linie,  w^Ich.^  4®n  geometrischen  Ort 
df^i;' K(itii&nimi^mittbli)ii^  bildet,  aü^h  keinfe  Evlilttte 'flä*  j^e^ 
ben^n  Cifr^e  Sein.  '  ''''   '  '"■  "■^'    •' =  ^ '    '^  •^'-  ^'••"  -  -'  ^'''    '''  '^ 

:■■•■••■        ..    •  .     .    -    ■         *    .     ■■.-  w      1  ■ . 

•      -  ...  ...      ..■  .-•      #*■ 

Dass,  wenn  die  Curve  keine  ebene  ist,  die  Krümmungshalb« 

tfies^  diM«elben  kmne  .Umbüllungslinie  häb^,  k^tmetf'wlMnil 

Hülfe  des  In  $.22.  über   die  Bestimmung    der  Umhüllungsliiueo 

CMsaifMWeh^^MKvBlsenJ  \^i..:;(/f '.    ^;:i;  /;;:-.-  --«ri  .mf4 
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Die  Richtang  das  KrilmmiiDgshalbaieMeni  wird  offenbar  dardi 
den  DnrelMchDltt  der  Krfimmangsebene  and  der  Nermalebeiie  |ia» 
etunin^  and  es  sind  daher  die  Gleichungen  der  Linien  auf  welcher 
sich  der  Krümmungshalbmesser  q  tat  einen  Punkt  (tf,  e,  w)  be- 
findel^  die  schon  frOher  aufgestellten  Gleichungen: 

(a)  Jf(a:— i«)+F(y— e)  +  Z(z-fr)  =  0, 

(b)  (a:— ii)clii+(y— e)de  +  (*— «•)ifco=sa 

Um  daher  die  Gleichungen  der  Umhüllungscnrve  der  graden 
Linien  g,  wenn  sie  existirt»  zu  erhalten»  muss  man  mit  diesen  Glei- 
chungen Ihre  Ableitungen  in  Beziehung  auf  eine  unabhängige  Ver* 
inderliche,  von  welcher  ti,  e»  10  als  Functionen  betrachtet  werden, 
verbinden.  Auf  diese  Weise  erhält  man,  da  nach  §.  10.  die  Glei- 
chung 

(aO  Ädu+Tdv  +  Zdw^O 

stattfindet,  fSr  die  in  Rede  stehende  UmhaUungscurre  noch  die 
beiden  Gleichungen: 

(bO        (a:— ti)rfHi+(y— e)iPe+(«— w)iAo— rfi»=sa 

Aus  den  vier  Gleichungen  (a),  (b),  (aiO  und  (b')  ergiebt  sieh 
durch  Elimination  der  Binome  a>-*tf,  y — e,  z— to  eine  Bedingungs* 
glelchnng,  weicher  die  Coordlnaten  u,  v,  w  und  Ihre  Differentiaie 
genfigen  mflssen,  damit  die  graden  Linien  q  eine  Cmhflilungs* 
linie  haben  klinnen.  Die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (bO  geben  für 
die  drei  Binome  die  schon  in  §.  11.  gefundenen  Werthe: 

_  dsHZdu--Xdw) 

d^Xdo  —  Fdu) . 
t—W-   jKt+F«+Z»  • 

und»  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (SiO  substitulrf; 
so  erhält  man  mit  Rficksicht  auf  die  in  (.  2L  ffir  JT,  F,  Z;  dX, 
dVp  dZ  aufgestellten  Formeln  die  Gleichung: 

im(dßndH—dHd^u)i^d(9(d^wdhi'~dhtdho)-t^(dH^ 

Wenn  aber  diese  Gletchnng  stattfindet,  se  eriäOt  der  In  f.  SL  ttr 
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2:  gttTiiiidtBe  Ansdrack  d0Q  Werth  Null»  d.h.  es  veradiwindet 

di«  tWeil»  Krfimniiiiig  der  Cvrve»  oder  die  Cnrre  ist  eine  ebelie^ 
und  «8  ist  damit  naciigewiesen,  dass  fllr  eine  Curve  doppelteir 
KrfinuBfUng  die  aof  dnander  feigenden  Krfimminigshalbniesser  keine 
ümbMhmgsnnie  fialMBn»  deren  Tangenten  sie  alle  sind»  dasis  also- 
für  eihe  stiebe  der  geonetriscbe  Ort  der  KrOmmongsniittelpnnkte 
keine  Eveiote  der  gegisbenen  Cnrve  ist. 


§.26. 

Daraus»  dass  die  Linie  der  KrOmnuingsniittelpiinkte  keine 
EFoInte  mehr  ist»  wenn  die  gegebene  Curve  keine  eliene  ist»  dsrf 
man  jedoch  nicht  schliessen,  dass  die  Linien  von  doppelter  Krflm« 
mung  keine  EToluten  halben  können»  sondern  es  kAnmen  densellien 
sogar,  «rie  Monge  zuerst  gezeigt  hat»  unendlich  viele  Evoluteii 
zu.  Om  uns  dies  deutlich  zu  machen»  mOssen  wir  uns  einer  geo- 
metrischen Construction  bedienen. 

Es  seien  (Taf.L  Fig. 2)  K,  K',  K",....  die  Mitten  der  ver- 
schiedenen utiter  sich  als  gleich  angenommenen  Elemente  der 
Curve  miM'M",.*.,  femer  seien  P»  P'»  l^»....  die  durch  diese 
Mitten  gelegten  Normalebenen»  welche  sich  zu  zweien  in  den 
Geraden  AB^  A'B',....  schneiden»  so  dass  diese  Geraden  in 
ihrer  Aafsinanderfolge  eine  abwickelbare  Fläche  .  bilden»  welche 
alle  Ebenen  P  umhOllt.  Zieht  man  dann  in  der  ersten  Norfnal- 
eimie  P  eine  Gerade  KD  l>eliebig»  welche  stets  normal  auf  dl^ 
gegebetoen  Curve  sein  wird;  sieht  man  femer  durch  den  Durch* 
sebnittspnnkt  D  dieser  Geraden  mit  der  Linie  AB  und  durch  den 
Punkt  K*  eine  andere  Gerade  K'DD\  welche  in  der  zweiten. 
Normalebene  P  liegen  wird,  und  hierauf  auf  dieselbe  Weise  eine 
dritte  Gerade  K'DD'',  die  in  die  Ebene  P'  föllt»  und  so  for^ 
so  erhält  man  durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitte 
dieser  in  den  verschiedenen  Normalebenen  liegenden  Linien  eine 
Corvo  l>Z>'/>*..*.»  an  welcher  eben  diese  Linien  Tangenten  sind, 
und  man  wfirde  daher  durch  Abwickelung  eines  um  DWDf  ...• 
geschlungenen  Fadens  die  Linie  MM'M" ....  beschreiben  können» 
wenn  die  Theile  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten  an 
D&Df.*.*  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  bis 
zur  Cnrve  MMM" .....  z.  B.  die  Stficke  DK  und  DK.  einander 
gleich  wären»  oder  wenn  die  Punkte  D»  />'»  2>^»  ••..  von  je  drei 
auf  einander  folgenden  Punkten  der  Curve  MMM" ....  gleich  weit 
entfernt  wären.  Dass  dies  aber^  der  Fall  ist»  ergiebt  sich  leicht 
Dass  %.  B.  der  Punkt  D  von  den  Punkten  M.  JT»  M''  gleich  weil 
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flntr«rnt  ist,  folgt  darans,  doss  die  Gerade  AB  als  der  Durchschnitt- 
d^'liöideti  Ebenen  P  nnd  f,  welche  seRkrecht  aiifde»  MCtta» 
der  ,gleWben  Elemente  JÜtlS'  und  StiU?-  stehen,  .in  sUeii  ihren 
PaQfct*fi  gleich  writ  vor  Jlf,  Jtf',  itf  eatferat  ist,  weshalb  sie  «neb 
die  PoUiiiie  .des  ganzen  Bogen«  MlWSt"  heisst  MaB  wiid  .«Iso' 
aU^^ding*  die  Linie  MM'M^,.,.  pbenso  dan;h  ^ie  AlwÄdcelnng 
derCurve/>/>'Zy....  eraaugen.kfinneu,  wie  man  eine. ebene  Curve 
durch  die  Abwickelung  ihrqr  Crolute  erseagen  kaim,  atfd^  wird 
daher  die  Curve />Z>'2>'....  als  eine  Evolute  der  gegebenen  Carre 
JfJVJlf"....  zu  betrachten  sein. 

Da  aber  die  erste  Normale  KD  ganz  wilUEürlich  in  der  Ebene 
^'geiog^^'inirde,  so  erhsit  manf,'  wenti  man  die  RIchtnA^'  dieser 
normdle'  Sfldert,  unendlich  Viel«  Ev<dnteh  -der  gegebenen  ^ßlrve,' 
dle'al^  'TR  'Set  abwicltelbar^  FISche  Itegea,  welche  die  Dartb-' 
sdndttsllnte  nretef  abf  einander  folgenden  NotmaleKe^en  knr  Br- 
zengtangelinie  hat,  welche  FlSche  mau  daher  anch  Wohl'  die  Pol-> 
fll«he ''n^nnt.  lEs  haben  alle  diese  Evohiten,  ebenso'  Wie  eb  Rlr 
die  Evoluten  der  ebenen  Gurren  der  Fall  ist,  offenbar  A\v  Eigen- 
«i;^ft^  d^s  ihre ,  Tangenten  die  Tangenten,  der  gegebenen  ^Curve 
in,den  «ntaprechende»  Punkten  lechtwinklig  dondischneident 


.Was  die  Gleichungen  dieser  Evolnten  betrifft,  so  hat  mni 
s^  Bestimmung  derselben  ausser  der  B«dingun^  das«  jede  E>to- 
Inte  auf  der  Polßäche  liegt,  dlejen^e,  dass  der  vpu  einem  Pookt^ 
ix,  y,  i)  der  Evolute  nach  dem  entsprechenden  Punkte  (u^  e,  ^ 
der  gegebenen  Curve  gezogene  Itadius  die  Evointe  berührt,  wekn^^ 
Bedingung.  ausgedrGcbt  wird  durch  das  System  Aei  htäiaa  yl^' 
^opigeB:  '".V 


Da  nr  die  ItOodromieehe  Linie  auf  der  Kugel  n«ch  den  frtter«ti 


•  i; 


i**S  '•'  ' 


6     'f« 

ist»  so  erhalten  wir  filr  'die  (Eir'okiten  dieser  Curve  In  Bezag  auf 
das  rechtwinklige  CoordlD^tensyj^ten^  der  a:yx  ausser  der  In  $.  23. 
gefiindenen  Gleichung  ^ei^PoÜlädhS''^)  die  h^läeU''gfelitAzMf>g«&^ 
Differentialgleichung^q.;,^^ 

*      \it     ^  *  ^  ""'"''  ' '  '     '' ^ 
a:]feW  +  «""  ««§) — 2  JB .  cos  t(; 


■••  ■  r»'».  :i' 


■'"Sfy 


weleh^MkildSn  6M^i^genr>telr  «be^'aufTEfbQ  D^flh^ntielgNWhung 
mit  nur  zwei  -verändetiicBen  GHisSea.  ireducifen  laiMeii.  AKlitipli« 
ehren  wir  nämlich  die  erste' der  beiden  Gleichungen  iiiit''!!f^)^  die 
^iW^;c»Ä^;fy^«P^^WtW^WF»  .4^  iwch  der  ^r,a^f..5^^ll^  ^ 

«.,  o?  ^cos  f  ?|-  j|U  sin  ip  =1 0 


.^ 


i 


Ist«  durch  Addition  jener  Gleichungen: 
und  wenn  wir  ,     i    .    . 


setsen»  so  dass  ^   -  '  '^' 
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wird^  80  Terwandelt  «ich  die  gefundene  Gleichnng  in  die  folgende: 

P(«^+  e'^^zizi^izli^  +  #"^f  ^  -.«(eis  -  e"Ä)l. 
wofür  wir  auch  schreiben  liSonen: 

e^4.e  ^f^ 
D«  am  Mck  d«r  €il«cjiiing  d«r  Polfläche  24) 


aleo 


.  2s.cotee 


ci^-e-I^^J:^-^-^»-^' 


U^  «o  haben  irtrt 


;^_.e~g»_     V!t«.cotg^-^{«         V,t^y.tget  : 
«55  +  e   5? 


*;• 


niid'  ee  ergiebt  eich  ans  der  gefundenen  Gleichnng  die  folgende 
nor  swei  verSnderliche  GrOecien  enthaltende  Diferenfialgleichnng: 


,=|,.T«5^^^«!, 


Setien  wir»  nm  diese  Gleichung  zu  integriren: 

«o  daee 

{=seotge.s^, 
di  dz 


'   ^    mif  dmn  BmßMd  und  mf  der  Ku§e§.  06 

wird»  «6  erbalten  wir  die  Gieichnog: 

oder : 

woraus  sich  ergiebt: 


Setzen  wir  nun  ferner: 


so  dass 


dt 

'l          *•- 

dt/"^ 

II*  • 

v^RfiVT- 

-V* 

1 

XSS—Lt 

• 

da 

l         1 

dt 

du 

:i.';.' 


wird,  so  verwandelt  sich  die  erhaltene  Gleichung  in  die  folgende  t 

0  ^ 

odei': 

•  •  •  .  .  '  •  ■ 


rft=T 


jBiyäVT::^ 


uiid  wenn  wir  endlich; 

:     t  •■-. 


.*» 


1}  =  Sin  (0 

setzen»  so  dass 

,1   .    •  /   _•  .    »•■-..     .    •    .•■..• 

c2«  ?B  cos  okI(o 

'  . .  - »    ■  ,  ■   ...   .  '  •  ■ .  , .-. 

wird,  so  erhalten  wir  aus  der  zuletzt  gefundenen  Gleichung: 

dn 


1.  ■ 


4=^Tj2,g|„„» 


Tlieil  XXXIL 
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und  wir  bekommen  daher  ^  fvena  tvir  ifitegriren»  "die  Gleietning: 

wenn  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet. 
Da  nach  dem  Obigen 

ist^  so  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen  GMchung: 

und  wenn  wir  für  £;  und  ri  nach  einander  wieder  die  mit  diesen 
Buchstaben  bezeichnetßn  Ausdrücke  einfuhren ,  so  erbalten  wir 
hieraus  nach  einander  die  beiden  Gleichungen: 

1      .  VT=^  . 

und 

■"■  =s  dt 1-  * 


wenn  wir   R.c=zC  setzen,  so  dass   C  wieder  eine  willkürliche 
Constante  bezeichnet 

Da  diese  Gleiohung  auch  für  C  ^=0  gtditen  muss»  so  ist  er- 
sichtlich, dass  von  den  doppelten  Vorzeichen  nur  das  Zeichen,  7;^; 
zu  nehmen  ist»  und  wir  haben  daher»  da 

ist,  für  die  Evoluten  der  loxodromischen  Linier^iif,4?rj|^^QJL.l^M|f^ 
der  Gleichung  der  Polfläche  24)  noch  die  Gleichung: 

30)  Ctg  ©  V^Hp  +  V«a-tg0«(a:2+2^2)  =  R. 

Da  die  Constante  C  einen  willkürlichen  Werth  erhalten  kann» 
so  drückt  die  Verbindung  dieser  hetdbn  Gleichungen  allerdings 
aus»  dass  es  unendlicb  irete  .Evoluten  unserer  Curve  giebt»  die 
aUe  auf  der  Kegelfläche  liegen»  welche  die  Durchschnittslinie  zweier 
auf  etaimd«r  rdgcMteoi  NennahelleBeii  zur  Eraeugungalinie' halt t.. 

Führen  wir  statt  der  rechtwinUigeu  Coordinaten  wieder  das 
System  der  Polarcoordindtenj^»  f»»  ^  ein»  wornacb 


. ..  y 
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zu  setien  ist»  so  haben  wir  für  die  Evoluten  unserer  Curve  ausser 
der  ftir  die  Polfläche  aufgestellten  Gleichung  25)  die  Gleichung: 

31)  r  = ,^  . 

C.  tg  #  cos  g>  +  V  sin  9* — tg  0« .  cos  g>« 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 
31.)  r  = ^•^°'=y      

oder : 

aixx  JB. COS  # 

6.  sin  0 .  COS  g>  +  V  sin  gp*— sin  d* 

Es  liefern  diese  drei  Formeln  31)  wieder  immer  einen  reellen 
Werth  för  r,  weil  für  alle  auf  de^  Polfffiche  liegende  Punkte  der 
numerische  Werth  von  ^>  nicht  kleiner  wird  als  der  von  6. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  für  die  Linie 
der  KrGmmungsmittelpunkte  gefundenen  Formeln  29)  geht  hervor, 
dass  der  Radius  Yector  der  Linie,  welche  den  Ort  der  KrGm- 
mungsmittelpunkte  bildet,  zu  dem  Radius  Vector  einer  bestimm- 
ten Evolute,  nämlich  derjenigen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in  den  Glekfanttgen  31)  C=:0  setzt,  in  einem  sehr  einitftehen 
VeiliURffisse  steht.  Bezeichnen  wtr  nämlich  den  Radlitd  VectW 
dieser  Etofnte  mit  ro,  den  Radhis  Vector  der  Linie,  auf  ti-eMl^ 
alle  KribnniungsmitteFpunkte  liegen,  mit  r',  so  ha%M  ^\t  f^  jed^ 
beKebigefl  Werth  von  tp\ 

aus  welcher  (Sleiebung  hervorgtefat,  dass  der  Halbmesser  der  Ku- 
gel iikini^r  die  mittlere  Pw>portionale  ist  zwischen  den  sictt  AMT 
dieselben  Riehfüliged  beaiiehendfen  Radien  Tector^n  jener  bddÜn* 
Carven. 


,  i 
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II. 

Ueber  die  Relation  zwischen  der  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte und  den  Halbmessern  zweier  Kreise,  Von 
denen  der  eine  um  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 

eck  beschrieben  ist. 

Von 

dem  Herausgeber. 


■  ■> 


.  Die  Relation  zwischen  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  i^nd; 
deyi  Halbmessern  zweier  Kreise ,  von  denen  der  eine  um  und  der/ 
andere  in  dasselbe  Dreieck  beschrieben  ist,  ist  neuerlich  in  dem. 
Archiv  wieder  mehrfach  in  lehrreicher  Weise  zur  Sprache  gjebracht 
worden.    Die  allgemeinere  Frage  nach  der  Relation  zwischen  der 
Entfernung  der  Mittelpunkte  und  den  Halbmessern  zweier  Kreise, 
von  denen  der  eine  um,  der  andere  in  ein  Vieleck  von  beliebiger 
Seitenzahl  beschrieben  ist,  haben  früher  Nicojaus  Fuss,. Steiner 
und  CG.  J.  Jacobi  zu  beantworten  gesucht.    Die  Analyse  von 
Fuss  scheint  nicht  allgemein  genug  zu  sein;  Steiner  hat  nÜT: 
die  Resultate  seiner,  wenn  er  sie  ausführlich  mitgetheilt   hätte,\ 
gewiss  sehr  lehrreichen  Untersuchung  gegeben;  Jacobi  hat' das, 
Problem  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  In  Ver- 
bindung gebracht^),  wie  späterhin  auch  Chasles  in  seiner  treff* 
lichefi  Göom^trie  supörieure.    Paris.  1852.  p. 580.   Die  Ana- 
lyse von  Jacobi  ist  allgemein;  die  von  ihm  aufgestellten  Formeln 
enthalten  aber  eine  Dngenauigkeit,    indem  bei  den  Gleichungen 
auf  S.  381  a.  a.  O.  nicht  darauf  aufmerksam  gemacht  ist,  dass  auch 
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Fälle  vorkommen  können,  in  denen  man  den  Halbmesser  r  des 
umschlossenen  Kreises  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen  muss, 
wenn  man  nämlich,  wie  doch  wohl  jedenfalls  angenommen  werden 
muss,  die  eingerührten  Winkel  in  stetiger  Folge  von  0  bis  360**: 
wachsen  lässt.  Und  wenn  man  diesen  Umstand  nicht  berück- 
sichtigt»  so  kann  man,  wie  sich  dies  späterhin  zeigen  wird,  bei 
der  Anflusung  unsers  Problems  leicht  In  Fehler  verfallen.  Auch- 
liegt  das  Kriterium,  nach  welchem  man  zu  beurtheilen  hat,  ob 
der  in  R^de  stehende  Halbniesser  mit  dem  positiven  oder  nega*' 
tiv^D  Zeichen  genommen  werden  muss,  nicht  ganz  unmittelbar  afif 
derHand>  und  erfordert  eine  eingehendere  Discussiou.  Eine  oeM^ 
Bearbeitung  d^s  in  Rede  stehenden,  mehrfach  interessanten  geo 
metrischen  Problems  scheint  daher  keineswegs  Gberflössig  zu 
sei«,  jdie  ich  deshalb  im  Folgenden  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach 
geben  werde. 

Wir  denken  uns  zwei  Kreise  und  eine  Gerade»  welche  den 
einen  dieser  beiden  Kreise  berübrtj  den  anderen  schneidet.  Den 
Mittelpunkt  des  berührten  Kreises  nehmen  wir  als  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensysteros  der  xy  an  und  legen  die  Axe 
der  X  durch  den  Mittelpunkt  des  geschnittenen  Kreises,  so  dass 
wir  also  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  durch 
a,0  bezeichnen  können.  Die  polaren  Coordinaten  des  BerSh» 
ruDgspunkts  der  Geraden  mit  dem  um  den  Anfang  der  Coordi- 
naten beschriebenen  Kreise,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  be* 
zeichnen  wollen,  seien  9>>  r;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit  die 
Gleichung  der  Berfihreoden; 

y  — rsing)=  —  {x — rcosg))cotg). ' 

Wenn  R  den  Halbmesser  des  geschnittenen  Kreises  bezeichnet, 
80  ist  dessen  Gleichung: 

und  bezeichnen  nun  x^  y  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
der  Geraden  mit  diesem  letzteren  Kreise,  so  hat  man  zu  deren 
Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 

y — rcos^= — (or  — rcosqp)cotg>, 

welche  man  leicht  auf  die  einfachere  Form: 

a:cosg)+^singp  =  r,  (or-— a)*+3^*  =  Ä* 
bringt.  fk 
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Aus  der  ersten  Glelebufig  folgt:  !    * 

y  ;=?  r  cosec  q>  —  o^lcot  g), 

also  v«rm5ge  der  äireiten  Gleichung: 

{x — a)^  +  (r  cosec  g>  —  a:  cot  9)*=  R^, 

folglich,  wie  man  leieht  findet: 

;i;^  cosec  y^  r- 2  (a  81«  g? + r  cot  y) .  a:  cosec  g>  9=  Ä* — fl* — y*  cosee  qa*. 

Bestimmt  man  durch  Auflösung  dieser    quadratischen  Gleicb«n^ 
a^cojsecg),  demzufolge  auch  x  und  dann^  irtittelst  der  Fortn<$l 

y^r^of^ectp — a^cot<;p, 

lio  erhält  man  mit  Beziehung  der  oberen   und  unteren  Z'^icheh 
auf  einander:  -         •        . 


a:= rcos (p  +  sin 91  {/i sin^  +  V  fi* — (r —  a cos  ^)*|,    ' 

yqsrsiqf) — cosgjJasiiJ^pJ:  V^/2?*-*j(r  —  aco«g>)^. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Winkel»  welche  die  von  d^m  Mit- 
telpunkte des  geschnittenen  Kreises » .  dessen  Halbroessei*  ft  ist, 
nach  den  Purchschnittspunktep  der  Geraden  mit  die/»em  Kretfie 
^i^zogenen  Halbmesser  desselben  mit  der  Richtung  der. positiven 
X  einschliessen,  indem  wir  diesß  Winkel  von  der  Kichtung  d^r 
positiven  X  an  nach  der  Richtung  der  positiven  y  hin  voii  0  bis 
360^  zählen,  durch  00  und  «)';  so  sind  nach  der  Lehre  von'd^if 
Verwandlung  der  Coordinaten  die  primitiven  Coordtnateh  dfesisr 
beiden  Durchschnittspunkte: 

a-f  IScosoi»  Asino  und  a-f  ■ßcos.co',  /^sino'. 

Also  können  wir  nach  dem  Obigen 

a+  I2cosa>=:rcos9)  +  sin^tasin^  +  \fR^  —  (r — acos^)*j, 

Asin  o)  =  rsin  9 — cos 9? {^ sin  gp -f  V^/i^ —  (r—a cos 9)*t   ' 
und 

a  +  /iJcosw'=:rco;jg)+  slnyjasin^)— r- V^f^— (r — acosfp)% 
Äsin  cö'  =:r  sin  tp  —  cos (p (csin  q>  —  V" Ä* — (r  —  a cos <py^\ 

m 

setzen;  woraus  wir  lel^t  die  folgenden  Gleichungen  ethält^: 

(<7  +  Ä  cos  w)  cos  9)  +  /?  sin  07  sin  9= r, 
H^  (a -f /?cosG)')cosgp  ^/Lsinco'slngp^r; 


\ 

MfjAA,  wenn  man  Eiiefst  «inig^/dlmn  eosfp  äliniinirt: 

■  •'..••..■..■. 
{il(sinco  — sin(o')  +  /?sin{a)  — iö')icosg)=     r(sin  w— sin  w'), 

{«(sinoo-— sinco')  +  /?sin(a)  — oo')l  8109?  =~r  (cos  w  — cos  w'); 

■  ■       ■     •  •  ■■  •   ;  ••  '  •   /'. 

odbr,  weil   .  . 

sin  (w— 00')=      2sini(a>-^(D')cos|(a) — »'), 
sin  OD — siDfi>'=     ^B\fi\{ui—-io*)cos\{Gi-\-m')t 
cos  üD — cos  00'  =  — 2sin  i(4»  —  m') sin  \{m  +  ©') 
ist: 

f 

tacosi(o) -f  o')  ^/2cosi(ai — cf)')lcos9=:rcosU(d  +  «>')» 
la  cos  K©  +  w')  +  R  cos  4(c»  —  co')|  sin  qo  =  r sin  i((ö  +  ©')  5 
woraus 

tang  ^  =  tang  |((K>  -|-  o') 


4    < 


und 

folgt;    Auch  ist  offenbar:  '    '^ 

{(/? -f-  a)<^oSf  <o  1:0s  i«»^  4-  (i2-^o)«in40sMk  }to')oö0^=sr^o«  i(«>+  od'), 
|(ß-f  a)cosio)cos2co'  -}•  (/^  — c()sin4a)sinsa>')sina>z:rsini(a>  +  (n') 
und 

(lÄ  +  ii)i:ös  Jtö cos 400' -f  (ß—a) siD  Jw sin  jiö'}*=r*. 

,  =  MiniMl  HMiti  j^tzl  den  Mittelpankt  des  gesokniitanen  Kreises 
als  Anfang  eines  dem  primitiven  CoordinatcfisyfiAene  parallaleo'. 
Coordinatensystems  an,  so  sind  die  Coordinaten  der  Durch- 
scbniUspufikte  unserer  Geraden  mit  diesem  Kreise  in  dem  in  Rqde 
stehefiden  neued  Systeme  offenbar 

RcoscD,  jßsinoo  und  Rcosw',  Rsmco'; 

also  sind  dte  Coordhiateti  deis  Mlttef]pünktö  def  diese  Durch- 
scbnittspunkte  verbindenden  Sehne  des  geschnittenen  Kreises  ja 
demselben  System^: 

4ß(cosa) -f  coso)'),  4ß(sin  co-f  sino)')* 
kt  nun  aber  q  die  fiotfierouDg  4ev  SehM  voll  den  Blitlelpimkle 
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des  geschnittenen  Kreises,  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  einfachen 
Betrachtung,  dass  diese  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit  auch 

4:9 cos g),  ±^^^"9 

sind,  wenn  man  nur  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdem  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  einer  Seite  oder 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  liegen.  Also  ist  mit  der- 
selben Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  nach  dem  Obigen: 

9  cos  ^  ==  ±  j/2  (cos  ÖD -|- cos  G)')  , 

^sin  g)  =db8'ß  (sin  oo  -f  sin  oo') ; 
oder: 

^  cos  9 = j- 12  cos  K« — »')  cos  K»  +  »0»^ 
^sin  g)  =  J;  jß  cos  \{m  —  ooOsin  i(a)  -f  »0; 

also,  wegen  der  aus.  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

{acos|((o  +  oo')  +  RcoB  \{fa — o>0}cos9)=rcosi(o)  +  »0» 
(a  cos  \{m  -h  o>0  -f  ß  cos  \{m  —  o»0}  sin  fpzz.r  sin  «(co  -f  m% 
wie  sogleich  erhellet: 


aco84(«  +  »')  +  i2co84((»-»')=db^ßj3JTg^^ 


oder 


(R+a)cos4oicos4w'  +  (Ä— a)sin4a)sinJ(ö'=4-"T> tt ;x« 

T-/ifcosJ(tt> — «>9 

Wenn  also  die  Mittelpunkte   der   beiden  Kreise    auf  'einer 
Seite  der  Geraden  liegen,  so  ist 

(ß-f  a)cos  1^(0 cos lco'-^(A  —  a)sinj|(osini(o's=^ 1^  ^    ;  , 

und 

'     (ß+a)cosi«)cos4ö'  +  (Ä— a)sin4a)sinlia' 

ist  also  positiv  oder  negativ,  jenachdem  cos  Um  —  «>')  positiv  oder 
negativ  ist. 

Wenn  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  ent 
gegengesetzten  Seiten  der  Geraden  liegen,  so  ist 
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(fi  +  o)cos|cocos4co^4^(IZ~o)sinia}siDioi^==--^T  ,w^        .., 

und 

(ß-jho)  cosifiocosioo'-f  (12  ~a)sin  ioosin  loo' 

ist  aho  positiv  oder  negativ,  jenachdera  cos  ^(oo — »9  negativ  oder 
positiv  ist. 

Weil  nun  nacli  dem  Obigen  allgemein 

{{R  +  a)  coB\m  cos  Jon'  +  (Ä — a)  sin  \m  sin  4i»'|«c=rr« 

oder 

* 

tacosi(o)-f«oO-fA  cos  4(00 — wO)*=**» 

also 

(12 -f  a)  cos  ioD  cos  |oi>' -f  C^  —  a)  sin  s(o  sin  ia)^=  Jt  r 

oder 

acos  i(w  +  »O  +  /2cos  4(00  —  w')=i»* 

ist;  80  ergeben  sich  jetzt  die  folgenden  Regeln,  wie  man  in  diese« 
Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  hat: 

Wenn  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  einer  Seite 
der  dieselben  berührenden  und  schneidenden  Geraden  liegen,  so 
muss  man  in  den  Gleichungen 


/■  ■ 


!• 


(ß-|-a)coSfO)cos4ci]'-f-(/2 — a)sin^o>sinio)'=3j:r 

und 

acos4((o -f  coO-h^cosUa»  —  »0=db<' 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  cos  i(fir--«') 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  ver* 
sehiedenen  Seiten  der  dieselben  berührenden  und  schneidenden 
Geraden  liegen,  so  muss  man  in  den  Gleichungen 

(12 -f  a)  cos  ico  cos  9(0' -f  ( A —' ot)  s>n  l  <o  sin  4  OD' = db  V* 

und 

a  cos  i(a>  +  ©0  +  12  cos  i(»  ""  »0= J:>* 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  cos  i((o  —  a>9 
negativ  oder  positiv  ist. 
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Wir  vfolleii  nun  annehmen^  dass  ein  geschlossenes  neck, 
de^ftea  Ecke» 

sein  mugen,  um  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r,  in  den  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  R  beschrieben  sei.  LSsst  man  alle  BerSh- 
mitgepaiiiEte  auf  demN  ersteren  Kreiise  nach  dei^selbeti  Seite  bin 
um  gleiche  Bogen  fortröcken^  so  ist  ohne  Weiteres  kha#9  ^a^M 
sich-  durch  diese  neuen  Berührungspunkte  um  den  mit  dem  Halb- 
messer r  beschriebenen'Kreis  eth  dem  ersteren  neck  rfick^ichtlich 
seiner  Stuten  und  Winkel  ganz,  gleiches  neck  legepi  .(fisst,  und 
eben  so  klar  ist  es»  dass  nun  auch  dieses  neue  neck'  eben  so 
wie  das  erstere  in  den  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebetieti 
Kreis  beschrieben  sein  ^ird.  Ueberhaupt  geht  aus  dieser  ein- 
fachen Betrachtung  ganz  unzweideutig  hervor,  dass  man  sich  das 
um  und  In  die  beiden  Kreise  beschriebene  neck  Immer  so  stetig 
gedreht  depken  kann,  dass  es  fortwährend  um  den  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  r,  in  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  jß  beschrieben 
ist,  wobei  weder  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden 
Kreise  von  einander,  noch  die  Halbmesser,  derselben  die  geringste 
Veränderung  erleid^en.  Hieraus  geht  aber  ferner  ganz  unzwei- 
deati^  beffvor,  das«  die  Allgemeinheit  der  Betrai^btang»  :.r4ick- 
sichtlich  der  zwischen  den  Greisen  e,  R^  r  Statt  ftndl^idesi^.Be- 
latioJi,  welche  wir  zu  suchen  beabsichtigen,  nicht  die  geringste 
fieeintrScbtigung  erleiden  kann,  wenn  wir  uns  das  tiiii  und  In  die 
beiden  Kreise  beschriebene  neck  so  gedreht  denkett/dass  ehie 
seiner  Ecken,  etwa  die  Ecke  Aq,  in  dte  durch  die  Mitt«lpcmkte 
der  beiden  Kreise  gebende  Gerade  fällt,  und  wir  werden  demzu- 
folge fernerhin  das  neck  auch  nur  in  dieser  Lage  befrachten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  die  Richtung  der  positiven 
a  von  dem  Mittelpunkte  des  einen  oder  des  andeten  Kreises  au 
durch  den  Punkt  A^  gehen  lassen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  y  so  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  .positiven 
Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (a:y)  hindurch  zu' 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  isn  gelangen,  nach  dervilben 
Richtung  bewegen  mu9S,  nach  welcher  man  «Ich  bewegen  tmiis, 
um   von  dem  Punkte  A^  an  die  Punkte 

Aq  ,  Ai ,  A2 ,  A^ ,  A^ ,  •  •  • . 

der  Reihe  nach  zu  durchlaufen.  Die,  auf  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Weise  genommenen  Winkel,  welche  die  von  dem  Mittel- 
punkte des  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebenen  Kreises  nach 
den  Punkten 

A{)f  ^i  f  A2*  A^f,,,tAn  —  l 
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gesogeaen '  UalbmMter  4M«eft  Kreisels  mit  der  Richtung  der  ^^ 
sitiven  x  einscbliessen «  mugen  respective  durch 

OOq,    Wj,    a?2i    0)3>  ....  Wn-l 

bezeichnet  werden. 

Zuerst  'erhellet  nun  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegenden 
Falle ,  wo  da#  neck  um  den  einen ,  in  den  anderen  Kreis  be- 
schrieben ist,  der  im  Obigen  hervorgehobene  Umstand,  dass  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedenen  Seiten  einer 
der  11«  das  Vieleck  einscbliessendeq  Seiten  läge,  gar  nicht  vor- 
kommen  kann,  indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
auf -ein  er  Seite  jeder  der  n,  das  Vieleck  einsehlieasendeu'SeHen 
liegen  mCissen;,  weil  j|i  unter  d^n  gemachten  Voraussetzungen  die  Mit- 
telpunkte beider  Kreise  notbwendig  innerhalb  des  Vlel^ck^  liegen. 

'»  V%rMr  0»belleti  dasis  dl«  Winkel 

.  f    I        ■ 

unter   den    gemachten   Voraussetzungen    sämmtlich    positiv    und 
kleiner  als  180O,  also  die  Winkel 


^i(«i^^o)»  4(«0a"^<»i).  l(rt8^»Ä)»---->  K»«-!---»«^^)' 


.» 


sSmmtlich  positiv  und  kleiner  als  90^,  deren  Cosinus  also  sämmt- 
lich positiv  sind;  der  Winkel  Wo^^^n*-^  *i^^  ^^^^  negativ  und, 
absolut  genomipen,  offenbar  grosser  als  \&y^,  also  iCtno—fOH-^A) 
ui^eatiVi  und^  a^bsolut  j^enommen,  grosser  als  90^  und  kleiner  ali^ 
TäCr,  daher  der  Cosinus  dieses  Winkels  negativ.  Weil  man  nun 
naeh  dem,  Was  oben  bewiesen  worden  ist,  im.  vorliegejoden  Falle 
in  d^  Gleichung 

(/^ -f  a)  cos  |go  cos  io/ 4- C^*^  o)  sin  <^ «)  sin  l»' =2  4:r 

daa'  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem 
cossCflo  — flo')  positiv  oder  negativ  ist;  so  wird  nach  den  tt>rhlrr 
gemachten  Bemerkungen  jetzt  die  allgemeine  Gültigkeit  der  fol- 
genden bleichungen  auf  der  Stelle  erhellen: 

(Ä  -f  a)cos|cooCOS2Ci)|  +  (Ä — ei)sin4o)osin  iG)i=r, 

(Ä  +  flr)cosia)iCOSaö)4  +  (ß— a)8in4a)|  sinio)2=r, 

(Ry-  a)  COS  2 (02 COS  i (»3  +  (/2  — ö)sin4w2sin2a)3=r, 

n.  «.  w, 

(/i-  +  «)cos4ö)ii^2Cojjili>n-;i  +(/ifc  — ri)sinJa>ii-«sin4G)M,*i=?r, 

(/?|-ß)cos  ift)n-icosiö}o  "f"  (^"^  ^)sini(ö»«-x6ini«o:^ — r; 
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also  weil  anter  den  gemachten  Voraoüsetzungen  «o=^0  >^^* 

(/?-f  o) cos io)|  COS. i 0)2+ (/i^  —  a) sin leoi  sin 4092=*** 
(R-{-vi)cos\m^cos\fü^  +  (R  —  a)6inl(o^sinl$iij^^^r, 

(R  +  a)  cos  soos  cos  4004  +  (/i^— a)sin  Jot^  sin  ^(»«ar  r, 

u.  S.  Vf. 

(R  -f  a) cos  «0)11-2  cos  <o)n~i  +  (R  —  o)  sin  }o)n-2  sin ioii.issr» 

(R  +  a)C0Bl€9n^l  =: 


Man  sieht  hieraas,  wie  nothwendig  es  ist,  weon  man  Fehlem 
und  Irrthumern  nicht  ausgesetzt  sein  will,  ein  bestimmtes  Kriterinm 
zu  haben,  nach  welchem  man  beurtheilen  kann,  ob  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung 

(/2-f  a)cos20)cos4^o)'  -f  (A'~o)sin{o)sin|o)'  =  J:>* 
das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat. 

Das  vorstehende  System  von  Gleichungen  enthält  ft  Glei- 
chungen und  n  —  1  ist  die  Anzahl  der  darin   enthaltenen  Winkel 

o)|,  00^9^9  o>4,  ••••  coiii— 1; 

welche  man  also  aus  diesen  n  Gleichungen  in  allen  Fällen  sämmt- 
lieh  eliminiren,  und  dadurch  die  gesuchte  Relation  zwischen  den 
Grössen  a,  R,  r  itir  jedes  n  erhalten  kann,  welche  jedoch,  wie 
aus  der  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  von  selbst  erhellet, 
eigentlich,  wenigstens  ursprünglich,  eine  Relation  zwiscboo  den 
drei  Grossen  r,  R  +  a,  R—a  sein  wird. 

Weil  fär  das  Dreieck  n=3  ist,  so  hat  man  in  diesem  Falle 
die  folgenden  Gleichungen: 

{R  +  a)co8l(ai  =r, 

(R  -f  ä)  cos  sO)|  cos  1(0^  +  (R-^a)  sin  2»!  sin  l(o%  =  r, 

(ß  +  ö)coslo),  ,s=:— r. 

Also  ist 

r  r 

cos4o)i=7T-r-  f    cos  10)2=  — 


und  folglich,  weil  sinio)|,  sin^o^  und  R  +  a,  R-^a  offenbar  steti 
positiv  sind: 
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< 

*  I 

/ 

Fuhrt  man  nun  die  Werthe  von  cosjooi,  eosicos  und  6iiij[0)|, 
6in)Q>2  >u  dl®  zweite  der  drei  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält 
man  die  /olgeijide  Relation  : 

oder 

oder 

(ß— a)(Ä  +  a  +  r)(Ä  +  a-r)=l^(«  +  a)(ß+a+r), 

(Ä*-ö)(/2  +  a— r)=r(/2  +  a);  » 

woraus  sogleich 

(R'-'a)(Ri-ä)=2Rr 

oder 

R^^a^=.2Rr\  a^=Ü»-^Rr:nR(R^2r) 
folgt»  welches  eine  längst  bekannte  Relation  ist.    Setzt  man 

so  Ist  .,;•■..•. 

Za  bemerken  ist  der  vorhergehenden  Sehltisse  wegen  noch^  dass 
nicht 


Ä  +  o  +  r  =  0,  R\a-=.-T 


t.. 


sein  kann,  weil  sonst  nach  dem  Obigen  cos |€a2=:l,  aigo  itt^;3«P,r 
a%=0  sein  wflrde,  was  offenbar  ungereimt  ist. 

Für  das  Viereck  ist  n=4,  und  man  hat  daher  die  folgenden 
Gleiehungfen :  >    *  •  ';  .    ^  •  ,u 

(ß-f  a)cos9Cu^cosico^-f-(R  — a)sini(0sslii4Gi%  ^v*» 
(ß-f  a)cosiai^  ,  =— r. 


Auf  gani  ähMlicheArt  wie  im  vorhergeheoden  Falle  ist: 

•  '  '  .  .  *  •  '  <        - 

,    ,          V(ft  +  a)'^r«       .    ,         V^(fi^-a)«^r« 
«'ni»i  = ß+^ '    8in,»a= ^-^ 

also: 

Hieraus  folgt  durch  Subtraetion  2rca«iQ]^=i0v  cos2(i<X2=0,  also 

sin  4(02=  V"l —cos  iö)2*=  1 , 


und  folglich: 


h,i4  ■• 


.'•'•' 


also,  wenn  man  qnadrirt,  nach  leichter  Redüction: 
oder 

■     -  •    . 

welches  eine  gleichfalls  längst  bekannte  Relation  ist. 

Für  das  Fünfeck  ist  n=:5^  und  wir    haben  daher  in  diesem 
F^lfe  die  Pöt^ended  Gleichungen:  .:*  ;,i     - 

.(y2-|-a)cos4(»i  =r, 

(/Z-f  a)cos4€i)|C05  2a^-f-(^**'^)'S>ni<^  sin  Jou^jss^r, ,,   : .-./ 
(ü  4-  a)cos4G)^cosio)a-f  (12— a)sin  4^'sin«4%.}»r, 

(Ä+  a)co«i<%cos  ica*  +.(*  —  a)4Mn4po^  8i^4iv(^aer, 
oder      \  ,  ,  ?   .^ 


p  cos  io9i  cos'JcQ^  -|-  9  sin  s<»i  ^in  «<i<>2  =  t, 

p  CO« ^CQ2CQ8 ^6% -f  9 sin  i«2  ^'^"  i%  ^  y"* 

/i  cos  ^ 0^3  cos  ^  6)4  ^  9  sin  ^ CD3  sin  i  ro4  =:  r» 

.  ,  ■  •    •-  •'.«'■•  ■    f     ■ 

VfM  aber  gaoa  auf  ähnliche  Art  »fl^  ohen 

cos 4(01=:-,  cos ii&4=r—^; 

sin  iiöi  = ^— ,  fi»in  4»4=: ^— 

•  .'  ■ 

Ist;  sa  werden  die  vorstehendeil  GleTchun^n: 

. ,  .  ■ .     / 

rcosjoij^+g  V^p*—r*. sin  Jco2=r,    ^ 

p  cos  2OO2COS  |a)3  4- fsin  ^  (0.2  sin  ia>3  =  r. 


— r  cö«J(a4+-  Vj?— 1^*  ainio^fs  -.-  r. 

Aas  der  «rsten   qnd  dritteq  Gleichung.  erg^J^e»  sich  leicbt  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

-  Vp2_|.2 ,  sin  JdOa  cos  Joij  =  r  sin  J«^*, 


yp«— y« ,  stii|o>s,co9  l«i  =r  cos ioos*; 


also: 


(    . 


^tangl«,=ii-^^r-^*,    tangiü),^-^^^^;. 


.ih 


Folglich  Ist: 

.    ,  2tangJo().    ^    2»ffrV^i>'— r^ 

und 


/^  ^     l  +  taug  4  «a*     /»*r*  +  7*(p* — r*) 


.» 


sin  iwa  -^  ^  tang  Ja)a«""      /i^r*  +  ^*(p«-r«) ' 


cos 


Folglich  liefert  uns  die  zweite  der  drei  obigen  Hauptgleichungen 
unmittelbar  die  folgende  Relation: 

welche  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann : 

Nun  ist  aber  9  wie  man  leicht  Gndet: 

also,  wenn  man  diese  Gleichung   zu  der  vorhergehenden  addirt: 

folglich 


[p^q^—(p^  +  q^)r^i^_q-r 
^^^^Tip^-qVr^'    ^p^q 


Uiiser^  erste  GlelchuDg  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 

also  auf  die  Form;  ' 

ip  +  r)  t/>*r4— 2/>«^V«(p  +  ^'-T)  (p  — r)  +  q^  (p«— r«)«}=0. 

Wäre  /i+r=0,  p^z-^r,  so  wäre  nach  dem  Obigen  cos|fl>4=ly 
also  ia>4=09  o>4=0,  was  offenbar  ungereimt  ist;  daher  ist  nicht 
p-f  v*=0>  und  folglich 

p^— 2p*^«r«(p +2y— r)(p— r)  +  9*^»*  --i^)«=:0 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

7*1^ — 2p«^«r^(^  +  2p  — r)  (j— r) +p*(y« -rV==Ö. ' 

Addirt  man  diese  befdeb  Gleichungen  zu,  eioander«  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

(p*>  ^)r*- 2pV*^(P  +  »-r)«4-/>V=^0» 
und  findet  dann  ferner^  dass   diese  Gleichung  sich  auch  auf  die 
Form  j,«.. 
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bringen  läast    Die  Qleichnng 

gibe 

(Ä  +  «)(ß— fl)=2Är, 

welche«  nach  dem  Obigen  die  Relation  für  das  Dreieck  Ist    Also 
kann  f3r  das  Fünfeck  nur 

p  V  +pV(p + q)^—pv<p  +  y)*»*— (p + j)(p— y)V=0 

sein»  welche  Relation  schon  Fuss  angegeben  bat. 
Für  das  Sechseck  ist  n=:6,  folglich: 

(R  +  a)cosia)i  =r, 

(ß  -(-a)cos  i(0|Cosica^  -h  (ß — a)sin  |o»|  sin  .'cd^  t=r, 
(/2  -f  a) cos icD^ cos (oo,  -(-  (ß—  a; sin  ioxasin  ioos  =r, 
(iZ  -h  n)  cos  Ico^  cos  «004  -f  (12 — a)  sin  io^sin  Im^  zs^r, 
(R -f  ir)cos  Im^eosilo)^  -f  (ß  —  a)sin'i(04sin  io)5  =;r, 
(ß-f  ci)cosi(05  = — r; 

oder: 

pcossooi  .    =r» 

pcosif»|cos|ci(^-|'9sin|a>tslniin^s=r^ 
pcosioa^cos  «00^  -f  9  sin  4o%sli>  ia^=rt 
j9  cos  ioB^  cos  I0114 -f  9  sin  ifit^  sin  4(04?si^, 
pcosia)4cosloo^-f  98inic94sinio%s5r» 
pcosifo^  =— ^; 

nnd  man  findet  nun  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  beim  Ffinfeck: 

cosio)!  =— ,   cosJwass:— —; 
P  P 


sinia)i  =  — *^~ ,  smic^Ä— «^- 


ond 

Th«UXXXU. 
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sin 4«»«  =pa,a  ^.  ^»(pallTS).  «os i co» •=  ^^^ ^  f{p%^*) ' 
2»orVp«— r»     '         ,  .  _     p«r»-y«(p«— r^ 

Also  ist  nach  der  dritten  und  vierten  der  sechs  obigen  Gleichungen : 


"p 


Durch   Subtraction    dieser  Gleichungen    ergiebt  sich  cosiO%=0, 

also  sin  1^003  =  1.     Durch  Addition  der  vorstehenden  Gieicbangen 
erhält  man  aber: 

also :  : 


und  folglich: 


pV+  9*(p«—  r«)=2j»^«V^/>«— A 


I  ^ 


Macht  man  diese  Gleichung  rational»  so  erhält  man  nach  einigen 
ganz  leichten  Reductionen  die  Gleichung 

welche  gleichfalls  schon  Fuss  gegeben  hat. 

Ich  will  diese  Rechnutigen  jetzt  nkht  weiter  fortsetzen,  sea- 
deni^ begnüge  mich»  die  allgemeine  Methode  sorgf^tig  entwfdcdt 
zn  haben»  nach  welcher  alle  Aufgaben  dieser  Art  zu  behandeln 
sind»  deren  Lösung  nach  dieser  Miethode  zu  viden  zw^ltpuKfloigmi 
Üebungen  im  allgemeinen  anal3rtischen  Calcul  Veranlassung  geben 
kann»  weshalb  vorzüglich  dieser  Gegenstand  von  Neuem  Ton  mir 
in  Anregung  gebracht  worden  ist. 


•  '  ***! 
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Ueber  drei  geometrische  Transformationen. 

VOD 

Herrn  Oiio  Bökien 

zu  Snlz  a.  N.  In  Wörteinberg. 


1.  TraDsformationen  durch  reciproke  Radien  Tektof^n. 

Von  einem  festen  Punkt  O  ziehe  man  nach  allen  Punkten 
Jlf  einer  Fläche  F  oder  Curve  C  Radien  und  bestimme  auf  ihnen 
die  Punkte  m,  so  dass  OM,  Om= const,  so  liegen  diese  Punkte 
auf  der  transformirten  Fläche  f  oder  Curve  c.  Die  schon  mehr- 
fach ert^rterten  Haupteigenschaften  dieser  Transformation  sind 
folgende:  Die  Flächen  F  und  f  sind  zugleich  Kugeln  oder  die 
Eine  ist  eine  Ebene  und  die  Andere  eine  durch  O  gehende  Ku- 
gel« C  und  c  sind  zugleich  Kreise,  welche  dann  auf  einer  Kugel 
Hegen  und  mithin  anch  auf  zwei  Kegeln,  wovon  Einer  seine  Spitse 
In  O  bat,  oder  ton  den  Curven  C  und  c  ist  Eine  eine  Gerade 
mid  dann  ist  die  Andere  ein  durch  O  gehender  Kreis.  Scbndden 
sieh  zwei  Curven  unter  einem  gewissen  Winkel  in  M,  so  bilden 
die  transformirten  Curven  in  dem  entsprechenden  Punkte  m  den-^ 
selben  Winkel.  Bildet  man  auf  F  ein  Netz  von  unendlich  kleinen 
Dtelneken,  so  entspricht  demselben  auf  f  ein  Nets  von  unendlleb 
kleinen  Sfanlicben  Dreiecken. 

Mit  Hfilfe  dieser  Sätze  lässt  sich  folgende  Aufgabe  einfaeh 
iSsent  Zwei  Kreise  K  und  K'  sind  gegeben,  die  weder  in  einer 
Ebene  noch  auf  einer  Kugel  liegen;  es  soll  ein  dritter  Kreis  ge- 
fmden  werden,  der  beide  je  in  zwei  Punkten  rechtwinklig 
schneidet  Man  klappe  K'  um  die  gemeinsame  Scbnittline  der 
HbeMB  beider  Kreise  um»  hm  K'  MtnA  K  in  einer  Ebene  fiegm, 

e* 
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ziehe  nan  die  Potenzlinie»  welche  jene  Schnittlinie  in  f»  trlfl, 
und  bringe  K!  in  die  vorige  Lage  zurOclc»  so  ist  ^  der  Mittel- 
punlct  derjenigen  Kagel,  weiche  K  und  K!  rechtwinklig  schneidet 
und  zwar  in  A^  B;  A',ß'.  Man  nehme  nun  Einen  dieser  4  Punkte, 
z.  B.  A,  als  Centralpunkt  der  Transformation,  von  welchem  ans 
die  Radien  vektoren  gezogen  werden,  an«  und  transformire.  Die 
Kugel  verwandelt  sich  in  eine  Ebene,  K  in  eine  Gerade,  i,  wekbe 
jene  Ebene  in  ^  und  K'  in  einen  Kreis  k',  welcher  jene  Eben« 
in  a'  und  b*  rechtwinklig  schneidet.  Die  Aufgabe  ist  jetst  auf 
die  einfachere  reduzirt,  einen  Kreis  k"  zu  ziehen,  welcher  k  aiMi 
1^  rechtwinklig  schneidet,  was  Iteinen  Anstand  hat  Der  Mit- 
telpunkt dieses  Kreises  ist  in  b;  ferner  schneidet  er  kf  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  steht  und 
sie  in  s  schneidet,  so  dass  bs  den  Winkel  a'bb'  halbirt«  Nach- 
dem diess  geschehen,  wende  man  eine  zweite  Transformation  ao, 
welche  der  ersten  entgegengesetzt  Alles  auf  den  frfiberen  Stand 
zuruckfShrt  Hierdurch  erhält  man  einen  k"  entsprechenden 'Kreis 
K",  welcher  die  Kreise  K  und  K'  rechtwinklig  je  in  2  Punktm 
schneidet.  Aus  Vorstehendem  geht  hervor,  dass  es  nur  Einen 
solchen  Kreis  giebt.  Auch  lassen  sich  aus  der  mitgetheilteo  Gon« 
stmktion  noch  weitere  Consequenzen  ziehen ,  b.  B.  einen  ^  Kreis 
zu  konstruiren,  welcher  K  rechtwinklig  schneidet  und  K'  berfibrt 
oder  in  2  Punkten  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet.  Dtf 
letzteren  Bedingung  genfigen  2  Kreise,  welche  man  erhält^  frenn 
man  durch  b  zwei  Linien  zieht,  die  mit  bs  gleiche  Winkel  bildeö;* 
die  Punkte,  wo  sie  a'b'  treffen,  sind  die  Durchschnittspunkte  der 
betreffenden  Sehnen  des  Kreises  W, 

Die  oben  angegebenen  Sätze  gel»en  ein  Mittel  an  4ie  Hand, 
um  planimetrische  Sätze  auf  die  Kugel  zu  übertragen.  Alle  CJerade 
in  der  Ebene  verwandeln  sich  in  Kugelkreise,  welche  durch  elnea 
Punkt  O  gehen,  und  sich  unter  demselben  Winkel  schneide«, 
wie  jene  Gerade.  Hier  folgen  einige  Beispiele,  welche  sich  leicht 
vervielfältigen  lassen:  Drei  Kugelkreise,  welche  durch  O  gehen, 
bilden  ein  Dreieck  abc,  in  dem  die  Summe  der  Winkel  180^  be- 
trägt. Drei  weitere  Kreise  durch  O,  welche  durch  a,  6,  e  gehea 
und  die  gegenüberliegenden  Bügen  bc,  ac,  ab  rechtwinklig  achpeidea 
in  d,  e,  f,  haben  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  A,  und  halbiren 
die  Winkel  des  Kreisbogen- Dreiecks  def.  Wenn  man  4  Kreise 
durch  O  legt,  die  sich  in  abcd  schneiden,  und  2  Gegenwinkel 
in  dem  Kreisbogen  Viereck  zusammen  =  IS0<>  sind,  so  li^en  die 
4  Punkte  abcd  auf  einem  Kreis;  nimmt  man  sie  als'  fest  an  nacl 
den  Punkt.  O  als  beweglich  auf  der  Kugel,  so  sind  immer  zwei 
Gegenwinkel  in  den  Kreisbogenvierecken  a6c<2  gleich  18iy>.  LagtaaB 
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durch  O  und  zwei  feste  Punkte  a-  h  auf  der  Kugel  zwei  Kreise« 
die  sich  unter  einem  constanten  Winkel  in  c  sehneiden«  so  liegt 
dieser  Punkt  auf  einem  durch  a  und  b  gehenden  Kreis,  und  die 
Kageiaehne  Oc  beschreibt  einen  Kegel  zweiten  Grades.  Einen 
weiteren  Anhaltspunkt  ffir  solche  Lntersuchungen  erh&lt  man 
durch  den  von  Mobitts  angegebenen  Satz:  ABCD  sind  4  belie- 
bige Punkte  im  Raum  und  ahcd  die  entsprechenden«  welche  man 
dureh  Transformation  erhält«  so  dass  nämlich«  um  es  zu  wieder- 
boIeD«  letzlere  Punkte  auf  den  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD  lie- 
gen, und  die  Gleichungen  OA.Oa=OB.  Ob=  OC.  Oc^OD.  Od 
stattfinden;  nun  besteht  folgende  Relation  zwischen  den  Seiten 
der  ebenen  oder  windschiefen  Vierecke  ABCD  und  abedi 

AB.CD  _ab.cd 
AD.BC^ad.bc 

Uieeei  Satz  ist  allgemein«  wie  auch  die  Punkte  ABCD  liegen;  es 
bSanen  s.B.3  oder  4  Punkte  in  einer  Geraden  liegen.  Mau  nehme  auf 
den  .3  Seiten  oder  ihren  Verlängerungen  eines  Dreiecks  3  Punkte 
an,  welche  in  gerader  Richtung  liegen«  so  Jst  nach  dem  Satz  von 
Carnot  das  Produkt  dreier  getrennten  Abschnitte  gleich  dem  Pro- 
dukt der  andern  drei.  Durch  Transformation  verwandelt  sich  die 
Ebene  des  Dl^iecks  in  eine  Kugel «  die  Seiten  des  Dreiecks  In 
ein  Krebbogendreieck  abc,  welches  von  drei  durch  O  gehenden 
Kvgelkreisen  gebildet  wird.  Man  lege  durch  O  einen  4ten  Kreis« 
der  die  3  Kreise  Oab,  Oae,  Obe  In  /«  e«  d  schneidet«  so  genOgen 
die  Sehnen  ae,  ec«  cd,  db,  bf,  fa  der  Gleichung 

ae.cd.bf ^ 

ec.db.fa       ' 

weg  man  durch  Anwendung  des  Mobius'schen  Satzes  auf  die 
Vierecke  AECD  und  aecd,  ADFB  und  adß,  ABDF  und  abdf 
findet.    Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Man  nehme  auf  den  Kreisbogen  a6,  ac,  bc  3  Punkte  xyt  an« 
so  dass  die  Kreise  Oor«  06,v«  Ocz  einen  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt haben  (ausser  O)«  so  ist, 

ax.by*c% . 

xb.yc.za 

Die  Punkte  ABCD  sollen  In  gerader  Linie  liegen ;  A  und  B 
elnd  fest«  C  und  D  beweglich«  jedoch  so«  dass  immer  die 
Bedingungsgleichung 
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AB. CD     . 

AD.BC^  .    ■  ... 

erfüllt  u»t. 

in  diesem  Fall  bilden «  wie  bekannt^  die  Punkte  C»  D  «ine 
Involotorische  Punktreibe.  Von  einem  beliebigen  Punkt  X  sMhe 
man  die  Strahlen  XC,  XD..,.^  so  enstebt  ein  involntotischer 
Strablenbfischel,  welcber  irgend  eine  in  derselben  Ebene  übende 
Gerade  In  involutoriscben  Punkten  scbneldet.  Durch  TraMifelr- 
mation  verwandelt  sieb  die  Gerade  AB  CD  in  einen  Kreis  Oabed^ 
auf  welcbem  die  Punkte  a  b  ebenfalls  fest  sind«  dagegen  e  nnd  d 

beweglich,  jedoch  so,  dass  stets     »*  ^  ==  1  Ist,  was  sich  nß  dem 

Satz  von  M 5b ins  sogleich  ergiebt  Die  Ebene  ABCDX  ver- 
wandelt sich  in  eine  Kugel,  auf  welcher  x  liegt,  durch  welchen 
Punkt  die  Kreise  Oxc^  Oxd....  gehen,  welche  den  Geraden  AC 
XD.,.,  entsprechen.  Der  Kürze  halber  nenne  ich  die  Punkte 
c,  d....,  obgleich  sie  auf  einem  Kreis  liegen,  Involotoilsch  nbd 
die  Bjreise    Oxc,   Oxd.,..  einen   involutoriscben  KreisbAsdiel. 

■ 

Dtess  vorausgesetzt,  ergibt  sich  der  Satz:  Ein  involutorlscher 
KreisbSschel  schneidetpfjeden  durch  O  gehenden  Kreis  der  Kugel 
in  einer  inToiutorischen  Punktreibe. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  ABCDX  seien  Punkte  eine«  el>e- 
nen  Kegelschnitts,  uod^il,  XB,  XC,  XD,*.,  ein  bvolotoiilKhtfr 
StrablenbQschel;  verbindet  man  irgend  einen  zweiten  Pnnkt  JP 
des  Kegelschnitts  mit  ABCD,  so  bilden  X'A,  X'B,  X'C,  X^JP.... 
gleichfalls  einen  involutoriscben  Strahleobuscbel.  Hieraus  ergibt 
sich  durch  Transformation:  Man  lege  durch  die  Spitze  O  eines 
Kegels  vom  2ten  Grade  eine  Kugel,  so  ist  die  Durchscbnittsinnrve 
eine  Art  sphärischen  Kegelschnitts,  welcher  die  Eigenschaft  hat, 
dass  wenn  die  Punkte  abcdx  desselben  einen  involutorischeo 
Kteisbfiscbel  Oxa^  Oxb,  Oxc,  Oxd....  bilden,  durch  einen  ht* 
liebigen  Punkt  x'  desselben  sich  ebenfalls  ein  invointorischer 
Kreißbilschel  Ojt'o,  0^'6,  Ox'c,  Ox'd....  legen  iMsst  Wenn  von 
2  festen  Tangenten  eines  ebenen  Kegelschnitts  die  Eine  von  allen 
fibrigen  Tangenten  in  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten 
%vird,  so  ist  diess  auch  bei  der  andern  der  Fall.  Durch  Trans- 
formation erhalten  wir  den  Satz :  Wenn  von  2  festen  Tangential- 
K reisen  durch  O  des  genannten  sphärischen  Kegelschnitts  der 
Eine  von  allen  übrigen  durch  O  gebenden  Tangential-Kreisen  In 
involutorischen  Punkten  geschnitten  wird,  so  ist  diess  auch  bei 
den  andern  der  Fall.  Hier  reibt  sich  die  Uebertragung  der  Pas- 
oal'schen  und  Brlancbon'scben  Sätze  über  die  Sechsecke  und 
Secbsseite  ebener  Kegelschnitte  an.  « 


BökUn:  Veber  drei  geometrinche  Tri^formaiianen.  87 

.Die  Sätze  iib«r  Pol,  Polaren*  |&oi\j|ingirte  PoUirei^  cbei^er  Ka* 
gelspboUte  erficbeioep  bei  solchen  sphäri^cbßn  K^eljicbnitten  in 
Mg€p<ler  Form:  W^o  man  (furch  O  «nd  einen  sweHen  Punkt  p 
di9FJ^iigei  Kreiae  legt,  welche  den  aphäriaqhen  KegeUcbnitt  in 
Cfft  44' •••*  treflh»,  aö  liegen  4ie  Dorcbscbnitte.  der  Tangential« 
Kreiae  Oc  und  Oc'  oder  O  Jund  Od' ....  auf  einem  durch  O  gehenden 
Kreis,  welchen  ich  der  Kürze  halber  die  Polare  von  p  nenne« 
wftftirend  p  der  Pol  ist.  Konjugirle  Polaren  sind  solche,  wovon 
)ed»'den  Pol  der  andern  enthält.  SSmmtliche  konjngirte  Polaren, 
wrfehe' durch  einen  Punkt  x  der  Kngel  gehen,  bilden  einen  invo* 
J«torischen  Kreisbfischel ,  wie  oben  die  Kreise  Oxo  und  üxd^ 
oder  Oxd  und  Oxd'....  Man  lege  an  die  Kugel  in  O  eine  Tan- 
g^Btittl -Ebene  and  siehe  eine  Parallel- Ebene,  welche  den  K^ei, 
fleafw 'Spitae  ebenfalls  O,  in  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
sefaneiden  soll,  deren  Mittelpunkt  iH  und  Brennpunkte  F  und  P 
hehwen  sollen.  Die  Radien  OM,  OF,  OP  schneiden  die  Kngel 
hl  doo  Punkten  nt,  /  und  f,  welche  tnan  der  Analogie  wegen 
dMifiins  Mittelpunkt  und  Brennpunkte  des  sphSrischen  K^;el- 
sebüiilts  nennen  kann,  der  mit  jener  Ellipse  oder  Hyperbel  in  dect 
Jensen  Verwandtschaft  steht,  welche  durch  Transformation  mittelst 
redproifer  Radien  %*ektoreii  begründet  Ist.  Wir  bringen  nun  dea 
Punkt  a:  oder  die  Spitze  des  involutorischen  Kreisbftschels, 
welchen  die  konjugirten  Polaren  von  x  bilden,  nach  m,  so  ent- 
sprechen  den  durch  Om  gehenden  Kugelkreisen  bei  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  -  Durchmesser,  woraus  sich  sogleich  ergibt,  daiss  die 
Pole  aller  Polaren  durch  m  in  O  vereinigt  sind.  Unter  den  kon« 
Ji^rten  Polaren  von  m,  welche  den  involutorischen  Krelsbdschel 
Om  -bilden,  gibt  es  immer  und  nur  Ein  Paar  rechtwinklige,  wovoii 
Eine  Surch  die  Brennpunkte  /  und  /'  geht.  Wenn  durch  O  und 
durcib  <li9  ^  Punkte,  in  welchen  2  konjugirte  Polaren  den  sphärischen 
K^eischnitt  treffen,  Tangential-Kreise  au  denselben  gejegt  werden, 
soberfihren  sich  je  2  dieser  .4  Tangential  Kreise  in  O;  Im  Uebrigen 
schneiden  sie  sich  noch  in  4  Punkten,  welche  auf  einem  zweiten 
sphfirißchen  Kegelschnitt  liegen,  dessen  BJtttelpuiikt  ebenfalls  m  ist. 

Wird  aber  die  Spitze  des  von  konjugirten  Polaren  gebildeten 
iBVclutorischen  KreisbfischeU  Ox  nach  f  oder  /'  versetat,  so  sind 
je  nirei  konJMgIrte  Polaren,  z,  B.  Ofe  und  Ofd,  oder  Ofc'  und  Ofd', 
fui  einaadcir  r^cbtwinjdig.  IjLier  lassen  sich  nun  eine  Menge  von 
Eigeqsph^^ten  ebener  Kegelschuitjte  auf  unsere  spärischen  über- 
tfügen  (n^n  vergleiche  z.  B.  die  Abhandlung  von  Seydewitz  im 
4L  Od.  4e9  Archivs);  doch  will  ich  nur  einige  erwähnen.  Zw«! 
doreb  0/  und  Of  gelegte  Kreise ,  welche  sich  auf  dem  sphä- 
riechen  KegeUcbnitt  in  $  schneiden,  bilden  mit  ihm  glisiche  Winkel. 
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Zieht  man  durch  O  den  Tangen tial-KreU  Ton  i,  Bad  legt  dorch 
Of  and  Of  2  Kreise,  welche  ihn  rechtwinklig  schneiden,  «o 
liegen  die  Durcbschnittspniikte  auf  Einem  Kreis.  Weuft  dareb 
O  zwei  Kreise  gelegt  werden,  welche  den  sphärischen  Kegelschnitt 
berühren  und  sich  rechtwinklig  schneiden,  so  Hegt  dieser  Dnrcli- 
schnittsponkt  gleichfalls  auf  einem  Kreis. 

Die  hier  betrachteten  sphärischen  Kegelschnitte  erscheinen 
unter  ?ier  Formen,  je  nachdem  die  durch  O  an  die  Kugel  gelegte 
BerOhrungs-Ebene  einem  Kreisschnitt,  einem  elliptischen,  pandbo* 
lischen  oder  hyperbolischen  Schnitt  des  Kegels  parallel  ist  Im 
ersten  Fall  ist  der  sphärische  Kegelschnitt  wieder  ein  Kreis; 
in  .den  beiden  letzten  Fällen  bat  ^er  in  O  eine  oder  zwei  "Ejmm* 
geöftdfl  des  Kegels  zu  Tangenten.  Für  die  einer  Parabel  entspre- 
cfienden  sphärischen  Kegelschnitte  will  ich  Beispielsweise  einen 
Satz  erwähnen.  Die  Brennpunkte  sämmtlichei'  Parabeln ,  welche 
die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  oder  deren  Verlängemnge« 
b«rflbren,  liegen,  wie  bekannt,  auf  dem  durch  ABC  bestimmtes 
Kreis.  Alle  Direktricen  dieser  Berührungsparabeln  schneiden 
sich  im  Hohen  Durchschnitt  B  des  Dreiecks.  Durch  Transfermaflon 
ergibt  sich  Folgendes:  .Man  lege  durch  einen  Punkt  O  einer 
Kugel  4  Ebenen,  wovon  die  erste  die  Kugel  berührt,  und  die  3  an-« 
dem  sich  und  die  Kugel  in  abc  schneiden.  Alle  Kegel  zweiten 
Grades,  welche  jene  4  Ebenen  berühren,  bestimmen  auf  der  Kugel 
sphärische  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  auf  dem  Kreis  abc 
liegen.  Auf  der  Kugel  gibt  es  einen  Punkt  A,  der  die  Eigen- 
Schaft  hat,  dass  sich  durch  O  und  h  an  jeden  dieser  sphärisdken 
Kegelschnitte  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Tangential-Kreise 
legen  lassen. 

Aus  dem  Angeffihrten  lässt  sich  nun  Vieles  über  die  Natur 
derjenigen  Flächen  sagen,  welche  man  durch  Transformation  aus 
den  Flächen  zweiten  Grades  ableiten  kann. 

Besonders  interessant  sind  die  Gesetze  der  Transformation 
durch  reciproke  Radien  Vektoren,  wenn  man  die  KrümmungsTer- 
hältnisse  berücksichtigt  L  i  o  u v  i  1 1  e  hat  zuerst  nachgewiesen,  dass 
der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  dessen  Basis  eine  Krfimmungs- 
linie  der  gegebenen  Fläche  F  ist,  auch  die  transformirte  f  in  etnec 
Kr^mmungslinie  schneidet.  Hieran  schliesst  sich  noch  BianchcMi 
an;  z.  B.  der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  Basis  eine  Linie  sphft- 
rischer  Krümmungen  von  F  ist,  schneidet  auch  f  in  einer  solchen 
Linie.  Man  nehme  4  Punkte  auf  einer  Gurve  C  an,  und  lege 
durch  sie  eine  Kugel  J?,  durch  die  entsprechenden  4  Punkte  der 
traiisformirten  Curve  c  geht  die  Kugel  k ;  aus  den  am  Anfang  mit- 
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g^tkeilten  Süieii  folgt  sogfeidi,  dass  O  der  Aehnlicbkelf»ptinkt 
TOB  K  mid  k  ist,  mithio  negen  die  Mittelpunkte  beider  Kugelö 
mit  O  io  grader  Linie»  Bei  onendlicher  Annfthemng  jener  4  Punkte 
auf  C  und  anf  e  rerwandeln  sich  A'  und  k  In  Scbmiegkugeln, 
woraus  folgt:  Der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  Basis  die  Linie 
der  Schmiegkugeln  -  Mittelpunkte  von  C  is^  enthält  auch  die  Liniö 
der  Schmiegkugeln  -Mittelpunkte  von  e.  Bilden  aber  jene  4  Punicte 
auf  C  ein  Kreisviereck  bei  unendlicher  Annäherung,  so  findet  eine 
Suroskulation  statt;  dasselbe  ist  dann  auch  in  dem  entsprechenden 
Punkte  von  e  def  Fall.  Wenn  man  auf  C  und  c  je  drei  Punkte 
annimmt,  so  liegen  die  zwei  Kreise,  welche  hierdurch  bestimmt 
sind,  auf  einem  Kegel,  dessen  Spitze  O  ist  Bei  unendlicher  An- 
nSherang  der  3  Punkte  auf  C  und  auf  c  verwandeln  sich  die 
Krmse  in  Krfimmungskreise.  Also  liegen  je  swei  Krüromongs* 
kreise  von  zwei  entsprechenden  Punkten  einer  Curve  und  ihr<^r 
Trimsfermirten  auf  einem  Kegel,  dessen  Spitze  O  ist  (mithin  aqell 
noch  anf  einem  zweiten  Kegel  und  auf  einer  Kugel);  ist  der  Eine 
£e»er  Kreise  ein  Suroskolationskreis,  so  ist  es  auch  der  Andere. 
lm20lBandvon  Liouville's  Journal  S.  145  hat  de  laGournerie 
bewiesen,  dass  die  Gleichung  vom  dritten  Grade  ist,  welche  die 
Anzahl  derjenigen  Normalkreise  in  irgend  einem  Punkt  einer 
FiSche  angibt,  die  suroskuliren;  also  gibt  es  in  jedem  Flächen- 
punkt wenigstens  Einen  Suroskulations- Normalkreis;  bei  den 
FHcben  zweiten  Grades  existirt  in  jedem  Punkt  nur  Ein  solcher 
Kreis.  Diesem  ist  aber  noch  binzuzufSgen ,  dass  in  den  End- 
punkten  der  Axen  zwei  Normalkreise  suroskuliren,  welche  in  den 
Hanptebenen  liegen,  weil  hier  die  betreffenden  KrümmungsKnien' 
sjrmmetrisch  sind,  und  bekanntlich  in  jedem  Symmetralpunkt  einer 
eigenen  Curve  eine  Suroskulation  stattfindet    Die  Linien,  welche 

ar*     V*     z* 

auf  dem  Ellipsoid  '^-f  p-|-~a='  ^"^  einander  folgende  Surosku- 

latfons- Normalkreise  berfibren,  haben  die  Gleichung 


fA  fjA  fA  ««a 


wo  der  Werth  der  Constante  von  einer  Linie  zur  andern  wech- 
selt* In  jedem  Punkt  irgend  einer  Drehungsfläche  schneiden  sich 
zwei  Berfihrungslinien  auf  einander  folgender  Suroskulations- Nor» 
malkreise,  und  bilden  mit  dem  Meridian  dieses  Punktes  gleiche 
Winket  Aus  diesen  Sätzen  lässt  sich  durch  Transformation  mit- 
telst reciproker  Radien  vektoren  Einiges  ableiten.  Dem  Surosku- 
lations-Normalkreis  in  einem  Punkte  von  F  entspricht  auf  /  gleicbir 
falls  ein  Suroskulations-Kreis,  welcher  aber  nicht  normal  Ist,  an^ 
den  ich  daher  zur  Dnterecbeidung  Nebenkreis  nenne.    Da  aber 


1      _1  — tangloft^  pftr^-y2(p2_y2) 

Folglich  liefert  uns  die  zweite  der  drei  obigen  Hauptgleichungen 
unmittelbar  die  folgende  Relation: 

welche  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann : 

Nun  ist  aber 9  wi^  man  leicht  findet:  .     - 

also,  wenn  man  diese  Gleichung   zu  der  vorhergehenden  addirt: 

folglich 

Uiiser^  erste  Gleichnng  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 

also  auf  die  Form;  * 

(p  +  r){p*r4— 2p«v*^«(p  +  2g— r)  (p— r)  +  q^(p'^'-r*)*\=0. 

Wäre  ji+r=0,  p^-r-r,  so  wäre  nach  dem  Obigen  cos|o4=:lf 
also  ^0)4=09  (D4=sO,  was  offenbar  ungereimt  ist;  daher  ist  nicht 
}i-)-r=09  und  folglich 

oder,  wie  man  leiöht  findet: 

74^-2p«g2r^(9  + 2;>  — r)(g— r)+p*(y« -r«)«==Ö. '* 

Addirt  man  diese  beid^  Gleichungen  zu,  «ioander,  «o  erhält  man 
die  Gleichung: 

und  findet  dann  ferner,  dass  diese  Gleichung  sich  auch  auf  die 
Form  u^ut 
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bringen  lässt.    Die  Qieichnng 

gäbe 

(ß  +  fl)(ß— «)=2Är, 

weicheA  nach  dem  Obigen  die  Relation  ffir  das  Dreieck  ist*    Also 
kann  tat  daa  Ffinfeck  nur 

pV  +pV(P  +  7)»— W^P  +  gy^—ip  +»)(p— »)*r«=:0 
sein,  welche  Relation  schon  Fuss  angegeben  bat. 
Für  das  Sechseck  ist  7t =6,  folglich: 

(R-\-ä)coaio)i  =r, 

(ß-f  a)cos4o9icosia)^-|-(ß — a)siniiO|Sin  la^^r, 

(ß-f  a)cosia)^cosl(03-f  (ß— ajsinios^'sin  9<»ft=*** 
(ß -|- a) cos icos cos Ico^-^  (R-^a) sin  JiD^sio  la^  =r, 

(ß  -f-  a)cos  ^04 cos l«^  4  (ß  —  a)8in'ii048in  ioa^  =r, 

(ßH-fi)  cos  1(05  =— rn 

oder: 

pcossODi  s    =r, 

pcos  i(0|  cos  la%-f  9sinio>|Sin  ieo^ssr, 

pcoslootcos  iflo^ -f  9  sin  iiK^sin  iiD^ssr, 

pcos  iiD^  cos  i(ai-|- 9r8in4M8sinio4=:r, 

p  cosici)4COs  l(%4'  7^^n  lo94sln  icii%sr, 

1' 
pcoslflo^  =  — r; 

Qttd  man  findet  nan  ganz  anf  ähnlicbe  Art  wie  vorher  beim  Ffinfeck: 

T  T 

cosia)i=— ,   cos4iö*=— --5 
P  P 


sio  a(D|  =     ^  ^ ,  sm  ii%  = ~ 

p  P 


und 
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EIHpsoids  Hegen,  deren  Ebenen  In  einem  Punkte  konrergireB,  ab- 
leften  ans  den  Gesetzen  über  die  Lage  der  üurcbsehnUtspitnkte 
deijenfgen  Linien,  welche  die  Endpunkte  von  KreiseehnenTerblnden. 

Es  ist  eine  Kagel  gegeben,  deren  Mittelpankt  O  ist,  nnd  eine 
FlXche  sweiten  Grades  F.  Man  schneide  F  darch  dne  Ebene, 
deren  Pol  p  ist,  und  transformire  die  Scbnittkurve  K  io  eiaeir 
sphärischen  Kegelschnitt  k  nach  den  Gesetzen  derTransformatioii 
durch  reciproke  Radien  yektoren,  indem  man  nämlich  nach  allen 
Punkten  von  K  die  Radien  OM  zieht,  auf  ihnen  die  Punkte  m 
so  bestimmt,  dass  Oif.  Om=:  Gon8tante  =  dem  Quadrat  desHi^lbr 
messers  der  Kugel,  so  liegen  die  Punkte  m  auf  A.  Man  Jegf 
nun  durch  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  m  Ebenen,'  senk- 
recht auf  den  Strahlen  Om,  so  gehen  sie  durch  p,  und  ihr  Durch« 
sehnitt  ist  senkrecht  auf  der  durch  Om  gehenden  Tangentialebene 
des  Kegels,  dessen  Spitze  O  und  Basis  k  oder  IC  ist  Jene 
Ebenen  sind  aber  die  Polar- Ebenen  von  den.entsprechenden  Punkten 
M  auf  £.  Daraus  folgt,  dass  alle  Polar- Ebenen  von  IC  einen  I^e* 
gel  umhiillen,  dessen  Spitze  p  ist,  und  dessen  Erzeugende  senk- 
recht sind  auf  denjenigen  des  Kegels  OK,  welcher  also  kon- 
gruent ist  mit  dem  Ergänzungskegel  von  OK.  Die  Polar-Ebenen 
aller  ebenen  Schnitte  von  F  umhällen  also  Kegel  zweiten  Grade«, 
mithin  umhüllen  überhaupt  die  Polarebenen  von  F  eine  Fläche 
sweiten  Grades.  Die  Transformation  mit  proportional  getheilten 
Coordinaten  fährt  sofort  auf  den  Satz:  Es  ist  ein  Ellipsoid  ge- 
geben und  eine  Fläche  zweiten  Grades  F;  man  betrachte  jeden 
Punkt  von  F  als  die  Spitse  eines  Kegels,  welcher  das  EUipaiud 
berührt,  so  umhüllen  die  Ebenen  der  Berührungsknrven  auch 
eine  Fläche  zweiten  Grades,  g>;  da  alle  Polar-Ebenen  einer  Gerades 
dnrcb  Ihre  konjugirte  Polare  gehen,  so  folgt  daraus,  dass  wenn 
jF  geradlinige  Erzeugende  hat,  diese  auch  bei  q>  der  Fall  ist;  Je 
swei  sich  entsprechende  Erzeugende  von  F  und  (p  sind  konju- 
girte Polaren.  Wenn  F  ein  Ellipsoid  ist,  und  der  Mittelpunkt  des 
ersten  Ellipsoids  ausserhalb,  auf  dem  Umfang  oder  innerhalb  ven 
F  liegt,  so  ist  q>  ein  zweimaotliches  Hyperboloid,  ein  elliptisches 
Paraboloid  oder  ein  Ellipsoid.  Einer  entwickelbaren  Fläche,  ent- 
spricht wieder  eine  solche,  welche  aber  nicht  von  den  Polar-Ebenen 
dier  einzelnen  Punkte  der  ersteren  umhüllt  wird,  sondern  deren 
Erzeugende  die  konjugirten  Polaren  der  Erzeugenden  der  gege* 
benen  Fläche  sind. 


HL    Transformation  durch  Biegung  der  Flächen. 
Auf  einer  Fläche  ist  ein  Netz  von  vielen,  sehr  kleinen  Dreiecken 
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gmetehnet  Wenn  nun  die  Fläche  gdbegen  wird^  eo  daan  in  kei- 
nem Theile  derselben  weder  eine  Dehnung,  noch  eine  PreeMUig 
•taltfindet,  so  bleiben  die  Seiten  jener  Dreiecke  uoge&nderf»  idee 
«■eh  die  Winkel.  Wenn  eine  beliebige  Figur  auf  der  gegebenen 
Fläche  gesogen  ist,  ee  bleiben  während  der  Transformation  dnrdi 
fitc^ng  alle  Linien  gleich  lang  und  die  Winkel  ungeänderi 
.Dfcüe  Traneförmation  Ist  dieselbe,  f&r  welche  Gauss  nachgöwJesen 

bat,  dass  auch  in  jedem  Punkte  das  Krümmungsraaass  7^  '   S 

nicht  varifart  Namentlich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  eine  gei*« 
dktische  (kürzeste)  Linie  diese  Eigenschaft  auf  der  transformirten 
fläche  beibehält 

Ein  epecleller  Fall  solcher  Flächenbiegung  ist  der,  wenn  eine 
Ebene  itber  eine  entwickelbare  Fläche  hingelegt  wird.  Hier  folgt 
eine  Znsammenstellung  von  pianimetrischen  Sätzen,  welche  anf 
entwickelbare  Fläche  äbers^tragen  sind  mit  der  Modification,  dass 
statt  Gerade  geodätische  Linie  gesetzt  ist. 

Alle  Punkte  der  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  geodätischen  Linien,   die  man  von  ihnen  nach  2  gegebenen 
Punkten  der  Fläche •>  ziehen  kann,  gleich  sind,  liegen  auf  einer  geo- 
dätischen Linie.    Die  Summe  der  Winkel  in  einem  geodätischen 
Dreieck  abc  Ist  =:  180^.    Zieht  man  durch  die  Mitten  der  Seiten  des 
Dreiecks  geodätische   Linien  unter  rechten  Winkeln,   so  haben 
diese  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt,  dessen  geo- 
dätische Entfernungen  von  den  Ecken  06c  gleichlang  sind.    Zieht 
man  durch  diese  Ecken  geodätische  Linien,  welche  die  gegenüber« 
Hegenden  Seiten  rechtwinklig  schneiden  In  d^  e^  f,  so  haben  diese 
auch  .  einen   gemeinschaftlichen  Schnittpunkt,  welcher  glelchweit 
entfernt  ist  von  den  Seiten  d<>s  geodätischen  Dreiecks  def.  Wenn 
in  einem  geodätischen  Dreieck  ein  Winkel  =90^  ist,  so  ist  das 
Quadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsumme  der  beiden  anderen. 
Ist  in  einem  solchen  Dreieck  die  Spitze  a  des  rechten  Winkels 
beweglich,  während  die  beiden  anderen  Ecken  6  und  e  fest  sind, 
so  beschreibt  sie  eine  Linie,  deren  Punkte  alle  von  der  Mitte  von 
be  dieselbe  geodätische  Entfernung  haben.    Eine  solche  Linie  hat 
ähnliche  Eigenschaften  wie  ein  Kreis,  z.  B.  zieht  man  von  zwei 
festen  Punkten  nach  einem  beweglichen  Punkt  x  auf  derselben  geor 
dätische  Linien,  so  sind  die  Winkel  bei  x  einander  gleich.    Alle 
geodätische  Linien,  welche   sie  senkrecht  schneiden ,  haben  einen 
gemeinschaftlichen   Dnrchschnittspunkt.     Es   lässt   sich   hier  die 
Uebertragung  der  Sätze  fiber  Kegelschnitte,  involutorische.Strab* 
lenbüschel,  Pol  und  Polare  anknüpfen. 
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Die  Kttgei  hat  bekanntlich  die  Eigenschaft,  da«s  tfäromtliche 
flfeodätlsche  Linien  (grvsste  Kreise),  welche  von  einem  beüebigeo 
«Punkte  derselben  ans  geeogen  werden,  wieder  in  einem  zwcnteo 
Pnokt  der  Engel  konvergiren/nnd  dass  sie  alle  zwischen  bdden 
Punkten  gleich  lang  sind.  Die  Verbindungslinie  der  Halbirungi« 
pmikte  dieser  geodätischen  Linien  ist  gleichfalls  eine  solche  Linie 
Diese  Eigenschaft  der  Kugel  theHen  alle  diejenigen  Flächt» 
Welche  sich  durch  die  in  der  Ueberschrift  genannte  Transformation 
jiHs  derselben  ableiten  lassen. 

-Das  Ellipsoid  hat  4  Punkte  (Nabelpunkte),  welche  dadnrefa 
merkwürdig  sind,  dass  die  geodätischen  Linien,  die  Von  einem 
derselben  ausgehen,  wieder  in  dem  entgegengesetzten  convergiren, 
und  dass  ihre  Längen  zwischen  beiden  Punkten  constant  sind. 
Die  transformirte  Fläche  des  ElUpsoids  hat  also  ebenfalls  diese 
Eigentbfimlichkeit 


IV. 

De  problemate  quodam  geonletrico. 

Aactore 

Doct.  C.  F.  Lindman, 
LectOre  Strengneceacl,  Keg*  Acadetaiiae  Scieat.  Helm.  Bfemiiro. 


DiKlantiis  latet-üm  triangull  a  centro  cireuii  ciri6tim'« 
sctipti  dätis,  trlÄtigulüm  invenire. 

Laleta  triangnii  sollte  modo  p^  a,  6,  c  angulique  oppositi 
p^  A,  B^  C  et  distantiae  a  centro  cirouli  circumscrlpti  resp.  per 
ai  ß,  y  designeiitnr. 

Primum  ponatur  7  >  /S  >  er. 
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. ;  •  o 


"^    Sellttitrfr;  WWi^ASiJ,  ^>Ä>C.    Qauni  v^rö  «oös  tab- 

acnti.    Angnlu^  A  p6ti:^t  es^^  obfd&rd^  kut  ft^nfus.'    1(aqa6*iat^e- 
mns  aequationes     .       ■  v«  ' 


■••II    • « :    > 
i  *         .  i'  ■      *.  •  ■  l 


abi  Signum  saperius  valet,  si  est  A<,er,  inferius,  si  esi '^Ss** 
Beneficio  aequatiönuih 

c  ~  Sin  C*     e  ■"  «in  C 

:    .   .      ■       •  .  •    «i 

* 

aeqoatio  prima  et  secunda  per  tertiam  divisa  snppeditat  aequationes 

Redactionibns  quibusdam  factis  invenimus 

Sec»C-"'"^^^^SccCT^=0.  •    •    •    (1)h 
qoae  aequatio  ant  nnam  habiet  mdictim  realem  aut  tres,  prout  sit 

"*'*^?"*^^<aQt>  V7?^. 

Quomveiro  sit  medium  aHthmetilHia  quantitatum  positiTarnm  geo- 
metrico  majus  (vide  ^ISgei^  Matlrematiscbes  Wörterbuch 
Tom. V.l.  pag.545.)^  necesse  est»  sit 


y6  ^au»>r,.  ^  ^. 


> 

atqne  ideo  omoes  radteed  iMqa&tiMiü  (1)  realMk    Posito    . 

ipyeniuntiir  radices ; 

TWlpSinq>;    T2VliiSin(60o^g,)5    ±2 VlpSin(6dö+9»). 

^il<:^lliäin  qtkäiititäs  incognita  est  Secans  angnli  acnti«  necesse  est 
sit  p'oBitiva  let  nnitäte  major.  Prima  igitur  radix  non .  esi  idoii^iJ 
4t^p6  quäe  Sit  ünitate  miikor,   id  qnod  eo  perfetpicitiiry    qu<Kt  esf 

39<W>,    9)<30ö,    Sio9)<l,   p<a 


06  ^inämam:   De  pr^ölemaie  iguodam  §€9metrtc0. 

Qoia  praeterea  oportet»  quantitatem  iocogoitam  essa  positivam, 
tertia  radix  problemati  satiaracit,  si  signo  auperiore  ntimur,  ae- 
cuoda»  ai  valet  signum  iiiferius.    Habebimua  igitur 

See  C=  2  ViJö^Sin  (W±  9), 
obi  signoin  auperius  sumendum  est,  ai  est  il<90^,  Inferius,  ai 
est  ^>90^.     Itaque  problema  duaa  admittit  aolationea,  ai  est 

Tum  ponatur  y=^ß$  ]P>  «•    Aequatio  (1)  tranait  in 

«» ^-^«Ty=0     (poaita  SecC=«). 

Hanc  aequationem  ita  qnoque  scribere  licet: 

Prima  radix  est  T'»  cujus  valor  numericua  est  unitate  mioor  atque 
ideo  000  idoneua.    Alter  Factor  dat 


o       ^  '    «* 


*=±^y±V^$  +  2- 


Quantitates  V  7~s-|-2J:o~'  Qulppe  quae  sint  positivae  et  tinitate 

majores,   problemati  satisfaciunts   quod  nunc  qnoque  duaa  habet 
solutiones. 

Deinde  sit  }^  >  <x,  /3  =  a.    Aequatio  (l)  mutatar  in 
vel  eodem  modo  ut  antea»  in 

(«±l)[«(a;Tl)— ^]=0. 

Una  tantnm  e  radidbi»  problemati  ratis&cit   ' 


.=vr 


2a« 
1  +  7^+i 


Deniqu  3  ponatur  y  =  /}  =  ».  Una  tantum  exaistit  äolufio 
^  =  2  et  triangolum  est  aequilaterum. 

Mota.  Problema  illud  pag.  82.  Tomi  XXVIL  bujus  Arebifi 
propositum  est  a  D^  Skrivan,  qui  tarnen  unum  quoque  angvhini 
datum  sumsit,  id  quod  non  modo,  non  opus  est,  sed  problema  etiini 
absurdum  reddere  potest. 
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V.- 
Weitere Untersochangen  über  Granzverhaltnisve  bei 

Garven. 

Von 

Herrn  Doctor  f^öHer 

'^  %VL  Saalfeld. 


%. 
« 


Zieht  man  In  einer  beliebigen  Curve  eine  Tangente  parallel 
zu  irgend  einer  Sehne^  so  ist  — -  wenn  die  letztere  unendlich  klein 
wird  —  das  Verhältniss  der  Bogenstucke,  die  zwischen  den  End- 
punkten der  Sehne  und  dem  Berührungspunkte  liegen,  wie  1:1; 
und  das  Verhältniss  der  Perpendikel,  von  denen  das  eine  von 
dein  Uurehschnittspunkt  der  an  die  Endpunkte  der  Sehne  gezo- 
f^iep  Tangenten  und  das  andere  von  dem  Berfihrungspnnkt  der 
zor  Sehne  parallel  geführten  Tangente  auf  die  Sehne  geftHt,  wie  3:1. 

Beweis.  Die  Gleichung  der  Tangente  in  dem  Punkte  m 
(Taf.  1.  Fig.  3.),  dessen  Coordinaten  a:',  y\   ist: 

Da  aber  nach  der  Annahme  die  Tangente  parallel  zur  Sehne  MN 
sein  soll,  so  folgt  daraus,  dass  sie  mit  der  Abscissenaxe  densel- 
ben Whikel  bilden  muss,  den  diese  Sehne  mit  ihr  bildet,  was 
die  Bedingangsgleichung*: 

iTa  — ari 

nach  sieh  zieht,  worin  asi,  x^  und  yi^  y%  resp.  die  Coordinaten 
der  Ponkte  M  und  N  bedeuten. 

Da  wo  es  sich  nun  um  eine  bestimmte  Curve  handelte,  würde 
es  also  nicht  schwer  sein,  zugleich  die  Coordinaten  des  Punktes 
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m  wirklich  zu  bestimmeo ;  allein  in  dem  vorliegenden  Falle  kön- 
nen wegen  der  Unbestimmtheit  der  Curve  die  betreffenden  Werthe 
nicht  näher  angegeben  werden.  Sobald  indess  die  Sehne  on- 
endlich  klein  angenommen  wird«  also  die  Punkte  M  und  JV  un- 
endlich nahe  an  einander  gerockt  werden,  kann  man  den  Bogen 
MmN  als  eine  gerade  Linie  *),  mithin  die  Abstände  Mm  und  m/V 
fflglich  als  gleich  gross  ansehen  (Tafll.  Fig. 4.) ,  woraus  sich  dann 
ergiebt,  dass: 

also  X*  üiid  y'  die  arithmetisclien  Mittel  zwischen  den  entspre- 
chenden Coordinaten  der  Punkte  M  und  N  sind. 

Dass  wir  tn  dem  Vorstehenden  nicht  übereilt  geschlossen, 
folgt  auch  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Berührenden  die  Gränze 
Ist,  der  sich  die  Gleichung  der  Curve  fSr  die  Nachbarschaft  des 
Berührungspunktes  ohne  Ende  nähert.  Es  muss  also  die  Curve 
mit  der  Berührenden  in  der  nächsten  Nachbarschaft  zusammen- 
fallen, und  weil  die  Berührende  auf  beiden  Seiten  des  Berüh- 
rungspunktes gleich  gross  angesehen  werden  kann,  so  lässt  sich 
—  wenn  MN  unendlich  klein  —  Mm  gleich  mJSt  deipnapli    . 


setzen. 


Hiermit  ist  aber  auch  zu  gleicher  Zeit  im  Wesentlichen  das 
Verhältaiss  der  Bogen  Mm  und  mN  -^  bei  verschwindeadiv 
Sehne  —  angedeutet.  Denn  da,  wie  erwähnt  worden,  die- Tan« 
geute  in  der  nächsten  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes  mit 
der  Curve  zusammenfällt  und  die  Tangentenelemente  auf  beiden 
Seiten  des  Berührungspunktes  gleich  gross  sind,  so  ist  das  Ver- 
hältniss  dieser  wie  1:1,  folglich  auch  das  Verhältniss  der  un- 
endlich kleinen  Bogen  wi«  -il  f^' 

i:i;  ■.:,■" 

Was  den  zweiten  Theil  der  Untersuchung  anbetrifft,  so  läset 
sich  das  Verhältniss  der  Höhen  RS  und  mt  (Taf.  I.  Fig.  ä)  auf  mehr- 
fache Weise  bestimmen.  Wollte  man  es  rein  a  priori  ermitteln»  ohne 
auf  analytische  Deductiooen  Rücksicht  zu  nehmen,  so  würde  u^ge* 
fthf  folgender  Gedankengang  einzuhalten  sein.  ,.' 


*)  S|o  sagt  La  er  0  ix:    „qoe  l'arc  et  la  eorde  «'^vanoeiMenl^ea'aitoe 


lenft»  qo^il  €8ft  pennU  de  letprendre  Psapon?  L'antee 


." 
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Wenn  nehmlieh  M  odd  N  unendJich  nahe  an  m  beranrucken, 
so  darr,  wie  bereite  bemerkt,  JUm=:mN,  demnach.  üfanZV  als 
gleichschenkliges  Dreieck  angesehen  werden.  In  diesem  Falle 
wird  man  aber  auch  föglich  Dreieck  MRN  als  gleichschenklig 
betrachten  uod  die  Höhen  der  beiden  erwähnten  Dreiecke  in  eine 
Linie  zusammenfallend  denken  kennen.  Mi^  Rücksicht  auf  diese 
Annahmen  dürfte  sich  dann  der  Scbluss  bilden  lassen«  dass,  weil 
RS  und  mt  zwar  unendlich  kleine,  aber  immerhin  —  wie  i|nc^ 
schon  aus  der  Figur  erhellt  —  ungleich  grosse  Linien  *)s  RS  aus 
zwei  und  mt  nur.  aus  einem  einzigen  Element»  mithin  zwischen 
beiden  Perpendikeln  das  Verhältniss 

2:1 
besteht. 

Die  analytische  Herleitnng  dieses  Gränzverhältnisses  ist  fol- 
gende. 

• 

Die  Gleichung  der  Linie  »t^  ist,  weil  sie  durch  den  Punkt  m 
gebf  und  senkrecht  auf  der  Sehne  MN  steht : 

Folglich  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  /: 

^  _  (y^— yi)(yg— yi)(^2— ^i)  +  (^g— a^i)^^'  +  (^—91)^^ 

{x*-x{){x^-a:i){y%'-yi)  +  (ya— yi)V  +  (^g— ^i)*yi 

Nwi'ist:  ' 

iji<=V^{(a;-a;0*+(y^yO*}> 

demfaek  »ach  Substitution  der  vorstehenden  Werthe: 

V'  j   {(y'— yi)  (ya— yi)  (^«— ^i) + (ya— yi)*(^i— a:')}*   1 
^  _       ^  +{(a^^-^i)(^2-^i)(ya-yi)  +  (^a-^i)»(yi-^0Pi* 
"•'  -  ~r         (^a-^i)^  +  (ya-yi)* 

Diese  Formel  reducirt  sich  nach  gehuriger  Transformation  auf 

._  CV~yi)(^i— ^^a)  +  (a?^-^i)(y2— yi) 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  folgt,  wenn  x"  und  y"  die  Coordinaten 
des  Punktes  R  bedeuten,  dass: 


•  ^'Siefa«  Drobisoht    Ueh«r  den  Begriff  des  Stetigen  und 
•eine  BeKlehinsrgea  avsi  Calcdl. 


T« 
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«  c    Cy" — .Vi)  (g|  -  --g«)  ^  (i^— a?i)  (yt'-yi ) 


Mithin   ist : 


t  .  I 


(y'-yi)(^— arä)  +  (o:'— «,)  (äf2 -yi>* 


Da  aber  nun ,  wie  sc^on  im  Archiv.  Tbl.  XXXf.  Nr,  XX VII.  S.  450. 
bestimmt  fForden,  .    . 

und 

80  ergiebt  sich  nach  Elimination  dieser  Werthe: 

ÄS 

mt 


Die  Voraussetzutig ,  dass  das  zu  bestimmende  Verhältniss  bei 
verschwindender  Sehne  aufgesucht  werden  soll^  nüthigt  aber  l}|^ 
kanntlichy  die  Punkte  lUy  m^  N  als  unendlich  nahe  an  einander 
liegend  zu  denken,  i^odurcb  es  ferner  muglich  wird,  die  Coordi- 
Daten  des  Punktes  m{x*yy*)  (Taf.  I.  F4g.  5.)  auch  durch 

zu  bezeichnen. 

Setzt  man  jetzt  diese  Werthe  in  die  vorstehende  Gleichung 
ein,  so  folgt: 


oder: 


i».  -   i  •- 


d.  i..  da  ^=/'(ai.): 

RS  '      '•'    *'  V     ,.  .  .    V,:.-  •  ;•    .••:.;.■:  ■>.»•. 


mt 


_     Aj^«)(a?,-a:t)-(ya-yi).'   ,         v     ■      '■ 


Es  isi  aber  nach  Obigem  erlaubt,  so  bald  die-Sehne  Jf^'f  od' 
endlich  klein,  die  Coordinaten  des  Punktes  m  anch  als  «riÄBl6< 
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fische   IVlittcl  zwischen  denen  der  Punkte^  M  und  JS  anzusehen, 
woraus  dann   —   viie .  a|is  der  F^S"^  erhellt  —  weiter  folgt,    dass 


d.  i. 


^i+^a 


ÖXi  =  — ^ —  . 

Die  Substitution  dieses  Werthes  liefert: 

RS  _  __2{A^2)(^a-^i)-(y2-yi)l 

d.i.,  weil  (Taf.  I.  Flg.  6.) : 


also 


ist: 


MithiD : 


ÄiS:iwe  =  2:  1, 
w.  z/b.  w. 


I     ; 


»-. 


D. 


1.  In  dem  Aufsatze  ThI.  XXXI.  Nr.  XXV  IL  und  in  der  vor- 
hergehenden j}r.  I.  habe  ich  einige  Gränzverhältnisse  hergeleitet, 
die  sehr  leicht  zu  neuen^    interessanten  Folgerungen  berechtigen. 

War  nehmlich  (Taf.  I.  Fig.  7.)  MN  Sehne  einer  beliebigen 
CuTve,  an  welche  man  die  Tangenten  ^Sf/^,  iVlZ  und  endlich  FfF 
parallel  zur  Chorde  MN  gezogen,  so  verhielt  sich  bei  der  Vor- 
aussetzung» dass  MN  unendlich  klein  wurde: 

^MRNiSeg.  MmN=:3:2,  (1) 

^Simt  =2:1,  (2) 

a/re*Mm:sLTc,Nm      =1:1.  (3) 

Hiefaus  ergiebt  sich  nun  zunächst,  da 

£iMRN:s= 5 — ,    j^MmN^ — öt — > 
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die  Proportion: 

A  l^RNx  A  MmN=i 2 ' 2 ^  RSimt, 

d.  i.^  weil 

/2S:»i<=:2:l 

ist: 

A  ^ÄiV:  A  ^wA"= 2 :  l.  (4) 

2.  Aus  der  Proportion 

^  MRN iSeg.  MmN^Zil 
erhellt,    dass 

.  »>#^mT     3. See.  MmN 
A  MRN= ^2 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (4)  ein,  so  folgt  ferner: 

2^ :  A  ^rnN  :=  2 : 1 , 

d.  L 

Seg.  ilfmiV:A^»»-^=4;3, 
oder: 

^ MmN iSeg.  Mm]S:=z3U,  (6) 

ein  Satz,  der  allerdings  schon  bei  der  Parabel  bewiesen  zu  wer- 
den pflegt,  hier  aber  aus  viel  allgemeineren  Gesichtspunkten  ab- 
geleitet worden. 

3.  Wie  aus  der  Figur  ersichtlich,   ist  auch 

A  MRN=^  Seg.  MmN-^  Fl.  ÄÄmiV  *). 

Demnach  geht  (1)  über  in 

Seg.  MmN+  Fl.  MRmNi Sfeg.  ilfiiiiV=:3:2. 

Aus  dieser  Proportion  folgt  dann  weiter: 

Fl.  MRmN.Z'-'l  =  A  üfüUVrS^eg.  JlfmiV:2. 

Also: 

tS.MRNiVlMRmN^Zi\  M 


')  Fl.  bedeutjBt  Fläche. 


.  p-i 


'.. ) 


und  ■• 

9^.  MmNiFlJiiRmN^^ih  (7) 

^  all 

Mi^ip  ergiebt  sich  auch  mit  Rucksiebt  auf  (4) :. 

2.^MmNiFlÄiRmN=S:l, 
d.  l 

^MmN:FlIi§RmN=3:2.  (8)   ^ 

4.    In  ähnlicher  Weise  lässt  sich 

Seg.  MmN=  üi  MmN  +  Seg.  Mnm  +  Seg.  moN 

aetsen,  vreshalb  die  Proportion  (5)  auch  die  Form 

/iMmN:JS.MmN+Seg.  Änm  +  Seg.  maN'sjzSiA 

annehmen  kann^   woraus  sich  dann  erglebt: 

Seg.  ]Unm+  Seg.  wioiV:4~ 3  =  ^  üfmiV: 3  =  Seg.  MmNU. 

Also:  / 

A  JfmiV:  Seg.  Jünm  +  Seg.  ?woiV=  3:1,  (9) 

und: 

Seg.  MmN:  Seg.  Mnm  +  Seg.  moiV=  4 : 1.  (10) 

Mithin  auch  mit  Bezugnahme  auf  (1): 

-^ — s : Seg.  Mnm  +  Seg.  moN=,  4:1 

oder : 

AAFi{jN::Sieg.  ilfttiti  +  8eg.»ioir=12:2=:6sl.  ,     (II) 

Nimmt  nkan  endlich  noch  anf  die  Proportion  (7)  Rücksicht»  so  folgt: 

3. Fl.  MRmNiSeg.  Mnm  +  Seg.  moN=z6:l, 
d.  i. 

Fl.  MRmNiSeg.  Mnm  |-Seg. fiioiV=:6:3=2:l.      (12) 

6.    Da  sich  verhält: 

^MRNi^MmN=2:l, 
so  gilt  auch  die  Proportion: 

iS,MRN'-ü,MmN:2—}=::JS.MRN:2:=:ä,MmN:}, 
d.  i.  einerseits: 

iiMBNiMmecküBrnNss^il.      ;  (13) 
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und  andererseits: 

A  WmNi  Viereck  MRmTf  =  \  :  1.  (14) 

Mit  Rücksicht  auf  die  bereits  feststehenden  Proportionen  ^^bht 
sich  dann  weiter: 

Seg.  MmNx  Viereck  MRmlS  =  4:3,  (19)  ^ 

ferner : 

Seg.  Mntn  +  Seg.  molS:  Viereck  MRmN=^l  :3,       (16) 

und  endlich: 

Fl .  MRmN :  Viereck  MRmN  =2:3.  (17) 

Vorstehende  einfache  und  eben  deshalb  recht  intere^säntö 
Relationen  5  die  sanirat  und  sonder^r  aus  den  Gränzverhältnissen 
(1)  und  (2)  hergeleitet  worden,  dürften  wohl  zu  weiteren  Unter- 
suchungen Veranlassung  geben  kennen.  - 


j  <■ 


i  ti 


VI. 


;  ^'*I.«« 


Delr  Fermat'sche  and  der  Wilson'acbe  Satz,  aus 
«iner  gemeinschaftlichen  Quelle  abgeleitet   .... 

# 

Von 

Herrn  Julius  ToeplitZy 

Lehrer  der  Mathematik   and   der  Natnrwissenschaften    hin    Gymnasiam 

zu  L  i  8  8  a« 


Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl  und 

/a:  =  (a:— 1)  (o:— 2)  (o: — 3) . . . .  (a: — p  + 1). 

Wir  versuchen  nun,    fx  nach   fallenden  Potenzen  von  x  zu  ent- 
ivickeln.    Alsdann  ist  offenbar:  .^ 


n*. 


n  .  cmus  füMrr  ff^mUnm^uiflUMeH  QmUe  oSe^eiM?  /      .  \  T^ 


iÜr^ldi«!  libng^DiKolifBcientefi»  ^i,  A^,  ....9  dp^^  ein  rckurrin^H)«*'. 
Geaetz  jui  findeö'i  setsseo  irrn'  x-fl  am  die:  SteHe  des  ^<    ^AisdanAi 

/(x  +  l)  =  T(a;-l)(x-2) ,. . .  (ar-p  +  2)  =  ^^^^~ 
oder 


Setzt  man  fSr  /(a?-|-l)  und  /d?  die  entspreebeDden   Entwickelun- 
gen^  so  kSmint: 

;  ••    (ar+I)rJ^i(^,+p).(ar+T)^-»  +  Ua+P^i)0»f'^«-*'        • 

Vergleichen  wir  auf  beiden  Seiten'  die  Ko^fBci<jfiliBb  Vcm  ücp, 
a?y-V  ^tPt?,  u.  s.w^,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichanp;^n : 


aligMeni::-i  =  -/:'!-!--  -  't^.^  •- 


•   1  •• 


i  > . » '•. 


•  l)(pr-g)»..(p-n^-l)    <p«-l)(p^2):...(f»~iH-l). .    .    , 
|.2.3..M(fi— l)n      ,  ;     1.2.3....(B-rl);  ^   '     f 4 


(I)  •    l-.t    ..■       ■,    .   ■>•.  •  ;!■■,   i 

„(jt— l)n  1.2.3....(B-rl);  ^^'■^',  j 

Diese  Rekorsionsformel  (I)  setzt  uns  in  den  Stand,  zn  beweisen, 
dass  die  Ko^ffleienten  Ai,  A^^*,..fAp^^  durch  p  theilbar  sind. 

Denn,  so  lange  »<p»  ist  derBlnomialkol^fficient^ '^t  o  ö       ' 


Id9  ToepUi%f   Btr  fetmarseke  u.  dsr.  WU$on':tsckeSui%,  etc. 

crine  ganze  Zahl  und  >  1,    und»    wie  bekannt,^  ducobi»  ifaeitbar. 
8etsen  wir  ffir  die  übrigen  vorkommenden  Binoiiiialkoäffiei€Dteii>> 
die  offenbar  ganze^-Zahlen  isind,  die  Abkürzungen  Kif  K^f^^^Km^ji^ 
so  erbält  unsere  Rekursionsformel  (I)  nach  einer  leicfafeB  Rediili*« 
tion  folgende  Form : 

(11) 

P(P  — 1)(P— 2)""(P— »  +  ^>        „  ,.,    g.  f.     ,^4  X 


. . . .  ±  ÜT «-rl  {An-X  +  pAnr-^)  ^pAn^X  =  0. 


y      t 


Wäre   nun  bewiesen,    dass  Ai^  A^ ,^n-a  durch  p   theilbar 

sind,  so  \^i%  der  blosse  Anblick  der  Formel  (11)^  dass  J^a^i  '^«-i 
ebenfalls  durch  p  theilbar  sein  muss.  Es  ist  aber  ATn-i  =sp — n  •{- 1 
nicht  durch  p  theilbar ;  folglich  muss  An-x  diirch^p  IbeiRMir  sein. 

Es  ist  ferner  Ai  ==     Vo      durch  p  theilbar;  fo%licli  sind  es  auch 

Also  haben  wir  gefundeiit  dass 

(a:— l)(:r— 2)(a?— 3) .... (x -^p  +  l)»arP-*  +  -dlp-i  {moi.p^\. 

Da  nun  ^p.i=:1.2.3....(j9 — 1)»   so  haben  wir  den  Jjehrsate: 

99 Wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  Ist,  so  ist  fSr  jedfk 
ganze  Zahl  x:  .      -         ^       i-j 

(a:-l)(ar-2)....(ar-^  +  l)=a*-H1.2.3....(p-l)  {mfd. g^V^^ 

Der  Wilson'sche  Satz.    Setzen  wir  a;^:!,  so  kdmmtr 

0=1  + 1.2.3....  (p—1)  {mod.p}. 

Der  Fermat'sche  Satz.    Durch  den  eben  gefundenen  Wif*. 
son'schen  Lehrsatz  bekömmt  der  obige  folgende  Form: 


(a?^l)(«:— ^*...{a?-i-i»+l)g?«P-*-l  |moi|fl^j. ,; 


4  .     .' 


Ist  also  a?^l,  2/3»....,  p—1  {mod./iK  so  wird  einer  der  Fak- 
toren  def  linke»  Seite  ^0{mod.p\y  also  ist  a^^daim:      ;      ^\ 

ajP-*  — 1^0  Imod. |i). 


■  ■•    ^  y.'. '. 
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VII. 


Zur  Theorie  der  dreiseitigen  Pyramide^    Nach  einem 
Vortrage  des  Herrn  Professor  Joachimsthal 


rodigirt  ton 

Herrn  H.  Lierse.mann 

in    Breslau*). 


I  •  • 


L^emma  1.     Projicirt*^)   man  einen    Winkel    Imn  auf  eine 
darch  nm  gelegte  Ebene,  so  i^t  die  Projection  Pmn  diese«  Wia«; 
kele  zugleich  mit  dem  Winkel  Imn  ein  rechter,  und  umgekehrt. 

Da  durch  parallele  Verschiebung  alle  WinkelverhältillsiEie  zwi- 
eclien  Linien  und   Ebenen  ungeändert  bleiben ,   so  ergiebt  sich 

hieraus  folgendes: 

■ '  ■  ■  '  ■-  ^ 

Lemma  2.     Projicirt  man    zwei  Gerade    auf    eine   Ebene, 

welche  der  einen  von  Ihnen  parallel  ist,  so  sind  die  Projectionen 

auf  ebander  senkrecht,  wenn  die  Geraden  es  sind,  und  umgekehrt* 

Mittelst  dieser  Hilfssätze  lassen  sich  unter  andern  die  Be- 
weise der  in  diesem  Journal  Theil  XXXI.  Seite  41«  über  das 
irreguläre  Tetraeder  mitgetheilten  Sätze  übersichtlich  darstellen. 
Als  Beispiel  wählen  wir  den 

Satz.    Stehen  in  einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar  ge- 


*)  Herr  Lieraemann  achreibt  mir:  „das«  die  VeroffenÜichung 
dieaee  Anfcatiea  mit  BewIUignng  and  auf  Anregung  dea  Herrn  Pro- 
feaaer  Joachim athal  in  Brealau  geachehe«  0.  " 

*0  Unter  Pi«|ecllenen  werden  hier  iftimer  rechtwinklige  ▼erati^dn; 
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genüberstebender  Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  stebt  auch  das 
dritte  Paar  gegenüberstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht. 

Es  sei  (Taf.  I.  Fig.  8.)  BCD  die  Grundfläche  des  Tetraeders, 
dessen  Spitze  A  in  a  projicirt  wird.  Setzen  vrir  voraus,  dass 
BAJ_DC,  CA\_DB  stehe,  so  folgt  mit  Hilfe  der  obigen  Lemmata, 
dass  die  Projectionen  J[^aX^^>  Ca\_DB  sind.  Aa  und  Ca  sind 
folglich  zvrei  Hüben  des  Dr^necks  BCD,  und  a  der  Höbenpunkt, 
d.  b.  der  Durcbschiiittspunkt  der  Hüben  des  Dreiecks  BCD.  Die 
Projection  der  dritten  Seitenkante,  nämlich  Da,  ist  folglich,  weil 
sie  durch  den  Höhenpunkt  a  gebt,  die  dritte  Höhe  des  Dreiecks 
BCD,  und  somit  JiBC.    Daraus  folgt  aber,   dass  DA\_BC  ist. 

Z  u  s  ftt z.  Denkt :  man  sich  in  einer  beliebigen  Kog^  ^  Rai|^ 
gezogen,  welche  den  sechs  Kanten  der  im  vorhergehenden  Satze 
betrachteten  Pjnramiden  reeip.  parallel  sind,  «a' liegen '|e' dreh' von 
ihnen  in  einer  £bene,  d.  b.  in  einem  grössten  Kagelkreise.  Die 
sechs  Schnittpunkte  der  Radien  in  die  Kugel  sind  also  die  Eck* 
punkte  eines  vollständigen  Kugelvijerseits  (Taf.  I.  Fig.  9.),  dessen 
Diagonalen  Quadranten  sind,  weil  die  Schenkel  ihrer  Centriwinkel, 
als  den  drei  Paar  gegenfiberstehender  Kanten  der  Pyramide  pa- 
rallel, auf  einander  senkrecht  sind.  Der  obige  Satz  ergiebt  also 
für  dieses  sphärische  Vierseit  folgenden  Satz: 

^     Wenn  in  einem  vollständigen  sphärischen  Vieriseit  :^el  'Dia- 
gonalen Quadranten  sitid;  so  ist  auch  die  dritte  ein  Qiia4rantl'|-'^ 

Durch  Polarisation  erhält  man  hieraus  den  Satz: 


'•  •  1 


Wenn  in  einem  vollständigen  Kugelviereck  swei  Pa<^r  jl 
selten  auf  einander  senkrecht  sind ,  so  ist  auch  das  diitte  Pa^ 
Gegenseiten  senkrecht  auf  einander  (Taf.  I.  Fig.  10.). 

.  Drei  E<;ken  des  Vierecks;  z.  B.  J,  jff,  C  (Taf.  I.  Fig.  10«.) 
lrildeu,ein>  Dceieck,  dessen  H<iheo  die  Verbindndgsbogen  dieser 
drei  Ecken  mit  der  vierten  Dsind,  also  durch  einen  Punkt  gehen; 
und  man  kann  daher  dem  letzten  Satze  auch  folgende  bekannte 
Form  geben: 

i:  .        :.-  •    »      .  •  .  ■     ■'        • 

Die  drei  Höhen  eines  sphärischen  Dreieclor  schnöideii'sidi 
in  einem  Punkte. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  man  den  oben  bewiesenen  Lehr* 
0atz  auch  dadurch  hätte  beweisen  können,  dass  man,  von  dem 
Satze  fürs  Kugeldreieck  ausgehend,  durch  Polarisation  den  SaIss 
f&rs  vollständige  Vierseit  ^uf  der  Kugel  ableitete  und  von  diesem 
zu  iJLtm  Satze,  fiber.  die  dreiseitige  Pyramide  gelangte. 
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AnweodBog  der  beiclea  Lemmata  anf  die.  Qbrigeii  an  an* 
gegdl^isiieil  Orte  änfgestellten  Sätze  möge  hier  äb0rgaagen  irer« 
deii.:{  Wichtig  ist  noch  die  AnweäduQg  deraelh#n;.aaf  deii:  vofi 
S-teine«  angegebenen 

Satz.    Die  vier    Höhenperpendikel  eines   beliebigen  'ttthih» 

dm  Ke^eö  auf -MiietD  einfachen  flyperboloide« 

'    .  .  '      ''  . 

.  .  Es  sei  (Taf.  I.  Flg.  II.)  BCD  die  Grandfläche,  auf  welehe  in 
a  die  Spitze  des  Tetraeders  projicirt  sei.  Alsdann  pVojicireD 
sich  nach  unsern  Lemmatis  die  drei  Höhen,  welche  von  B,  C,  B 
a«f .  die  gegenübersteheoden:  Se^nfläcbeo  gefallt  iwierdeM,  auf  die 
Pläohe  BCD  in  den  drei  Höhen  dieses  Dreiecks;  denn  z.  B*  die 
ro^^'0'9M(ABD  gefällte  flöhe  steht  atif  jeder  Geraden  der  Ebene 
ABDy  alsc^aiicb  %vLtBD.  senkrecht,  udd  somit  ftaeb  ibr/aPreji^t^a 
attf  BB.  Diese  Projectiooen  liobneiden  sich,  foiglieh  im  H^hefit 
pmikte  a.  Errichtet  man  daher  in  diesem  Punkte  «  ein  :Perpi^llr. 
dibd,  8d  echBeidet  es  die  drei  Höhen  des  Tetraeders,, welche  vjqa 
B^iCi  DwoB  gefällt  werden,  und  ist  d^r  vierten  von  A  aus  gefiUItoii^ 
paimUfel,  schneidet  sie  also  ebenfalls,  indem-,  man  unter  Schaeideq^ 
zweier  linien  im  Allgemeinen  versteht,  dass  sie  nicht  winds^e^ 
sind,  -sondem  In  einer  Ebene  liegen.  Das  Perpendikel,  Im  Höihen» 
punkt  des.  Dreiecks  ^C/>  auf  dem  Dreieck 'errichtet,  schneidet 
folglich  alle  viet  .Höhenperpendikel  des  Tetraeders.  Dasselbe  gili 
natürlich  auch  von  den  Perpendikeln,  welche  auf  deit  Seitenflächen 
des  Tetraeders  .in  deren  Höhepunkten  errichtet  werden,,  und  wir 
haben  somit  zwei  solche  Systeme  von  vier  Linien,  dass  jede 
Linie  des  einen  Systems  alle  vier  des  andern  schneidet.  Diese 
beiden  Qnatemionen  von  Linien  liegen  somit  auf  einem  .einfac^ff^^ 
Hyperboloide:  und  zwar  gehört  die  eine  Quaternion  dem  einen 
Systeme  der  Geraden,  die  andere  dem  andern.  Systeme  der  Gera- 
den des  Hyperboloids  an. 


Anmerkung.  Dieser  Satz  findet  süüh  von  Steiner  its^ix 
ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  und  in  seiner  „Ab* 
Bangigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.  (Berl^in  1832)'' 
aof  Seite  316  ausgesprochen:  an  der  zweiten  Stelle  verbefsert 
zdgielch  Steiner  die  von  ihm  an  der  ersten  geroachte  Irrige« AP'^^ 
gab^  befreiFs  der  Modifieationen  dieses  Satzes  för  d^n'  Fall,  das«, 
zwei'  oder  drei  Höhenperpendikd'  ^es  TlBtraeders  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Der  vier  in  den  Höhenpunktlsn' der  Tetraeder* 
flächen  auf  diese  ierrichteten  Lethe  thnt  der'  Steinf^r'sche  Satn 
k^ine  Erwähnung.  *  ' 

•  « 

Hieran  schliesst  sich  ein  Satz,  welchep  Prof.  JoacbimstbaJL-. 
über  die  Lage  iolgender  drei  Punkte  gefwden  hatr  den.lifittel?:. 
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pankfes  der  dem  Tetraeder  umAcfariebeneD  Kaget,  des  Schwer- 
ptmktes  des  Tetraeders  und  seines  hyperboloidiscben^  Mittelpunk- 
tes (d.  h.  des  Mihelpunktes  desjesigen  einfachen  Hyperboloides, 
auf  welchem  die  Hoben  des  Tetraeders  liegen).  Dieser  Sats 
lautet:- 

Der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umschriebeaen  Kugel,  der 
Schwerpunkt  und  der  hyperbololdiscbe  Mittelpunkt  desselben  lie- 
gen In  einer  Geraden,  und  zwar  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte 
syrischen  den  beiden  andern. 

'  Bezeichnet  man  den  Mittelpanl(t  der  Kugel  mit  £»  den  Schwer* 
punkt  des  irregulären  Tetraeders  mit  S,  und  seinen  byperboloi« 
dischen  Mittelpunkt  mit  P,  und  die  Projeclionen  dieser  Punkte 
Mf  eine  der  Seitenflächen  des  Tetraeders,  z.  B.  auf  BCD  (Taf.  I. 
Flg.  12.)  mit  ki  t,  p,  so  ist  zunächst  p  der  Mittelpunkt  der  Ger»« 
den,  welche  die  Projection  der  Spitze  A  auf  BCD  mit  dem  H^ 
RÜMpunkte  a  dieses  Dreiecks  verbindet '^).  Femer  Ist  k  der  Mit* 
telpunkt  des  dem  Dreieck  BCD  umschriebenen  Kruses.  *Um 
endlich  die  Lage  von  s  zu  finden,  bestimme  man  den  Schwerpunkt 
6  des  Dreiecks  BCD  (welcher  nach  dem  Guler  sehen  Satze  6ber 
die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  in  einer  Geraden  mit  a 
und  A  und  so  zwischen  ihnen  liegt,  dass  atf  =  2.(iA;  ist),  verbinde 
diesen  Punkt  mit  der  Projection  a  der  Spitze  A  auf  BCD  und 
theile  diese  Gerade  so,  dass  a5==3.itf  ist.  Dann  ist  s  die  ge- 
suchte Projection  des  Schwerpunktes  S  auf  BCD,  weil  S  auf  der 
Geraden  cA  liegt,  so  dass  AS =9.  S6  ist.  Man  hat  nun  im  Dreieck 
tftfa,  wenn  man  nach  der  Theorie  von  MOblus  die  Vorzeichen 
berücksichtigt: 

CK  as  *       ap 

und  folgUcb  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen: 


*)  Denn  da«  Hohenperpendiktl  Aa  de«  -Tetraeder«  ict  parallel  der  in 
«  saf  BCD  errichteten  Senkrechteo,  and  liegt  mit  ihr  auf  dem  bekann- 
ten Hyperboloid«.  Legt  man  daher  in  der  Mitte  zwischen  diecan  beiden 
Geraden  eine  Parallele  sa  beiden  hindnrcb,  so  liegt  diese  auf  dem  Aeym- 
ptotenkegel  de«  eiofathen  Hyperboloide«,  welche«  die  Höhen  de«  Te« 
tmeder«  enthält,  worüber  manSteiner«  „Abhängigkeit  geome- 
trischer Geetalten  etc.*'  Seite  198.  Anmerkung,  vergleiche.  Der 
Punkt,  in  welchem  diese  Seit«  des  Asyroptotenkegels  die  Fläche  BCD 
trifft,  ist  folglich  die  Projection  des  Mittelpunkte«  die«e«  Kegel«,  d.h. 
des  hyi^rboloidiMshen  flfittelpnaktes  dee  Teteaeden  anf  dieie  Fl&che  ^C/^. 


s^^i^äemmmn^-  2^  Tä^or^  am-  dMMUjfüt  r^nmklm     ]ll 


■>ii."    ♦ 


« .- 


"'ih      / 


'   tt  :/»  •.■■■»   # 


•J'.'    1.. 


,(^jf  J^i|cii>^^l,ÜfQkebrqBp  d^  Ptpt.einkUclien  tehr8atzes"W<|i|»s 
IIW<  f^^lfffil^P^  P.^  eine  ^eradeiU^  ]ilan  liat  «ornif  r^fn^^^ 
iflkifPü'^^P^^  Wt  ■^i^M^^jP  Ptole maischen  Lehrsatze  Sie  Gjei* 


i  •  -  t 


aa.pa.ks       .  , 
•        — ^ — #::  =  +  *» 

aa.ps.K6 


*      •    •  ■ 


'  •  •*  %\  «• 


und  folglich: 


\ 


Es  liegen  folglieb  die  Projeetionen  der  drel.P«i|kte  K,  S,  I? 
ftof  diese  Sdtenflä'che  des  Tetraeders  in  einer  Geraden  und  zwar 
die  ProjectioB  ton  S  mitten^wiscben  den  beiden  andern.  Die- 
selbe Bezieboog  gilt  seibstversllkuUich.  a.iieb  fiir  die^  Projectionen 
dieser  drei  Punkte  aaf  die  andern  SeitenflScbdn  -  und  somit  auch 
iBr  die  d^f4  gefiannten  Punkte  selbst 


«.»wi  t*I  ^  >;   :; . ,.-. 


-.\.~. 


tt 


■*b    .\:i       \'r{.-:f\-'li\  .^ 


vm. 


Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Dur  ige 
in  Thefl  XXX.  Nq.  XIX.  dieses  Archivs. 

Von 

Herrn  Dociov  Lottner\ 
OberlehriBr  an  diir  hmliis€hat]&  cir  Li|»p«tadt 


In  dem  genannten  Aufsätze  hat  Herr  Durdge  4en  liVgeii* 
dre'schen  3at?fr 


n»-- j(n—l)»+-^j-^(n *- 2)» --.... ==1.2.3.. ..n 


(n  «ine  gssz«^  fiosMr»  JhiM) 


j  ^i*.     '.'        i J* 


""  j'/;i^)j 


auf  eine  Art  bewiesen,  bei  welcher  sicii  ergiebt»  dass  die  Reihe 
verschwindet,  wenn  die  Exponenten  der  Grössen  n,  n— 1,  tt— 2.... 
kleiner  als  n  sind.  Dabei  Qndet  der  Herr  Verfasser  auch  die 
Summe  der  Reibe,  wenn  der  gedachte  *dponent 'die  Zähl  n  um 
I  oder  2  fibertriÖt,  ffigt  aber  hinzu,  dass  fSr  hjihei'cf  Pbtenzi^tt 
cneselbe  sich  nicht  einfach  aussprechien  lasse.  Idtf  vHlt  d^AfSb 
kurz  angeben,  wie  man  zu  einer  gesetzmässigen  Darstellabg  j^ 
langen  kann. 

Es  ist 

•=**  tt       na 

1)  2  ii«cosiii=s2"cos"QCOS-ö* 

Hieraus  ergiebt  sich  dureh  Diffierenziatio»  v 

u        na. 


■    • 


■9=(0 


cffP .  (Cos^^r  COS  -ft-) 


(^  })P  £  fi.»^tios*cf=2«  ^^ 


2) 

^^                            <Pp+^  .  (cos«|  cos  ^ 
f  (-I)P+i^^i,.,«P+isin,«=5if 3^^jj:p: 

Die  angedeuteten  Differenziationen  lassen   sich  sehe   leicht  aas- 
fOhren,  wenn  man  bedenkt,  dass 

2«cos«|  cos  ~  =  1[(1  +  c««)"  +  (1  —  e-««)»]. 

Es  seien  nun  /?i(^),  /?2(*) ;...  ?»(*>....  CoefBcienten«    die  den 
Gleichungen 


-»■■!•  ... 


3) 


7  /?,(»+»)=:  Ä+ft«, 

ft,(*+»)=  (Ä_  2)  !?,(*) +  ft(*). 

.1 

ftt_i)CM-i)a=2/J*_»(*)  +  |JK.iW,        • 
/Jt(»4-i)=:p4_i(*), 

and/olglkh  der  Gleichang       ..  ., 

4)      (Ä-1)! A(H^»— (A-2)! /3i(*+i)  +  (4-3)!  /J,(H-»)  +'.:..  '      ^ 

genfigen,  wobei  zu  bMaorkep*.  dass  ß^)ssl,  ßt'f^ssO;  so  wird: 


^>,-.\^'\  -\^  ^fti  flMMo^ :VMd^  MT«  lilfei^'ireAMi    .  ^^Vi\\r^^  ^ng 


0— 'flp 

2  «ti^co6ia=«(n-,^).^M(n-T--S5p,+  l)2«-«Pcos«-*P?co8(«+2j9)| 
+ ....  +  ß^^^i^P)  n  («  - 1)  2»-«  CO««-«  ^  cos  (n + 2)  5 


+  jfep-i  (^)  n2«'-*  cos  «-1 2  cos  (n  +1)  ,^ 

.■  •         •  • 

'^  w«**i»+isin*a==n(n-l)....(»-2j»)2»-ap-icö8«-*P+i|8ln(w+2/i+l)| 
+  ft  (2p+i) «  (n— 1)  ^ . . .  (n  -  2p  + 1)  2«-*P  cos«-^  gsin  (« +2p)  ^ 

+  ....  + /^2p(«p4^ihi2»-i  cos«-i  Isin  (n  + 1)| . 

Diese  Formeln  können  jedoch   liür  gebraucht  werden ,   wdnn  ^2p 
und  2p  -f  1  die  Zahl  n  nicht  .übertrifft.    Im  andern  Falle  hat  man : 

])    n  +  m  eine  gerade  Zahl. 
"]S  «.5«+»*fcos*a  =  n(n--l)....l/?m(«+"^co82nS  '' 


t=l 


+  2.n(n .—  !)....  2./Jm+i(*+'")cos(2«  —  l)2Cos  ^ 
7)  ^  +|2«»(n— l)....3/Jm+2("+«»)cos(2n— 2)|cos*|+  .. 


a      :  -« 


. . . . + 2»-«  /?m+«-a('»+'")  n  (n  - 1)  cos  (n  +2)  j  cos"-«  ^ 

+  /?n+m-l(«-H»)2«-lcos(w  +  l)|cos«-l  a- 

2)    n  -f  m  eine  ungerade  Zahl. 
E  nt*»»+»»sin*a  =  n(n— l)....lj?m('»+'")sin2»^ 


Of  o 


i  .1     .         ^ 


+  2.n(n  —  I) ....  2./5«+i("+"")sin(2»  — 1)2^®®  J 


•  «)  <       5  jf:^n(n—}) . . . .3/J„,+2(«4^) sin (2n~2)?co8*^ 

■•   •:•!  v^%  --u-  •  .  •    r   :      ..     :   i-      .  ..2...'-.  ^ 

+  .* . '.'.  2»-'»  /?„4.,„_a(Äi+w)  n  (n — 1)  sin  (w  +  2)  g  cos«-«  ^ 
+  2»-*  n .  iJ»+i-i(l^+*)  sin  (n  +  1)  g  cos«-^  ^ ' 
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Um  DUD  die  verlangte  Summe  zu  finden,  setze  man: 
*  a)    wenn  Ä<*r 

in  5)  u^n,   und  erhält,   weil  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
-■.-.-  ^       .■«■'.•  *       -■■■',". 

mit  cos IV  behaftet  sind: 

b)  wenn^A:=n9 
so  erglebt  sich  ans  (7) : 

■  ^  v '       ■         ■       • 

welches  der  Legendre'scbe  Satz  ist;  . 

-     .  i 

c)  wenn  A;  >  w : 


-    -   »^1 


•=i  .■.■■.■,...■■■ 

welches  die  verlangte  allgemeine  Relation  ist. 

Zur  successiven  Berechnung  der  j9  genügen  die  Gleichungen 

3)  und  4)  vollständig«. 

/ 

Nebenbei  erhält  man  auch,  wenn  ^<n: 

12)  *Z*n.**=n(n— l)(w-' 2)....  (n-A  + 1)2«-* 
«=1 

+n(n-.  l)....(n-Ä+2)2«-*+iftW+n(ii  — 1)...  (w-)t+3)2«-H«jJ^(*) 

+  . . . .  +n(n— 1)2«-« /?it-2W  +  n2«/?*-i(*), 

13)  2?  w,*«+n«=n(n-l)....iJ(m+n)*»+2n(«— l)....2j?»4-i<"»+") 
f =1 

+  2*n(n—  1)  . . . .  3/Jm+2("»+»)  +  ....+  w2«-i/5m+n-i("'+«>* 

Käme  es  bloss  darauf  an,  die  Legendre'sche Relation  und 
das  Versehwinden  der  Summe,  falls  die  Exponenten  kleiner  als 
n  sind,  zn  beweisen,  so  Hesse  sich  dies  leicht  aus  der  Eigen- 
schaft des  Binomial-Coefficienten  ableiten.    Es  ist  stets 

(n  +  l)f= —j-it«-i  =  ~y~  {(«  + I)# -lt.). 


fn  TkM  W^  Pia.  xa.  äi0U9  AreJUn.  'US 

MöltipUcirt  man  dieise  Giekhung  mit  «r  und  Udst  s  alk^LWerthe 
von  }  bis  Qo  aiinehii60/  addirt  und  setzt  fOr  »t4- 1  elntaefid,  so  ist 


■'•■■.■  t     . . , .  ■ 


14)  .    ..    .      . 

•  =  1  «=1  f=cl 

'  ■  r  '  '  ■      ■  n  ' 

Wenn  p  =  1 »    so  folgt  daraas : 

^^(-l)«+in.i=:n(n ij-^-^+....)— «(n— 1— i — j^ — '-+....) 

=  n{l— (I  — 1)»— 1  +  (1-1)*-M  =  0. 
Eb€p^to,  scilliesst  ipan: 

JS(-  ^4i n.*«  =  n2;X— iy+^ »•  *  -  w-2?(—  !)•+>  (n  - 1),*  =<)•  • 


Wena,  man  auf  diese  Weise  fortschreilet,  so  siebt  inAn,..dass  4i9> 
fraglichen  Reihen  immer  Null  werden»  so  lange  der  Exponent  j», 
kleiner  als  die  Zahlfijst*    Wird  n=:p,  so  folgt  mit  Berficksich- 

tignng  dieser  Eigenschaft;  aus  13): 

■  .  ..    t 

Däfaas  siibRemt  man  :        > 

t  ■  •  . 

A'»)=(-i)'«(»-i)/i:«-2).  ,   •  .„ 

und  allgemein 

f(n)  =  (—1)«+!.  1 .2.3 ....  nfO). 

D^/][I)=:I  ist,  so  ist  auch' hierdurch  der  Legendre'sche  Satz 
bewiesen. 


> '". 


Nachschrift   des   Herausgebers   zu    der  vorhergehenden 

-  Abhandlung.  ^ 

Die  vorhergehende  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Lettner 
und  die  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Dur^ge  in  Tbl.  XXX. 
Nr.  XIX.  veranlassen  mich ,  an  eine  von  mir  schon  vor  sechs  und 
dreissig  Jahren  in  meinen  »^Mathematischen  Abhandlungen. 
Erste  Samminng.  Altena.  1822.  4».  S.  67— S.^.^'  veröf- 
fentlichte Abhandlung  zu  erinnern»  In  welcher  ich  die  Reihen  von 
der  Form  .  ,=  . 


Ußi  Lotiner:   RMmerkuuffs-m ^dm<iAti6mtu:  4^  fimrn  Durege 


den   Mathematikern   empfohlen    hat,    einer    ausführlichen   Unter- 
snchnng  unterzogen  habe.  ^ 

'    M  ^eser  A^ta^.^tfgr  tn  welcher'  trfi  «e  obig^  '^felblb-Air A 
iV  bezeichne,   habe  ich  auf  yerschiedene  ^rten  bewiesen,   dass    . 

m 

iV=0    für    ?»-<;ii.;  ^     , 


/ 

WV 


ferner,   dass  i  , . 

'ff  =Y.  2. 3 . .'. . «  fet  -»rt = 1 1    • 


und  habe  dann  auch  eine  allgemeine  Methode;;  die  öMgetiT  RMIfc^i' 
in   de«.  Fällen,,  wo  m'^n  ist»   zu  suv^niren,   e«twickeU.    Nach 
dieser  Methode  habe  ich  eine  grössere  Anzahl  von  Summen  be- 
rdi^rt'(0f ;''we(eM  lilü^lm*  F(^ndett.  angeben  'ivitt,  >^fndem  ii»h'  M^l 
wle'j'^tet  gewWitallchi  ''■  •-  •-  '■  ■•^  '         *  '=  ^i..  Vi  :....  '.w!:  ;,i'i 


nk 


«Citren  Werde,  wog^geii'lc^  in  mefiter'bben  ang^ltilift^ni^Chi^ 
lung  noch  die  ältere  Hindenburg'sche  BezeU^hp,^^  ißt/^j^ 
mial-Coefficienten  gejliraucbt  .habe*  yyiß  es  in  damaliger  Zeit  noch 
gewöhnlich  war.  r*        ;    -.       y-r     ^ 

gg  |g|  iiu.v^iii;   l;:ju 


xV  =  J.2.3.... w .     I  ^ — 


:-s'ji »'  .*; 


Femer  ist 


^      iv  =  l.2.3....n.t3i(ji+3)4— 2.(«  + 


■'.  .1  / 


2),| 
oder 

-^   •  X*  SS  I»  jg.q»,  i,.lt..r».       i"o'q'   ''    *  "^ — •- 

Ferner  ist 


.•!> 


,;;,.,  "^  =1.2.3.... nllS.(n  +  6),-20.(a+4)j  +  6.^+3).i  -ir,.; 
oder  ' "      !■  '< 

"P-ttt       „"(»  +  »)   n(n-H)(»+2)(n  +  3) 
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SetMn  wir  nun  d^r  KStm  wegeo  1.2.3«..NtBn!,  so  ist  weiter: 

■^ssnfaiOS.Cn+T),  -  2I0.(n  +  6),  +  130.(«+5)b-^.(«+43,). 

'^=^.{945.(n+%o-25a0.(»+8),+2380.(n+7)a 

—  924.  (n + 6), + 120.  (« +6)e 

"^Äi»!.{10396.(»  + 11),,— 34650. (n  +  10)„  +  44100.(n +  91,0  ) 

-  26432 .  (n + 8), + 7308 .  (n + 7)a —720.  (n + 6)r  (  ' 

*y^n\.\  13SI35.  (n+13),«-  540540.  (n-M2),s + 866250.  {n^lVht ) 
—705320.(n+10)ii -1-303660. (n-|-9),o-64224.(n4-8),  |  • 

+  5040.(n  +  7),) 

"i&'äsiiI.t2027025.(fi-fI5)„-9459450.(n-M4)u-fl8288270.(ti-fl3),«| 

—  18858840.(n+ 1^1,-1-11098780. (n  +  ll)i,  /' 

-  3678840.  (ii-|-10)i,4-«a2376.(ii-|-9),o— 40320. 

"^  ssul.t  34459425.  (n-l- 17},,  - 183783600.  (n -f  16),r 

+416215800.(n -H 15),, —520059540.  (n  + 14),, 
•f  389449060.(n-^  13),«— 177331440.(n  -f- 12),, 
447324376.(n-fll)„-6636960.(n-|-l0)„-f362880.(n-)-9),o! 

AiUMier  diesen  Summationen  habe  ich  in  der  angefvlhrten  Ab* 
bandluDg  noch  eine  grosse  AnasaM  nerkwQrdiger  Relationen  zwi* 
sehen  den  obigen  Reihen  entwickelt,  die  sich  natfirlich  hier  nicht 
alle  anf&bren  lassen.  Jedoch  will  ich  mir  erlauben ,  auf  den  fol- 
genden, in  §•  19.  bewiesenen  Satz  aufmerksam  zu  machen: 

Es  ist  immer: 

-1 


l.^«3.«..m  "^  I....j»*l....(m— p)  "*"  l....(p  +  l)'l....(iii-^';P— 1) 

,         P  Q 

"*'l..,.(p+2)*l....(m— |i-*3) 
u.  s.  w. 

+  l....(m— 9— J)V(l.^,(y-fl) 
wobei  ich  nur  bemeifce,  dass  a.  a.  O.  /"  statt  Q  steht 
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Endlich  ist  die  in  dieser  Abhandlung  gegebene  ansfBhrliche 


m 


Theorie  der  Reihen  N,  in  Verbindung  mit  anderen,  analytischen 
Sätzen  9  zur  Entwickelung  einer  grosseren  Anzahl  independenter 
Formeln  fiir  die  Bernoulli'schen  Zahlen  benutzt  worden,  woraus 
sich  dann  zugleich  wieder  neue  Relationen  zwischen  den  Reilien 

Nf  und  auch  zwischen  den  Reihen  von  der  Form 

öiii-.(n+lX.(m— l)i»+(n  +  l)a.(m— 2)«....±(ii  +  l)«-i.l«, 

•  '  ■       * 

m 

die  durch  [n]  bezeichnet  worden  sind,  ergeben  haben.  So  ist 
zl  6*4  um  nur  einen  Satz  anzuführen,    immer 

12  3  4  2tt— }  2n 

[2n]  -  r2nj  +  [2n]  -  [2w]  +....  +  [2n]  —  [2n]  =  0. 


Sfisceilen. 


Von.  dem  Herausgeber. 


••*. 


1 .} 


•;: 


.'!■. 


In  der  „Ebenen  Trigonometrie  und  elementaren 
Stereometrie  von  Dr.  B.  Fäaux,  Oberlehrer  am  Gymna* 
Slam  2u  Paderborn.  Paderborn.  1857.  S.  136.*'  findet  sich 
f&r.den,  der  Berechnung  des  Flächeninhalts  des  sphärische»  Drei- 
ecks zu  Grunde  liegenden  Satz :  dass  ein  sphärisches  Drei* 
eck  und  sein  symmetrisch  liegendes  Scheiteldreieck 
gleiche  Flächenräume  haben,  der  folgende  Beweis,  wel- 
cher in  dieser,  für  den  unmittelbaren  Gebrauch  zu  der  erwähnten 
Flächen -Bestimmung  des  sphärischen  Dreiecks  zweckmässigen 
Form  wenigstens  mir  noch  nicht  bekannt  gewesen  ist,  womit 
aber  keineswegs  gesagt  sein  soll,  dass  er  sich  nicht  Tielleicht 
schon  in  anderen  Büchern  findet.  Weil  ich  aber  glaube,  dass  er 
verdient,  bei'm  Unterrichte  vorzugsweise  benutzt  zu  werden,  so 
theile  ich  ihn  im  Folgenden  in  der  Kürze  mit,  indem  ich  ein  Paar 
mir  eigenthümliehe  Betrachtungen  voraossqhicke. 


mteeüen.  tUQ 

'     L'   Zvrij4   gUicbre  Seifen  Kiibende  sphfrrUdbe  Drei- 

%^^k^ABCyixtkAA*B*&s    in  den^n    die   gieiebeD  Seiten 

A^idJtBUBC^B^C^,    CA^C'A'  In  gleicher  Ordnasg 

uffd'Folge  liegen,   kclnnen  jederzeit  zur  Deckung   ge- 

*Aräe4it  werden  nnd  haben   daher  jederzeit  gieUh^iFli»- 

•bhen^i^laroe.  •■•  ■•  •  »  ..;:,! 

Det  Mittelpmikt  'äer  Kugel  sei    O.  Weil  nach   der  TorMe- 

scitzüng    '  .     •    '••  '*^      ■•.    {\^*\ 

''•^-       ABs2AfB\    BC^B^a,  CA^C*Ar         .   .../. 

ietr-'iso.lst              ■   *  ■  ■  "               •'  '■  '     .  ■  :,    :\ 

^ÄOB^^ÄiOB',  ^BOC=^B'OC'.   AQ0A-^C'Ö4\. 

TTun  lege  man  OABC  und  OA^B^C  so  auf  einander,  dass  die 
gleickeÄ  Winkel  AOB.  und  A'OB'  sich  d^fcen,  so  däss  "A  tond 
A'.^B  und  Jff'  ^uf  einander  falleb,  und  C  und  C*  iauf '  ein^r  Wd 
derselben  Seite 'der  genieinscbaßlich^n  ßbene  der  Winkel  AOB 
und  A*OB^  zu'liegen  kommen,  was  offenbar  mSglich  ist.  Dann 
lege  man  durch  in, gleichem  Sinne  vorgenommene  Drehungen' um 
Ö^  oder  O^^  und  Oiß  oder  OB'  die  gleichen  Winkel  ^OC  und 
A'Ö&,^  B0C  und  B'Oa  in  die  gemeibschamiche  Ebene  der 
Winker  JOiB  und  ^^ OS'  nieder,  so  müssen  offenbar  die  Wib^ 
kel^ OC  und  A^OC*,  BOC  und  B'OC  in  dieser  Ebene  sich 
decken.  Reconstruirt  man  nun  aber  durch  ruckgängige  Drehungen 
der  vorstehenden  Winkel  die  den  gegebenen  sphärischen  DreU 
ecken  am  Mittelpunkte  der  Kugel  entsprechenden  dreiseitigen 
körperlichen  Ecken  wieder,  so  ist  ganz  klar,  dass  diese  Ecken 
auf  gabz  gleiche  Weise  entstehen  oder  dass  eigentlich  nur  eine 
einzige' Ecke  entsteht,  woraus  sich  der  zu  beweisende  Satz  gatui 
uAthlttelbar  und  gan^  von  selbst  ergiebi*  v 

II.  Zwei  gleichschenklige  sphärische  Dreiecke,  die 
zugleich  gleiche  Seiten  haben,  können  jederzeit  zur 
Deckung  gebracht  werden,  und  haben  daher  gleiche 
Flächenräume. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorhergehen- 
den Satze. 

in.  Ein  sphärisches  Dreieck  und  sein  symmetrisch 
liegendes  Scheiteldreieck  haben  gleiche  Flächenräume. 

In  Taf.  l  Fig.  ISüi^eien  .^IßCund  A^B'C^  ein  sphärisches  Drei- 
eck und  sein  symmetrisch  liegendes  Scheiteldreieck  auf  der  um 
den  Mittelpunkt  O  beschriebenen  Kugel.  Denkt  man  sich  die 
Sehnen  AB,  BC,  CA  und  A^B^,  B*C'\  CA'  gezogen,  so  sind 
offenbar  AB  und  A'B',    BC  und  B'C*,   CA  und  CA',    feigllcb 


<aucb  die  ßbanen  der  ebenen  Dreiecke  ABC  und  A^Bf^C*  einander 
ipAräilri.  i'Maii  kunn  eich  daher  durch  den  Mittelpunkt  O  der  KUgel 
eme.dcttBde  geKegen  denken,  welche  auf  diesen  ^ beiden  Ebeoto 
sugleich  senkrecht  steht,,  und  dieselben  t*espective  in  den  Piuik- 
teh  iP  und  •JP^  yerlängert  aber  die  Kugelfläcbe  in  den  Punkten  Q 
und  Q*  schneiden  mag.  Denkt  man  sich  dann  die  Geraden«  AP^ 
tiP^€P  und  A'P^,  BP*,  C*P',  so  wie  die  entsprechenden  Bo- 
gen AQ,  BQ,  CQ  und  A'Q*,  B'Q',  C'Q'  grösster  Kreise  auf 
der  Kiigelfläche  gesogen;  so.  erhellet  zuerst  auf  der  Stelle  die 
Congruenz  der  sechs  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  AOP^  BOP, 
COP\  A'OP,B'OP*,aOP'*);  woraus  die  Gleichheit  der  sechs 
ebifen  sa -bezeichneten  Winkel,  oder,  was  Dasselbe  Ist,  dle^Glöich- 
hfdt  der  sechs  Winkel  AOQ,  BOQ,  COQ\  A'OQ',  BfOQ', 
iC/OQ'i  und  bierau$  endlich  die  Gleichheit  der  sechs  Bogen  AQ, 
iBQr  CQ;  A*Q',  B*Q\  C*Q*  folgt.  Weil  nun  offenbar  äocih  4ie 
Segen  ^i?  und  A*B*,  BCmA  B^C  CA  und  CA'  einander  gleich 
jiind;  so  sind  AQB  und  J'Q'Ä',  BQC  und  B'Q'C,  CQA  und 
C'Q*Af  gleichschenklige  und  zugleich  gleiche  Seiten  habende  sphäri- 
sqfie  Dreiecke»  welche  also  paar  weise. nach  II.  gleiche  Fl^cheiiräaiRe 
b^^en,  woraus  ferner  die  zu  beweisende  Gleichflächigkeit  der  beiden 
sphärischen  Dreiecke  ABC  und  A'B'Cf  unmittelbar  fol^t.,    , 

I 

'*J.Die  drei  ersten  haben  fiie  Kathete  OP  gemein  5  nnd  ihre  Hj^po- 
teiitisen  sind  alt  Halbmener  der  Kogiel  gleich;  «ben  so  haben  dii»-4rcfi 
letzten  die  Kathete  OP'  geroein,  und  ihre  Hypotenusen  sind  als  Halb* 
messer.der  Kugel  gleich;  also  sind  sc^ohl  die  drei  ersten,  als  auch,  die 
drei  letzten  einander  congruent ;  ireil  nnn  aber  je  zwei  dnandeif  segen^ 
fiberliegende  dieser  sechs  rechtwinkligen  Dreiecke  bei  0  gleiche  Schei- 
telwinkel und  gleiche  Hyi»^enasen'  haben ,  so  sind  aach  je  zwei  «eldie 
einander  gegenüberliegende  Dreiecke  congrnent,  woraus,  in  Verblndong 
mit  dem  Vorhergehenden,  die  Congruenz  aller  sechs  Dreiecke  folgt. 


[ . 


■f 


Berichtigungen. 
TU.  XXVIII.  S.  189.  Z.  3.  v.  u.  statt 

^         ■     »  ■  a 

S 

du  dl«  .    V 

cosa)g^-~co8a)g^   g^^  .      .  . 

'  28inÖ  '^ 

setze  man: 

« 3ii  hu         ^ 

fSFö     ~"W 

T^l.  XXVIIL  S.  19a  Z.  5  V.  u.  statt  biC  setze  man  b^  und  Z.  il 
t;ü.  statt  b^K  BvtEO  man  61«.  '.<.-. 
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Sehrdbm  deg .Herrn  Professor  R.  Lobatto  zuDelft 

an  den  Heransgeber. 


J'ai  iu  avec  ifiter^t  la  dt^monstration  aoalytiqnd  qae  toos  venez 
de  donner  dans  ^votre  Journal  (Tom.  30.  pag  296.)  de  la  constroc- 
tion  da  rayoD  de  courbure  dans  les  sections  coniques»  teile  que 
Bit'.  Lfimarle  Ta  dödaite  de  sa  thöorie  geomätrique  des 
rayons  et  centres  de  courbure  publice  dans  les  Bulletins 
de  TAcad^mie  Royale  de  Belgique  pour  Tann^e  1857. 

Peraiettez  moi  de  vous  communiquer  l'analyse  suivante  qui* 
a  ee. qae.' Ine  seipble«  roene  d'un  maniere  assez  simple  ä  la  con- 
struction.  dont  11  s'agit.    Commen^ons  par  Tellipse. 

•  $oit  P  (Tab.  IL  Fig.  1.)  an  point  quelconque  de  cette  courbe. 
Henons  les  rayons  vecteurs  PF,  PF'  aux  deux  foyers  F,  f,  ainsi 
qoe  la  normale  PN^  Nommons  a;,  y  les  coordonnöes  du  point  P, 
parVapportauX  deux  lüces  rectangülaires  de  r^llipse.  L'öquation  entre 

m  et  y  ^tant  ~9  +fä  =  1«  on  a^  en  d^signant  l'angle  NPM  par  ^, 
tg  9 = -^.    Faisons  Tangle  MPF:=zn,  et  Fangle  NPF^NPF^sz^, 

on  aara  encore  tgif^=— ,  tg^=tg(y+»)=:j2t^^^^>oubien> 
en  y  substitaant  les  valeurs  pr^cädentes  de  tg9>  et  tg^: 

M^       e— a? 
.  ^_    a^y  **"     y       ^     (6^-^a^)a'  +  a*c  (c^— gar)e  _  e^ 

ThaiXXXIt  9 


d*oü  Ton  tire: 

D'ailleiirs  en  nommant  N  et  R  \si  normale  et  le  rayon  de  cour- 
bure  da  point  P,  od  a,  conime  I  on  sait: 

^  = lÄ '    ^  = 'ÜTb 

Donc  R=i]Ssec^d',   ce  qui  prouve  qu'en  menapt  les  perpen- 
dicuiaires  NS,  SO  sur  les  droites  PN  et  PS,  on  aiira 

Sotent  f^  r'  tea  nfayons  vectehrs  PF,  Pt^,  öä^  aüMI^?>itt'>'^ 


.  ^  .< 


a  a 


donc 


ö*  a-..         r+.r 


I    '  ■  ■ 
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im  bien  g^i  I  ~  "t*  "7  i  cos^,   ainsi  qu'il  'a,   eit4  trouFÖ   pär  HP. 

Lamarle. 

Pour  rhyperbole  les  valeurs  de  sec^^  N  et  R  se  qban^eront  en 

ce  quI  donue  ^galement  A=:iVsec^  et   fournit  la  nuAme  con- 
struQtiof)  que  pour  Tellipse.  -t  • 

Fassons  ä  la  parabole.  Soit  P  (Tab,IIvFig,2.)  <|ip^^poJAt,  de 
cette  courbe»  PT  la.  tangente»  MN  la  normale  en  ce  pöint,  et  F  le 
foyer.  En  nommant }i  le'paranii^tre,  on  auraJIfiVzzilfsrv  6t*4*äprA6 
une  propriet^  de  la  parabole  Fangle  FPZV=:  l'angl'e  MJ!fP,  d'oü 

On  a  d'aillfeQni      _  1  "  '  j;?^!}!-   .;    t-i 


,  1 


et  fi  =  |v^^^  >    I>oric  K  =  2V^8ec«^,  ce  qui  feurnit  Ik  mdme 


t^.''-/i  li.-.i  *• 


constructioD  qae  pour  les  deuz  autres  courbes.  En  d^signant  le 
rayon  vecteur  FP  par  r,  on  a  encore  r=a:+Jp  =  iiV"sec'^,  ou 
bien  iVsec^=2r>  d'oü  l'on  conclot,  que  la  projection  du  rayon  de 
courbare  sur  le  rayon  vecteur  ^gale  le  double  de  cette  dernidre 
loDgaeur« 

Tout  en  rendant  justice  a  la  belle  thöorie  de  M^  Lamarle» 
je  crols  neanmoins  devoir  rappeler  ici,  que  la  construction  qu'il  en 
a  deduite  pour  les  rayons  de  courbure  des  sections  coniques» 
avait  döjä  öt^  indiqueä  par  M^  Paucker  dans  votre  Journal 
(Toin.26.  pag.  113). 

^  J^  terminerai  la  präsente  nota  en  tous  soumettant  ehcorp  ane  d^- 
mobefbation^  plus  Isiniple  du  tböoT^me  die  giSctfli^trie  ^Ao^'c^  ei'dtl- 
4BMi«M  ;d«i8  TQtra  JFoarn<iL.(Toni.30. pagi355>4  silasi  qg^.iypali 
avez  desirö  Fobtenir.  «Taime  a  croire  qu'elle  pourra  tous  satlsfaire 
qaoique  n^^taut  pas  appuyäe  sur  ta  proposition  de  Ptolemeä. 

La  droite  AE  (Tab.  II.  Fig.  3.)  etant  meneä  perpendiculaire- 
ment  ä  la  base  BC»  on  a  en  vectu  d'un  tbäordme  connu: 


'^ALßszBJDl^+'iBD.DE,  (1) 

Ä(ß-^AD^=TJÜ^-^2DC.DE;  (2) 

d*oü  Ton  d^dnit  facilement :   ' 

•  :•  ■.        .    .  :  -'U. 

on  bien 

CD.AS^  +  BD.AC^  -  BC.ÄI^-  Bb.DC.(BD+DC) 

zzzBC.BD.BC,     C.Q.F.D. 

!<  .'  SfM'nngfe^AfiilcesIfaigay  tof»'aura  qn'a  cbaoger^te  ywgoe  de 
J9JE  idaaft  Us  tfqaäVioii^  (}),  (2%  te  qui  ne.ebange  ri^  .'jb.la.44«pip^ 
stratioD  pröcädente  qui  est  d'ailleurs  ägalement  applical^lo  sil  angle 
ßCA  est  obtu. 

Remarquons  encore   qu'en   prenant  le  point  D  tel  qu'on  ajt 
AD=:^Py  la  ^^^lation  que  oous  venons  de  prouver  se  chabge'eh 

CtX.ÄB^r{,(BD^BCi.AC^^6C.BD.hc/- 

oa  bien 

CD.ÄB^-^CD.SC^^BC.BD.DC. 

donc 

'    Ä&:=zAC^^B€,BD, 


t 


ca  qai  rentre  dans  te-  th^r^oie  daviontrö  par  Pappus. 


9 


124    Blindow :   Z»H  Betteln  de$  Sai$e$  Tki.  XXX.  8. 865.  tmd 


Zwei  Qeweise  des  geometrischen  Satzes  Theil.  JpiX 
IS.  355.  und  des  F er mat' sehen  geometrisehen  Lehr- 

Satzes. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Blinde  tu 

an  der  ReaUehnle  sa  Fraustndt. 


Lehrsatz. 

Wenn  in  dem  Dreiecke  ^i?C  (Taf.  II.  Fig. 4.)  die  I^inie 
AD  beliebig  gezogen  ist»  so  ist  immer 

AB^.CD+A(^.BD^AD^.BC=BC.BD.CD. 

B  e  V7  e  i  s. 

Zum  Beweise  f&lle  man  von  A  ans  das  Lotfi  AE  wolVBC  und 
schlage  von  A  aus  mit  AD  einen  Bogen,  der  BC  in  F  sebneidet« 

Nun  ist  .  ^' 

BC-BF±FC. 
Ferner  ist 

~"  BD 

und 

FC=.EC:fEF^EC:fED=.<i^^^^+m       ~ 

_iAC+JD)(±JCTAD) 
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daher  ist 

JB*— AD»  .  AC*—Am      „  _ 
— 3?2J — +        CD — '=*^' 
oder 

AB:CD^AC*.BD-AD>.ßC=BC.BD.CD, 

w.  z.  b.  w, 

Lehrsatz. 

Wenn  man  über  dem  Durchmesser  AB  (Taf. II.  Fig. 5. 
und  Taf. II. Fig. 6.)  eines  Halbkreises  ÄEB  als  Grundlinie 
ein  Rechteck  ABCD  beschreibt,  dessen  Höhe  AC  der 
Sehne  des  Quadranten  des  Kreises,  zu  welchem  der 
Halbkj*eis  gehurt,  gleich  ist,  und  von  den  beiden  Punk- 
ten Cund  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  des  Halb- 
kreises die  Linien  CE  und  />£  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  F  und  G  schneiden,  so  ist  immer 

A€!^+  BF^z=AB^. 

Beweis. 

Zum  Beweise  verbiDde  mau  A  und  BtüHE,  fölle  von  JEf  ein 
Loth  EH  auf  FG,  schlage  über  FG  einen  Halbkreis,  der  das 
Loth  EH  in  J  schneidet,  und  verbinde  J  mit  F  und  G. 

Da  /^AFCcc^EHF und  A GDBco^EHG,  so  verhSIt sich 

1.  AFiFH:=zAC:EH=zBGiGH, 
also  auch 

2.  AH:FH=BH:GH. 

Femer  ist: 

■ 

a         AE^:BE»s:ABtBH  =  FHtGB:=FJ*tGJ*. 

und  also  auch 

4.  AEiBE=FJiGJ. 

Hiernach  ist  /^AEBco^FJG,   und  daher: 

6.  EH.ABzsJH.FG, 

und 

6.  EmiAB^zsJB^iFG*, 
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80  dass 
7. 

Nach  1.  ist 


/•G»=s 


AB*.jm      ^i*.FH.Ga 


EB*     — 


£»^ 


^^=^«:^.    GÄ=^^^« 


^C 


AC 


mithin 


Fa.GH=: 


Em.AF.BG      Em.AF.BG 


AC*     .    ~ ,         2r* 
wöra^  sich  in  Verbindung  mit  7.  ergiebt':   '  '  • 

•  ■'"•        i      .'■■•'■        ■  ,  •.'•■.'; 

oder 
&.  2.BG'.GFs^GF:AF; 

hieraus : 


■.  V 


10. 

11. 
le. 

13. 

15. 
16. 


2.BG±GF:  GF=  GF ±  AFt  AF. 

BG  +  BF:  GFst  AG  lAF. 

BG  +  BF:  AG  =  GFiAF, 

jBG+BF±AGiAG=  GF±4F;AF, 

AB^liFiAG  =  AGi4ß^BF,   . 

AG'=AB*-BF»,: 

AG'+BF»  =  AB^, 

(y  e.  d. 


!»■ 


I' 


Anmerlcang.  Von  den  doppelten  Vorzeichen  in  den  filei« 
drangen  10.  und  13.  bezieht  sich  das  obere  auf  den  Fall,  wo  sich 
der  Halbkreis  ansserhalb  (Taf.  IL  Fig.  5.),  das  nntere  adf  den  FM, 
wo  er  sich  innerhalb  des  gegebenen  Rechtecks  (Tf  f.  IL,  F^.  6.) 
befindet. 


:  -'  i','"' 


&]ftt»*rf.:Jlßlif.,ßter  M/ßir«Ut«WeMiiiUti*t 


mi 


..,•,.   > 


■.'1' 


'■      >  >i. 
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Note  übejr  Differentialgleichungen. 


Von 


Herrn  Simon  Spitz^ery 

r  . 

ProfeMor  an  der  Handels -Akadeiuiie'  ,%a  Wi^n*;   .     .  ^   r.'-s 


(l) 


.im^- 


"^  tüß>~'^y 


1  ■ :  \ 


*         •  ■        I 

Unter    denjenigen    linearen   Differentialgleich iingenV    Welche 
bloss  aus  zwei  Gliedern  bestehen ,  durfte  die  Gleichung 


von  besonderem  Werthe  sein»  da  ihr  Integral  so  äusserst  einfach 
ist.    Ich  fand  nämlich  hiefOr: 

(2)         y^a^HCie" '+C^e     •+.... Cm«     *  I, 

in.iTelcber..|Gileichung.  f»  eine  primitlye  mte  Wurzel  der  Einheit 
ist  und  Ci,  C2»  C^9  ••••  Cm  willkährliche  Gonstanten  sind»  und  dies«; 
lässt  sich  am  Einfachsten  auf  die  Weise  verificiren,  dass  man 
statt  der  Exponentiellen  ihre  unendlichen  Reihen  setzt»  diese  mit 
sf^"^  multiplicirt  und  alsdann  die  so  erhaltenen  Reihei)  einer 
fTifachen  Differentiation  unterwirft 

Eben  so  ist  Ar  die  parüeife  DlfferMtialgleiebung^  * 


a: 


.2m  ■     y  —  (fim £ 


dx^ 


dm 


das  Integral: 


wi«!  i«b  di088  in  Arfibivi  Tbeil  XXX<>Nr.  XXXV.  S.  336.  nMbwies. 
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Ich  behaupte  nun,   dass  die  Gleichung 

(3)  **-5^t^5^]=«-y 

folgendes  Integral  habe: 

(4)  ^=a?'»-MQe     'fC^e     *+....+  C2mC      *    I, 

unter  k  eine  primitive  2mte  Wurzel  der  Einheit  und  unter  Ci^  Cs,.... 
.••>Ckm  willkuhrliche  Constanten  verstanden;  ferner  dass  die  par- 
tielle Differentialgleichung 

zum  Integral  hat: 

Der  Beweis  ist  höchst  einfach.    Denn  setzt  man  in  (^) 

80  erhält  man,  da 
ist,  folgende  Gleichung: 

Setzt  man  ^">a»  vor  das  Differentialzeichen  und  benutzt  aber- 
mals den  Satz 

so  hat  man 

^*"  «""  *  ^"' «•»»  y  =  a**»y , 

was  wahr  ist,   sobald  p  eine  Wurzel  der  Gleichufig  .,;  ; 

Ist    Nun  sind  aber 

die  2?fi- Wurzeln  der  Gleichung  ^^"*=:],  folglich  ist  die  Clleicliung 
(4)  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (3). 

Ebenso  ist  leicht  su  bewMMfu,  da««  der  Ausdrttck  <0)  mM  dm 


2m  wiiifcQllfliehen  Fiiiiieti0iieD  der  £ileich«ng.(5)  .genagt;r  jSmHich 
laaaoi  sieh  diese  «Sitze  noch  weiter  auedehneiu  So  ist  s.  B*.  ßlT 
die  Gieichuiig  .  ^      .! 


•  » 


das  vollstSndige  Integral  folgendes: 


ra  r^a  r'"*« 


unter    r    eiüe  primitiye    3mte    Warsei    der    Einheit   mid    unter 
Cgß  C^k  ••••»  C^m  wiilkfihrliche  Constanten  verstanden. 


i«f 


m 


■..'.•  J 


> 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

.Von 

dem  Herausgeber. 


».  ^  /i 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelscbnitte  hat  bekanntlich  schon 
Apollonius  in  dem  fünften  Buche  seines  berühmten  Werks  fiber 
diese  Gurven  leine  sehr  sinnreiche  Untersuchung  angestellt,  und 
durch  mehrere  in  dieser  Zeitschrift  mitgetheilte  Arbeiten  neuerer 
Geometer  ist  diese  Theorie  wesentlich  gefordert  und  weiter  gf|fj5h|!t 
worden.  Aber  man  hat  sich  seit  Apollonius  weit  niehr  mit 
der  Ermittelung  der  Anzahl  der  Normalen;  welche  elf ch  durch, 
einen  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  lassen,  tSs' 
mit  der  Bestimmung  oder  Construction  dieser  Normalen  selbst 
beschäftigt,  weshalb  die  folgenden  Bemerkungen  über  diesen  lets- 
terea  Gegenstand  wohl  meht  diae  Interesse  #ein  dürften«     , 


'^  '^^n  f^ir  die  Axd  mA  die  DirectH«  ite«  >KfegeliteBBitite''aUl: 
dte- Allein  der  ikr  und' y  e(iies  rechtwinkligen  C6ordiiikfdbiyskMMi>i 
der  AT^  annehmen«  und  die  erste  Coordinate  des  Brenopahkti  iiii 
diesem  Systeme  durch   f,    ^\e   Charakteristik   des  Kegelschnitt» 
durch  n  hezeichoen;  so ;  lit  nac^- IN.  T.  d.  K.*)  1. 1)  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

1) ««0:2=  (0?—/)«+^« 

Vergleichen  wir  ^iese  -Gleichang  mit  der  aHgemeiaep  Gleichung 

der  Kegelschiiltte  .so  ist  iflfeiiVar  '»1  =  11,  :4  iii  i ,  £f =^  6 ;   Ci  (V 
f=sf,  <5f  =  0  zu  setzen. 

Ist  nun  (a:i7/i)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  und  jetzt  (xy) 
der  Durchschnitttrpunkt  einer  durch  den  Punkt  (sci^i)  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Normale  mit  dem  Kegelschnitte,  so  haben 
wir  nach  N.  T.  d.  K.  Ylll.  2)  im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

y^y^—  n^A(Ax  +  ßy+C)'-(A^i-B^)(x--f)  ^^""^i^' 

also,  wenn  wir  fiir  A,  B,  C,  ff  ihre  obigen  Werthe  setzen,  die 
Gleichung : 

oder 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

und  die  Goordinaten  x,  y  sind  also  aus  den  beiden  Gleichungen : 

zd  b^istfmthlen/  welche  Bestimmung  jetzt  aber  nicht '  1h  ü^ser^ 
A«WchiBegt 

.  'yielini^br  begnßgen.wir  qns  hier  mit  der  Bemerkung,   das« 
di^^Puifkitefiin  denen  der  Kegelschnitt  von  den ;  durch  den  Punkt 

"   ''  ' '.     II"'  •  >  '   •.:  :      :'.w»' ••  is    -■•.••"'     :«;•! 

*)  N.T.d. K.V  d.h*   Neii<e  Tlieovfe  dier  Kcig4lt«halttft^    be«^i 
zeichnet  ni«y^Ahhi*«Dftg  inr TM.  ItXIi  Hr.' 1^^    i  -^^f    v^i^\ 


GJ|'»lU1^t9iyütäeft^  diA  Jimmalm  ä^.^äe^eMktMte^         ltt[ 

(^i9i)  ^°  ^^^  gesogenen  Normalen  geschnitten  wird,  die  Durch- 
schnittspnnkte  des  Kegelschnitts  mit  der  duiph  dif  Gleicbuug 

charakterisirteB  Curve  sind ,  so  d^^B  es  also,  um  die  .Durchschnitts- 
piinKfe  deir  Norroaleil  mit  dem  Kegelscbnitfe  zu  bestimmen,  blo^s 

auf  die |C4nstraet{<^n- fieser  GiHrY^^^^'<^^^fU<Q^>  weshalb  wir  j(eUtd|e 
Natur  qerselben  genauer  untersuchen  wollen. 


:^.-.'\i 


Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  gewissen  neuen  Anfangs- 
ptiijkt^  diftssefii  prifnHive  Coot^iflfat^  durch  u,  t^'foi^tehli^t' Ver- 
den niugen,  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensysteltld^f^Jt^ll^ 
Per  von  dem  positiven  Tbeil^  der  lAite  der  X  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der.:r  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir  diesen 
Winkel' ton  dem  positiven  Theile  det  Axe  der  a^  an  nach  dem 
positiven  TbeUe  |der  Axe  der  y^  hir^  .Ton  0  bis  3ßOl^j^^le»t  sei 
q>,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  F  werde  so  angenommen, 
diEÜs^'ih'an  sich /lim  von  dem  positiven  Theile  derA^e  dei^^  dirt^li 
den  rechten  Winkel' (ZF)  hindurch  zu  dem  positiven  Th^n^^tf^t«* 
Axe  der  F  zu  gelangen^  ganz  nach  derselben  Seite  bin  bewe(i;^n 
muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  jn  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hte^ 
durch  zu  dem  positiven  Thmle  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann 
hat  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  der  Theorie  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen,: 

iiyssti+Xcosg)— Fsing),  •      *' ' 

■i 
y=t?  + Jr8!n9)+ Fcos^).  "^ 

Führen  wir  diese  Ausdrucke   von  o:,  jr  i»   ^^e  Gleichung  4)  ein 
und  ordnen  dieselbe  gehörig,  se  erbalteti  wir  die  Gleichung:  M 


f  i    »r 


Ö) 


>  ' 


•>. 


-  -^v.»  , 


n*sin  9  eois  9>  .\X* 
— n*8in  g>  cos  9 .  F* 

+  n*(cosg)* — sin9)*)JrF 

>  ==0 
+  { nhi  sin  q>  +n*i?  cos  9  —  {tfl — l)yi  cos  9  +  (f^Xi)  sin  9 )  IT 

+  l n^Mcosg)— n*r sin 9+ (n^*- l)yi  sin q>  +  (/"— jrjcbs^)  F 
oder:  »^ 


• « 


\#.  u» 


\ 


1A2  ermmeri:   üe^mr  iMr  ütoMmlm  ätr  ITepelMMMi. 


■>i 


ii"8in29).(jr»-  r^ 

+2n«co*29).^F 

* 

Wir  wollen  nun  (p,  u,  9  so  va  beatimmen  ducheii»  ihBB  den 
GleicboDgen 

i    :  .  8hi29=0; 

nhi  sin  g>  +  n'heosq>=!:(xi — palmp  +  (n*— l)yjC0S9, 

genfigt  wird.    Den  beiden  letzten  Gleichungen  wird  aber  oÄenbar 
allgemein»  nämlicb  flir  jedes  g>,  genflgt,  wenn  man 

8)    .    .    .    .     n*fi=ar|— /^,    »•»  =  (»•— "l)yi; 
alae 


9)  /.    .    .    .    «  =  -^,    t)=         . 


setzt;   uod  die  erste  Gleichung  wird,  wenn  f*  eine  beliebige  po- 
sitive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  erfällt  fiQr 

10) 29  =  f*«, 

woraus 

11)    .    • cos29=(-l>» 

folgt     Da  nun  fflr  die  obigen  Werthe  von  ti  und  v,  wie  man 
leicht  findet: 

n«iie— (n«— l).yitt-  (o?!  — A)t>— m= ^5 ^ 

Ist,   so  wird  die  Gleichung  unserer  Curve  in  dem  Systeme  der 
XY  nach  7)  offenbar : 

-12)  . . .  jtF-(-i)..<"'/^<"'-^^-^>y=o 

oder 

13) . . .  zF=(~i)/..»"y+^"'-ii^'--^»y^. 


t.  rj 


•».» 


«•li* 


AageoscNfaiiidi -i«t  6«  Tentattet»  f*=:;0,  also  nach  dem  Obi- 
gen ^=iO  ZQ  setzen;  dann  wird  vorstehende  Gleichung  unserer 
Curve: 

14)  .  .  .    irr«<"V+<"'-'H^»-^>ys 

oder  aach: 

,18).  ....  igF=^^-*-^'''-'>^''y'. 

•  -  .  •  .  4  •• 

Wir  können  ^,  «»  e  aaeb  so  bestimmen»  dass 

cos2cp=0; 
•    n^sin^+fA^eos^ssCar^  — /)sin9-f  (tt^-— l)yiCOs^, 

<  « 

n'tt  cos9>—  fi^sin  tp  =  (arj  — f)cosg> — (»•—  1)  «i  sin  9 
ist;  dann  ist  wie  oben  wieder: 

lö)    .    .    .    .      u__^,    e_       -j^— , 

aber#  wenn  f*  wieder  eine  beliebige  positive  oder,  negative  gans# 
Zahf  bezeichnet: 

!  17)    *..>;>    .  ..    .,,  •...29  =  -*-2— jr>  ..    ..    .      .  ,,;:. 

sin29>  =  sinfi^rcosi^r — cos  f*9rsin  4«» 
also 

18) sin29=— (--l>u  '•         -M 

folgt,"  so  dass  folglich  unsere  Corvo  in  dem  Systeme  der*  X^ 
iiüdl  Tf  letzt  durch  die  Gleichung  ^'      < .  >  . 

19)    jg«-r«+(-i)iu.^'"y-<-^"'-p(^*-/)»j[L^o 

II* 

ode? 
charafcterisirf  wird. 


Angenscheinüch  kann  man  fisl  setzen /wodurch  nach  17) 
und  nach  20)  Ae  Gleichubg  der  Corvo 


'j 


• '•;.•"»'' 


.1, 


oder  'wi.;  i 

23)    .    .    .    .    !y.^Fi  =  ii^t(?!!Zl)fsilfe  .     .    ,:; 

wird.  :  'i'^m.    v>\^<* 

Sowohl  die  Gleichungen  14)V  15),  al^  auch  die  Gleichungen 
22)^23)  zeigen 9  dass  unsere.  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ist,  und  also  die  Charakteristik  V^- hat.  «    ... 

Die  Coordinaten  des  Mjttelpiinkts  dieser  gleichseitigen  Hy- 
perbel in  dem  Goordinatensysteme,  dessen  Axen  die  Axe  und 
die  Di^ectfi^' de»-  gegebenen  .Kegelschnitts  «kd.v^iiKl^'iutch  9) 
und  16):  .         .  , 

Ist  der  gegebene  Eegehsdinitt  eine  Parabel»  so  ist  n=lj,  also 
u=:xi  —  f,  17=0,  und  der  Mittelpunkt  unserer  gleichseitigen  Hyper- 
bel liegt. also  imi^er  in  der  Axe,  der  Parabel.  Ist  der  gegebene 
Kegelschnitt  *  selbst  eiüe  gleichseitige  fiyperbel/  sohlst  nV^^y^V!» 
also  u  =  J(a?|  — f),  t?  =  ^^f 


•■  f 


Die  Gleichung  14)  oder  15)  ist  offenbar  die  Gleichung  ^bWI- 
sehen  den  Asymptoten  für  unsere,  die  Normalen  ^des  ^g^fijyei^ 
Kegelschnitts  bestimmende  gleichseitige  Hyperjbel ;  und  da  in  die- 
sem Falle  9>==^  i^l^'so  ist  klär,  dabs  die  Asymptoten  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel  immer  der  Axe  und  der  Directrix  'tdw 
gegebenen  Kegelschnitts,  parallel  sind.  ;^  ^'^1 

.  ^  BejEeichnen  jiir  d'^  halbe  Happ,t^e,nni^;die,fl€gr9p|be/;L,gl^^^ 
Nebenaxe' unserer  gleichseitigen. |]^erbel,,dprjfb,^  ist  jfsfg}^ 

22)  und  23)  offenbar: 


Wenn  die'^tdsse'''--^  "  ''      ''  '•"^'■-.   -  -^    .--{   -  ^/    .  .  'i.rj 


:v.;{?  -  ■  - 

{«y+(w2-l)(ari-/)l3^i    oder   {/*+ WTTtDwI^i.t,!:.. .; . 


posi^iv;{i|/;(Jtp  ,p9,,j§tjii  ,d^aa,.ol|ige|*  gyj^e«i^ 'der  jdf  Fi  /gr  welches 
nach  21)  (p^^in  ist,  die  Axe  der  X  die  Hauptaxe,  die  Axe  der  Y 
die  Nebenaxe  der  die  Normalen  %s'  gegebenen  Kegelschnittsr  -be- 
stimmenden gleichseitige^, Jljijei^,^ ;  .j^l^^flfgea^i^^e^lf^^ysfft^^ 


#lll^»df^^  iMer\4i€^  JMnnitim^  äer  Ke§ei$^imiae.        «tl35 


•  ^ 


(7.     :     L, 
negativ  ist«    so  ist  io  diesem  Systeme  der  XY  die  Axe  der  X 

die  Nebenaxe,  die  Axe.  der  Kdie  Hauptaxe  der  die  Normalip' des 

gegebenen  Kegelschnitts  bestimmenden  gleichseitigen  Hyperbel. 

Nach  N.  f/d.*:  rV.-äI)"i4^'  -  '•    ■  '.  '"''' 

25) «i  =  ajV3;  ;U 

die  EJntfemungen  der.Djrectrixen  von  den  entsprechenden  Brenn- 

ipiiiil:leD  «ad  nach  N«  T.  d^  K.  §;  12.  \ei ,  also  ^tt^- 

'l;.  Jy^  paqb  X'^f-d/k.  VI.  4j  allgemein 

Ist,   so  ist  im  vorliegenden  Falle: 

26) .      />,=2«jj»  . 

Ferner  sind  nach  N.  T.  d.  K.  §.  18.  die  Entfernungen  der  Schoi- 
tel  von  den  Brennpunkten : 

\USll und  Pi , 

.  2(%/2,+  l)  2(V2-I)^  .    .        ^     . 

also  nach  26): 

"•        und        "» 


.  *{« 


V2  +  1  "  "  v2— r 

Durch  das  Vorhergehende  Ist  die  gleichseitige  Hyperbel,  de- 
ren Durchschnittspunkte  mit  jem  gegebenen  Kegelschnitte  die 
Puakte^  ^eben,  in  weiclie«-*derselb^  vrni  Aen  'durchs 'den' ^^unkt 
{xiyi)  an  ihp^  gezogenen^  Normalen  getroff^q  wird,:  so  vollständig 
bestimmt,  dass  ihrer  Constructibn  nicdt  die  geringste  Schwl^js^ 
keit  entgegen  steht. 

Ist  der  gegehen^e  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  sind  die  Glei«> 
ibimd^ii  det  dlb'NötWmfeii  bestimmenden  gleidhs^i%yiii>  Fl^^dl 
lÄt^h  dem  Oblgeh  ftlr  dä^  die  AsyhjptoteMdäräteileildi6%sföjn  dtfi^icP: 

"i;:  J'-.-i-*  i'i'i  ■  »    'T*''     Cii.        .  ■'■!)     ,-;■»'  '.*     r.     ;  »  .  .,•..(:    .  ,t     ■•..    :)'i«iflt 

■tu?7)j  'i-*.    ■•(.!<•••<■;•'•'*;;:•■.<•«•■*  ^^I»  .  I  •  "    f  •-  -ii"   i:  ■;     r>a    ^ii;ifll 

and  für  das  die  Axen  darstellende  Sy^te^  der  JTr:   '  '  ^'"   '  '' 

28) i«-r«=2/5;;.''  ••'•'••  '• "' 

^'-^'  Ist  der' gegebene  Kegelschnitt  eine' gleichseitige  Hyperbel ,  so 
sind   die :(Stei«liungeü.iejKdi». Verbalen  iibesttenmiddn   gMifr 
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seitigen,  Hyperbel  ISr  das  die  Asjnppt^ten   darsteHeode  System 
der  XYi 

29)    ,    .    ....     XT=^£±^, 
und  für  das  die  Axen  darstellende  System  dqr  XYi 

30) i._r»=^^i|^. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel,  und  bezeichnet  fx  die  erste  Coordinate  des  zfreiten  Brenn- 
punkts desselben,  so  ist  im  vorliesenden  Falle,  wo  in  den  For- 
meln N.  T.d.K.  IV.  2)  offenbares!,  Ä^O,  C=0  zusetzen  ist: 

woraus 

31) A  — -^:-T/' 

-also  •     ' 

A — / 

^17 

folgt,  mittelst  welcher  Formel  n  aus /und /^  berechnet  werden  kann. 


.» ■  ■  ^ 


Anhang. 

Die  durch  die  Gleichung  4),  nämlich  durch  die  Gl^chung 
n«a:y — (n«— l)y,a: -K/- ari)y  — /'yi  =  0 


\Mer 

±n«a:y=F(«*— i)yia:T(^i— /)yT/yi=0, 

^cbarakteri^irte  Curve  wollen  wir  nun  noch  nach  der  in  N.  T.  d.  K.XI. 
.^twickelten  Methode  discutiren,  theiis  um  überhaupt  diese  Me- 
thode auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  theiis  um  die  Uebereinstim- 
mong  der  auf  diesem  Wege  und  im  Obigen  gewonnenen  Resul- 
tate mit  einander  zu  zeigen. 

In  N.  Ts  d.  K.  XL  1)  mfissen  wir 
a=0,   6=0,  2c=dtn*,  2d=+(n«-l)yi,  2c=T(a:i-/),  fpT/'yi 
4«lfiWi.    Pun  Ml  nach  den  Formelo  N.  T.  d.  SU  XI.  27) :    = 


also 

(0  (0  (450 

und  folglich  , 


•  .'1  ?  » 


/    8  •  V  f         « 


■«>>»       »t)««.! 


co8(45<^  '  '  * 


c 


•  ■  r  -  , 

|shii5o         •     *isin45o  ^   * 

sin  (450—9)  i^r.  ^         .     ^L    :.-?F±m>^^ 

'    r  sin(450— i^r)      (  —  cos48o      Vz 


Bezeichnen  wir  nun  die  in  N.,X.  d^.  K.  SL. durch 

n,  .4,  Ä,  C,  ^,  F 

• '  .  ■      •  ■  ■  ■% 
bezeichneten  Grossen  jetzt  Aarch 


•  •  .  •        {■»:«,    -■*.»■   ■■■■     i    '  ?   ."  ■   .    .  •■/■  * 

so  Ist  nateb  d^n  Formeln  N.  T.  d;K.  XI.i)8)'t^ ' 


ff. 


.  r»/. 


;  .*> 


«I  =  V  1^=V2.   .    . 


V2 


woraus 

folgt. 

Nun  ist 


) 


Ai*  +  Bk*.  =  Jn 


•^ 


fc«— 2cdf6      fc— 2dc      2fc-4de 

fli  zs  ■    '■      ^     '   "  «SS     ■  '  'i»         SS  ■■-   '■  '■     • 


.  <   ; 


:-  i*-*-    •'•    i:  .■    .  •  '  _^- .  -  .:  *■        ■  ■  ■  ■-'■    •■''«     ■    «•"    ^Tijvi:.  -s 


«    I . 


also  nacb  dem  Obigen: 


»  ■ 


folgKch 

ThtUXXXU.  10 


i.f      1*      r 
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^^y(«v+(««-m^i-^>a!,^yi/:+(n*-i)«iiy^ 

oder 

^^  ,  (ny+(fi«-l)(jri-/Olyt_  ,  \f^-in^^l)xt\yi 
— aa±— *  ^ .-± -^ , 

In  welchem  Ansdracke  man  nun,  so  wie  auch  in  allen  folgenden 
Aasdrücken»  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mueSy  jenachdem 

,  lM(n«-l)*tlyj 

positiv  oder  negativ  ist,  damit  —  od  positiv  oder  m  negativ  werde« 

Weil  nach  dem  o|>%en  Wefthe  von  fi| 

ni>(«i*-l)  =  a 
Ist,  so  Ist  nach  N.  T.  d.  R.  XI.  tö)t 


-j.    ! 


worans  sich  zwei  reelle  Werthe  von  C|,  ein  positiver  nnd  ein 
negativer,  ergeben,  welche  wir  hier  aber  nicht  schreiben  wollen, 
um  keine  Verwirrung  tu  den  Ybrzeichen  zu  vernc^^chen,  >  indem 
In  allen  Formeln,  wie  wir  sie  hier  schreiben  werden,  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen  sollen. 

Femer  ist  nach  denselben  Foimelh  a.  a.  O.  wie  vorher  t 
^^ ^i»+Äi*~~in* TT' 

Endlich  Ist  nach  N.  T.  d.  K.  XL  29): 

'^""    c*  ""     c ±in«       ~     n*     ' 

^     -cd         d_     TUn«-l)yi_(n^l)iyt,      : 

welches  die  primitiven  CoordinateA  des  Anfangspunkts  des  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems ,  auf  welches 
sich  die  oben  bestimmten  Grossen^  namentlfdfa  äie  CbWäinat^n 
^i »  ^1 9  welche  natOrlich  eben  sa  wie  Cg  zwei  Werthe  haben, 
was  auch  ganz  In  der  Natur  der  Sache  liegt,  da  es  zwei  Direc- 
trizen  und  zwei  Brennpunkte  giebt,  beziehen.  t    i 

{'«  »''■/.•■■ 


Bezeichnen  vrir  in .  ßetra^  auf  dieses  Coordinatensystem  die 
veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  im  Aligemeinen  .daircb 
X,  F;   so  Ist  die  Gleichung  der  Directrix: 

also  nach  dem  Obigem : 

wo  Ci  bekanntlich  xwei  Werthe  hat. 

Man  sieht  aus  dem  Bisherigen ,  dass  unsere  Curve  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  deren  I>irectrix  wegen  der  vorigen  Gleichung 
gegen  die  Axe  der  X^  oder  gegen  die  Axe  der  o;,  also  gegen  die 
Axe  des  gegebenen  Kegelschnitts,  offenbar  unter  einem  Winicel 
von  45^  geneigt  ist«  was  Alles  mit  den  oben  gefundenen  Resul- 
taten im  besten  Einklänge  steht* 

Lm  diese  Uebereinstimmung  noch  mehr  zu  zeigen,  wollen  wir 
die  Halbaxe  a^  unserer  gleichseitigen  Hyperbel  berechnen.  Nach 
N.  T.  d.  K.  IV.  19)  ist  in  den  hier  gebrauchten  Zeichen : 


f'.  ,■  ' 


Äoo  Ist  aber  nach  dem  Obigen : 

^,  JTj +fii  r,+ A  =-4«. —-- J« -^*  +  <a  =  -  Ci  -  Ci  +  <\. 

also 

A^X^^B^r^^^(\^-(\i 

folglich»  weil 

Ist: 

oder  naeli  dem  Obigen : 

als«,  wenn  man  f3r  — «  fteinen  Torber  gefandenen  Werth  dnfiilitt: 

_,_.2|/'+(n«-l)jf|>yi 

«i  — ±  „4 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jeoacbdem  die  GtSsae 

10' 
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t/'+(«*-l)«i}yi 

positiv  oder  negativ  ist,   so  dass  also  immer  ,..      - 

'  ,  *  - 

was  genau  mit  der  oben  gefundenen  Former  24)  libereinsfimroi. 


1      I 


«  ■  ■     I  ■ 


»■ 


XIT. 


«.     •   ■  > 


Rede   gehalten   bei   Eröffnung  der  34.   Yersammliuig 
deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Carlsruhe  am 

16.  September  1838        '  "        '   * 

von-   ■-.,-..:/'*  y  .  '  .1\  f/f.  ,\ 
W^.  Eisenlohr^  r    . 

Hofrath  und  ProfcBSor   der  Physik   am  Polvlechnikum  zu   Carlsrulic. 


Vorwort   dei   Herausgebers. 


■  >  , 


Der  Herausgeber  des  Archivs  beklagt  es  tisf ,  dass  eine  Krankheit, 
von  der  er,  nachdem  ihm  Gott  wohl  zwanaig  Jahre  lang  mit  ununter- 
brochener Gesundheit  begluckt,  im  September  d.  J.  heimgesucht  wurde, 
ihn  hinderte,  der  von  Seiten  der  Geschäftsführer  der  diefjal|ti^i|i  %^t- 
sammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aer»te  in  Carls- 
ruhe an  ihn  ergangenen  Einladung,  dieser  Versammlung  beisuwohnen, 
zu  folgen«  Er  beklagt  es  jetzt  um  so  mehr,  dass  er  wegen  dieses  widri- 
gen Geschicks  nicht  ipi  Stande  war,  dieser  ihn  %ehr  ^Jueod^^nffof^- 
derung  iu  entsprechen,  weil  nach  den  ibm  von  den  verschiedensten  Seiten 
her  gemachten  Mitthejlungen  diese  Versammlung,  —  in  der  langen  Reihe 
die  34ste ,  <—  unter  allen  ganz  unbestritten  eine  der  schönsten  war»  Ja, 
der  Herausgeber  ist  überzeugt,  dass  er  nicht  zu  viel  sagt,  wenn  er 
diese  d48t^  Versaimnlttag 


■*'■  •,  , 


de^iMler  Miurfiftscker  UrAerfiie  in  Cärhruhe  am  16.  isepi.  1068. 141 

ein  Erel|^li!4s  in  der  Geachlclite  der  Natarwisaeiischaft 

nenot^   welches  eine  weitere  Besprechung  in  einer  Zeitschrift  wie  die 
seinige  für  sich  in  Ansprach  zu  nehmen  berechtigt  ist. 

.    Denn  vor  Allem  vuss  umachst  die  Wissenschaft  anch  öffentlich  es 
dynl^har  , erkennen  f.. .dass  einer  der  edelsten  deutschen  Fürsten,  den  eines^ 
der  gBsetgaetaten.deotsicKen  Länder  mit  Stols  den  Seinigen  nennt»    diese 
Versainmlnng  gastlich  in  sein- Hans  aufnahm,   und,   bei  ununterbroche- 
ner persönlicher  Theilnahme,  ihr  Seine  Aufmerksamkeit  mit  einer  Jedes 
für  die  Wistenschaft  waria  schlagende  Hers  mit  Bewunderung  erfüllen-r 
den  Weise  widmete»    Ja,  anch  die  hohe  Frau,  in  deren  Besitz  der  edle 
Forst  sein  hftnsliches  Glnck  findet,  die  Tochter  des  ritterlichen  Prinzen, 
hl  dieseen  kr&ftige  Hand  Gott  von  nun  an  die  Geschicke  des  Prenssen-^ 
landea  gelegt  hat,  zn  dessen  hohen  Tugenden  Jeder,  der,  wie  der  Her- 
aasgeber Preussen    mit  Stolz  sein  Vaterland   nennt ,  jetzt  -—  wenn  auch 
mit  Trauer  erfallt  wegen  des  schweren  Geschicks,    welches  das  im  feiw 
BOoJSMiden  weilende  thenre  Königliche  Haupt  betroffen  — ^  mit  der  freur 
digsjtea»  .nie  getäuscht   werden   könnenden  Hoffnung  hinauf  blickt,    ver* 
•dimähe4o  es  nicht,   den  Verhandlungen  der  Versammlung   mit   immer 
steigender  Theilnahme  zn  folgen,  i- —  Wenn  auch  die  Wissenschaft  allein 
▼an  €rott  stammt,*  sa  muss   ihre  Geschichte  doch  Akt  nehmen   von  der 
ihr  auch  Ton  Denen,    welche  die  Vorsehung  auf  den  höchsten  Gipfel 
irdischer  Macht  und  Grosse  gestellt  hat,    zu  Theil   gewordenen  Gunst. 
Sie  wird   es,    um   nur   ein  Beispiel   aus  einer   älteren  Zeitperiode  dem 
Obigen  anzureihen,  ewig  dankbar  erkennen,    dass  Gott  in  das  Herz  des 
edlen  Grbssherzogs  yon  Toscana  Cosnio  H.   den  Funken  der  Begeiste- 
rung für  die  Werke  des  grossen  Galilei  legte,    so  wie  sie  es  anderer- 
seits ewig  beklagen  wird,  dass  sein  schwacher ,  freilich  noch  sehr  jun- 
ger Nachfolger  Fernando  II.  es  nicht  hinderte,  dass  der  grosse  Mann 
den  Händen  der  Inquisition  überliefert  wurde,  wenn  sie  sich  auch  freuen 
darf,  dass  dieses  unglückliche  Geschick  eines  ihrer  grössten  und  edelsten 
Priester  es  ihr  vergönnt  hat,   in   ihreb   Geschichtsbuchern  dessen  denk« 

würdige  Worte: 

•„E   pur   si    mnore!'* 

anf  ewige  Zeiten  als  eines  ihrer  theuersten  Kleinode  zn  Tetzeiehnen. 

Ansser  der  ihr  zu  Theil  gewordenen  fürstlichen  Gunst  erkennt  die 
.Veretmmlnng  deutscher  Naturforscher,  und  mit  ihr  die  Wissenschaft, 
daaicliar 'an  die  wahrhafte  Begeisterung,  mit  welcher  nicht  nnr  die  Stadt 
Paris  ruhe,  ja  das  ganze  badische  Volk,  dem  naturlich  die  höchsten 
Behörden  des  Landes  mit  leuchtendem  Beispiel  to ranschritten,  ihr 
in  gastlichster  Weise  entgegen  kam  und  bei  sich  aufnahm.  Sie  erinnert 
•ich  ferner  dankbar  der  in  jener  Stadt  blühenden  hohen  Schnle ,  welche, 
l^'fhfer  A'H  eine  der  ersten  in  Deutschland ,  Tollkommen  würdig  ist  ihres 
ll«hea  Vorbildes,  der  berühmten  öcole  polytechnique ,  der  die  grössten 
linuizdsischen  Mathematiker  und  Naturforscher  mit  Freude  und  Stolz 
ihre  besten  Kräfte  widmeten. 

ISin  «ehr  ginckllches  Geschick   hatte  die  Leitung  der  Geschäfte  der 
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Carlfrnher  Vertamoilang  In  die  Haodo  sweier  Männer  gftl^y  welche, 
mit  dem  grossten  Eifer  für  die  ilinen  gewordene  Aafgabe  erfillt9  ee 
auch  ober  sich  zo  gewinnen  Teritanden,  mit  ^er  groeeten  AnfopffeiniBg» 
wie  mit  vollständiger  Uebereinstimmung  danlibar  beaeogt  wird,  Aieaer 
■eh wierigen  Aufgabe  sich  hinzugeben.  Da«  Archir  darf  In  •  einem  Kreise 
mir  den  Kamen  W.  Elaenlohr  nennen,  den  jeder  eeiner  Leaer  fcMnl, 
an  den  eich  «ehr  viele,  lieinesweg«  bloss  eolehe,  die  tttae  MäftaL  «ijpiMi 
Monde  die  klaren  Worte  eeiner  Lehre  Temahmen,  mit  der  grftaaleii 
Dankbarkeit  erinnern  werden.  Er  war  die  Seele  der  V^eraammliing, 
worin  alle  Theilnehmer  übereinstimmen.'  Mehr  darf  der 'He^u^eber, 
ahne  das  feine  Gefühl  seines  trefflichen  Freundes  an  Terletsen,  liidll 
sagen,  so  gern  er  anch  mochte,  wenn  er  dem  Drange  eelnetf  Hersemi 
folgen  durfte.  Solche  der  Allgemeinheit  gebrachte  grosee  Opfer  liiidta, 
ausser  in  der  freudigsten  Anerkennung  aller  edlen  Geninther,  vorstiga^ 
weise  in  sich  selbst  Ihre  wahre  Belohnung,  Das«  aber  aoeh  dleWia^ 
i^nschaft  öffentlieh  daran  erinnere,  i«t  ihre  Pflicht,  de«  Daakea  We» 
gen 9  welchen  «ie  solcher  Aufopferung  schuldet,  und  geschieht  In  ihrem 
eigenen  Interesse,  weil  es  inr  Kacheiferung  anregt«  •—  Dns«  abertacil 
alle  die  vielen  bedeutenden  Männer  der  Wissenschaft,  welche  doreli  ilM 
Anwesenheit  inr  Verherrlichung  der  Versammlung  natfirllch  Weaetttilell 
beitrugen,  den  wärmsten  Dank  Terdienen,  ist  au  bemerkea  gana  naadthlg. 

Da«  Archiv  wird  e«  «ich  zur  Aufgabe  machen ,  nach  nnd  naeh  die 
«einem  Kreise  angehörenden  Vorhandlungen  dieser  denkwnrdigea  V«r* 
aammlung  zu  besprechen*  Für  jetzt  ist  der  Herausgeber  uberaeiigt, 
aich  den  Dank  seiner  Leser  durch  Mittheilung  der  folgenden,  der  Afif- 
bewahrung  in  diesem  Archiv  sehr  werthcn  Eröffnungsrede^,  an  der  das 
Hers  der  Jugend  und  des  Alters  sich   erwärmen  wird,    zu  verdienen. 


Durchlaochtigster   GrossbersogI 
Hochgeehrte  Hcrrenl 

Schon  29  Jahre  f\\\A  verflosseo,  seitdem  Sie  Baden  eum 
erstenmal  und  zwar  in  Heidelberg  willkommen  biess,  und  20  Jahre, 
seit  es  Sie  zum  andernmal  in  Freiburg  froh  begrusste« 

Nicht  minder  freudig  schallte  durch  das  Land,  Tom  Forsten 
bis  zum  schlichten  Burger,  der  Ruf  „Willkommenes  als  ihm 
die  Kunde  ward  von  der  Versammlung  dieses  Jahres.  Will- 
icommen  ruf  ich  nach  aus  tiefster  Seele.  Wllllcammeo  fbeür0 
Freunde I    Hochgeehrte  Herren! 

Wenn  ich  die  Leistungen  betrachte,  die  seit  diesen  Zeit  tm 
Ihnen  ausgegangen,  und  die  Reihen  durchlaufe  der  hoehberühm- 
ten  deutschen  Namen,  die  schon  an  Ihrer  Spitze  standen,  so  fiihr 
ich ,  nicht  ohne  Bangen  f  wie  unverdient  die  Ehre  ist,  die  mir  tu 
Theil  geworden ,  als  die  33.  Versammlung  mich  zu  Ihrem  Geacbftfts- 
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ffikHir  ernannte.  Doppelt  aber  bin  Ich  darom  anch  Kum  Dank 
verpflichtet,  and  glaube,  daae  Sie  dem  guten  Willen  wohl  mehr 
vertmnten,  als  der  Befilhigung. 

ff 

Was  Gates  oder  Mangelhaftes  nun  (üt  Sie  aus  dieser  Leitung 
eQtxprio^o  mag  —  ich  bitte  vor  Allem  das  Gute  auf  Recbnuiig 
Jeoefli  WiUeoSy  ,das  Andere  nur  auf  den  Mangel  an  Geschick  zu  setsen. 

Sie  sind  hier  in  einer  Stadt  zusammengekominen»  die  venn5j;e 
ihrer  Jugeiid  fast  noch  keine  Geschichte  hajt  Sie  ist  nicht  Im 
Besita  von  längst  beriihmten  Lehranstalten,  wie  viele  von  den 
Ort^Dy  an  denen  unpere  früheren  Versammlungen  staltfanden,  noch 
giSqst  sie  durch  grossen  Reichthum,  der  anderwärts  im  Gefolge 
des  Handels  und  der  Industrie  gefunden  wird.  Aber  sie  liegt  in 
der  Mitte  eines  glücklichen  Landes,  das  reich  ist  an  Naturschon- 
helt  und  Vielem,  das  fSr  Sie  besonders  Interesse  hat 

.Auph  begrflsst  Sie  hier  eine  Ihrem  Streben  eng  verbundene 
und  Ihren  Verdiensten  höchst  dankbare  höhere  Lehranstalt,  die 
swar  noch  jung  ist^  aber  von  Jahr  zu  Jahr  in  immer  weiteren 
Kreiseo  ihre  Wirkung  verbreitet. 

tter  Ist  der  Ort,  wo  jener  Dichter  lebte,  der  seinem  Sinn  (Qm 
Inneres  Leben  nnd  fär  deutsche  Gemfithlichkeit  den  schönsten  Aus* 
dniek  lieh.  Doch  war  unser  Hebel  nicht  nur  Dichter.  £r  trag 
auch  als  Lehrer  und  Volks -Schriftsteller  Vieles  zur  Verbreitung 
der  Naturwissenschaflen  in  höchst  anregender  Weise  bei. 

Hier  lebten  ferner  die  beiden  wohlbekannten  Physiker  Beck- 
mann, Vater  und  Sohn. 

Noch  erinnern  wir  an  einen  edlen  Fürsten,  Carl  Friedrich,' 
der  nebst  seiner  geistreichen  Gemahlin,  Caroline  Luise,  frfiher 
als  andere  den  Wcrth  erkannte,  den  genaue  Kenntniss  der  Natur 
fiSr  alle  Zeiten  hat 

Ferner  mahnt  auch  noch  die  Lage  dieser  Stadt  an  Manches, 
was  Betrachtungen  über  den  Entwickeinngsgang  der  mensdiücben 
Gultur  hervorrufen  kann :  Vor  dem  Thore  gegen  Süden  ziehen  fried- 
lieh nebeneinander  her  ein  Streifen  Urwald,  wohlbebaute  Felder, 
eine  Eisenbahn  und  eine  Telegraphenlinie. 

Zu  dem  Rauschen  des  Laubes  von  tausendjährigen  Eichen 
gesellt  sich  dort  ^r  Donner  des  Dampfhammers  und  das  tiefe 
Ertönen  des  Ventilators. 

Wir  vernehmen  die  Naturlaute  einer  grauen  Vorzeit  und  die 
Wirkung  der  riesigen  Kräfte,  welche  die  fortschreitende  Natur- 
wissenschaft in's  Leben  gerufen  hat,  zugleich  miteinander. 


\i4f  ßisetfloAr:  liede  gehauen b(i Er öffmng.derM.YersamwUung   . 

..  Uat^r. dem  Lärm  des  TorfihereilendeB  BahDsugis,  unter  dem 
Aeehzei)  der  gewaltigen  Maschinen,  die  das  nahe  Feuer  belebt»  ruft 
aus  den  Gipfeln  jener  Zeugen  der  Vergangenheit  di^Dryas  des  Baumes 
ihr  „queusque  tandem!^^  y, Wohin  führt  noch  das  tolle  Treiben, 
dem  föh  in  meinem  Alter  nun  zusehen  ifiuss?  Sonst  stund  ich  fried- 
lich und  nngei^tort,  wohl  10  Jahrjiunderte  läng^.  besucht  liur  von 
den  Heerdeuy  die  man  Vorbeitrieb ,  und  dem  Wild  des  Waldes.''  ' 

^9  Jetzt  aber  rast  von  Jahr  zu  Jahr  mit  wachsendem  GetCse  und 
stirker^als  deir  Sturm  deir  Menscheln  rastlos  Wesen.  Du  geschwätzi- 
ger Nachbar  und  Wrwitziger  Draht«  der  mir  das  Nahen  der  fremden 
Männer  voraus  verkündet  hat,  sag'  an,  wo  wiUdas  noch  hinaus?'^  ' 

Und-  die  Unvollkorömenheit  unseres  Wissens  antwortet  der 
Eiche  in  den  leisen  Seufzern  des  Drahtes: 

7>  Vergeblich  fragst  du  mich!  nur  Eines  ist  gewiss,  dass  diese 
Zeit  der  Wunder  der  Anfang  erst  von  noch  weit  Grosserem  ist; 
darum  wartet  ihr  altersgrauen  Bäume  ein  Jahrhundert  nur,  und 
viel  Erstaunlicheres  werdet  ihr  noch  sehen."  * 

„Jetzt  tagen  in  jener  Stadt  die  Männer  der  Naturfoxschung, 
von  denen  Manche  den  Anfang  dieses  neuen  regsamen  Strebens, 
einer  Aera  nie  gewesener  Erfolge  in  der  Erkenntniss  der  Natur 
erlebt.  Diese  haben  meinen  Einfluss  auf  den  Magnet  vor  nicht 
acht  Lustren  erst  vernommen,  'und  schon  trag'  ich  das  Wort  der 
Menschen  viel  schneller,  als  der  Ton  dier  nahen  Glocke  zu  dir 
dringt,  ül>er  Wald  und  StrOme,  über  die  schneebedeckten  Alpen 
und  das  stürmische  Meer,   fort  in  die*  fernste  Ferne. ^^ 

„Geheimnissvoil  ist  noch  mein  Wirken  und  dennoch  haben 
tiefsinnige  Farscher  das  Gesetz  erkannt,  nach  denen  es  erfolgt.'' 

„Was  durch  den  unendlichen  Raum  von  Stern  zu  Stern,  von 
der  Sonne  zur  Erde  in  zitternder  Bewegung  die  Botschaft  aUer 
sichtbaren  Veränderungen  trägt,  das  bin  ich  unter  der  Herrschaft 
der  Menschen  für  irdische  Verbindung  und  rühme  mich  gleicher 
Geschwiudigkeil  wie  das  Licht."  ' 

'  „Der  Strom,  der  in  mir  thätig  ist,  vermag  Veränderungen  jeder 
Art  her^^rz^bringen.  —  Sein  Liebt,  dem  Sonnenlichte  gleich,  ist 
reiner  noch  als  dieses.  Ich  leite  ihn,  wo  man  strebt,  die  innere 
Natur  der  Körper  und  ihre  Zusammensetzung  zu  erforschen  und 
die  Kräfte  zu  messen,  welche  ihre  kleinsten  Theile  zusammen- 
halten, so  wie  da,  wo  es  gilt,  die  feinsten  Werke  der  Kunst  und 
der  Natur  mit  höchster  Vollkommenheit  nachzubilden." 

„Ich  verwandle  ihn  in  Wärme,  und  die  Gluth,  die  er  alsdann 
in  mir  erzeugt  und  die  mich  ein  Werkzeug  der  Zerstörung  werden 
liess,  ist  sdbst  ein  heilsam  Mittel  worden,  die  zerstörten  Theile 


Ae^^KJi^f4^Ts^^\fz\^if^fiü^e^.  Scbeinlebeii  hauch*  ich  längst  dep  T^teo 
eb/^  nßii  iii^Js9hjQ(V9rz?4]^llf3r.  |jCcaBk]ieit^  tret!  icb^helfend  ^of^''  —   ^  ./ 

rjJ^IMi(nired*gef  Dialit'S  «pricbt  draaf  die  Eiche :  ,,Was  düMOhmt; 
AKM^Anf  mein»  Frage  8  .Httt  nicht  die  Menschheit  schon  aechrnmat* 
wenigstens  so:lamg  hestandisfi  als  wie  ich»'  und  waren  meine  Vor-^r 
fahl!»  nicht  glcBdifallaZeagen  v^on  hoben  Dingen  und  von  grossen  Tli»<  < 
teh^  Jlb'rgescbabenv  als  man*  von  solcher  Unruh'  noch  nichts  ahnte  ?«M 

>WS^An«Airenrf.da  so  VieJea  wissen  wUlsti  wasiistde|i;%wfck 
von  Alledem?'' 


•  ■  ■» 


■_  ii 


^Uiptl  sfatHi'ifed  Dviibtes  anty^ ortet  ihr  ein  Geist,  der  aiifiiem 
Dfubte.fipriebt;  .  *  .        » 

»^Ancbdfri  eigrauter  Firednd  der  alten  Zeit,  ist  es  ergangem^'. 
wie  so,  vielen.  Andern,  .die  in  dem  Kampf  das  Unbequemeres 
Wechsels /nuir/erblickt  unpl  in  der  lebenskräftigen  fiewegnnj^  dei^ 
Un^r;^anff  des  Hergebrachten  mit  Besorgniss  wahrgenommen ,  die/ 
s&heh  eeoliebei^  zwischen  Dorf  und  Stadt  wie  du.^''« 

f;.i;»^Giskenne,  d^s  die» Frische  des  Daseins  dir  fehlte  und  höre... 
was  ich  dir  sage:  .,  ,  .  .j 

..^»l^.defy^  esecbsfachen  Alter»  das  du.  der  Menschheit-  im  Ver- 
hSltnis^.;sii,,dei9  de^ip^n  beilegst^  ist  sie  der  Kind^^it  kaipm  ent-^ 
w^iebst^p»    Qfiine  .tausend  Jahre  sind-  in  ihrer  EutwicicluBg  nur  ein 
Tiig^.and^j^vWO  ^u  bereits  zu  altern  angefangen,  hat  sie  (|as  ein- 
flussreichste  Werkzeug  ihrer  allgemeinen  Bildung  erst  erfunden/'.^ 

<„^uch  damals  sprach  man,  wohin  soll  das  führen?   War  Rom 
nicht  grof(a  und  Griechenland  auch  ohne  diese  Presse?    Und  du^ 
erkennst  doch  wohl,  wie  unscheinbar  und  einfach  selbst  diese  Er-, 
flndung  gegen  tausend  andereist,  die -jetzt  der  Mensch  besitzt  und 
die  er  täglich  noch  vermehrt.    Darum  erfahre : 

„Zti  den  lieistungen  der  gegenwärtigen  Zeit,  zu  den  Entdeckun« 
gM^id-Erfindungen  der  Forscher,  die  dort  beisammen  sitod^'^^bSi^e'- 
eine '^^Jange  Vorbereitung,  gehörten  grosse  und  vielj8hTige'Stttdl«n«<^-- 

„Jetzt  werden  die  Fruchte  derselben  von  einem  auf  den  anderp 
übertragen  und  gehen  picht  mehr  verloren  wie  die  Millionen  Samen» . 
die  deinen  Zweigen  schon  entfielen,  um  im  Sumpfe  zu  verfaulen.'' 

'„1)er'F^orfsciritt  ist  gesichert  und  ein  grosser  Plan  licet  Ihm 
zu  Grhnid/v  Geordnet  Ist  das  geistige  Ringen  und  Streben  mplirj 
und^'m'e^rl  .Naturgesetze,'  deren  Harmonie  und  Innere  Notbweii«' 
digkeit  der  Scharfsinn  jener  Männer '  der  Wissenschaft  erkannt, 
ve»:  denen  keines  da»  ander^'tft<irtv  und  keines  anders  seip  kann, 
als  hsi  istV'  ^e  isind  die  Fvhref  öiPer;  hoffnungsreichen  Zeit  sufe. 
höMrPjStufe  mettffoblicayi^r  Entwlckelung. 


"    •  .  .       .       M.  ■  ■  •    .; 
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,,Wer  dicAe  ^flhdllch  ond  nicht  liiilb  erkannt/  ^ör  flihlt  es, 
da08  nie  anvriderlegliche  Bei^eise  and  Ofenbarangen  von  hOheret 
WeidfBil  sind,  als  mfenscbllcber;.  anddass^defe'  Meaacb.aUUekates 
WttSMi  Im  Eracbaffenen  keinenr  hdheren  Ziele  nacfbatrebea  kaao, 
als  diesem  Guttliche  in  der  Natar  so  f&hlen,  sa  erkennen.  Begei- 
sterangsfoll  erblickt  er  daua  iu  eikiem  Meer  von  Licht  mtd  Wahr- 
heit den  Aasgang  und  das  Ziel  ?on  onsereoi  Streben t  ^tiott^tll^ 

Und' mit  diesem,  meine  Herren»  lassen  Sie  nna  denn  auch 
beginnen. 

W'ir  danken  ihm  sonfichst,  dass  er  Sie  AAe  wohlbehalten  herge- 
führt, wir  danken  ihm  Rlr  den  seit  Grfindang  der  Natarforscher- 
Gesellscbaft,  ja  seit  noch  Ifingerek*  Zelt  fast  aogestOrten  Frieden« 

Wie  vieles  war  nur  durch  diesen  mOjglicb ,  ond  wie  de^  Erfolg 
ein  grosser  war ,  so  wuchs  natQrlich  auch  der  Sinn  ffir.  die  Nator, 
die*  Zahl  von  ihren  Freunden.  Es  wuchs  damit  die  Bedeutung 
und  der  Cülanz  dieser  Versammlung,  die  für  die  Gegenwärt  und 
Zttkunft  nicht  nur  ein  allgemeines  i  sondern  auch  ein ^^  aational 
deutsches  Interesse  hat. 

Das  Erstere  ist  darin  begründet,  dass  solche  'j8hi1!che  Zu* 
sammenkflnfte  von  grossem  Matzen  sind,  indem  Me  unter  ver- 
wandten Geistern  Anlass  zum  Austausch  der  Ideen  gisb^,  manche 
folgentelche  Bekanntschaften  veranlassen  und  neu  hervortretende 
jugendliche  Kräfte  stärken  und  erheben.  '- 

Wer  weiss  zudem  nicht,  dass  die  meisten  Erwerbungen  der 
Wissenschaft  Folgen  oder  Geschenke  gemeinsamer  ThStigkeit  und 
der  zu  Stande  gekommenen,  verabredeten  Arbeiten  sind,  und  bei 
welcher  Gelegenheit  wären  diese  wohl  leichter  möglich  als  hier? 

A 

* 

Wie  aber  iu  der  Wissenschaft  das  Vereinzelte  mit  dem  Fort- 
schritte derselben  bald  nicht  mehr  verlassen  dasteht,. sondern  dem 
allgemeineii  Gesetz  einer  höheren  Weltordnung  sich  anscbliesst 
und  dadurch  an  Bedeutung  gewinnt,  so  erhöht  auch  das  Gefühl, 
einem   grossen  wissenschaftlichen  Vaterlatide   anzugehören,   den 

Math  des  Einzelnen  und  fahrt  ihn  zu  weiteren  Erfolgen. 

'-    .  .    .  ■ 

Jlieser  erhöhte  Lebensmuth  ist  dem  Seht  wissenschaftlichen 
Streben,  dem  Streben  nach  exakter  Erkenntniss  nothwendig,  und 
Vijßle  haben  es  erfahren  müssen,  dass  ihr  Sieg,  der  Sieg  der 
Wahrheit,  nur  durch  enge  Verbindung  mit  Andern  niCglich  war. 

Nur  durch  Einigung  der  Ansichten  ist  das  Zorficktreten  der 
blossen  Spekulation  von  der  Bfihiie  des  Rahmes  bewirkt  worden. 
Durch  Einigung  wird  es  mOglicb  sei»,  die  Wirkangen  einiger  Ueber- 


raste  d^  S^ieknlatioii  itof  liie  SelbstubefsefaStsnng  Bu'hcmmeD, 
dieifcr  fibertriebeiieo  Besorgniss  oar  noch  mehr  Nahrung  gab>,'M 
konnte «Init  den  ForHiehrittIvn  der  Nfttorwlftseneehanen;  ond  *dee 
daraoe  folgenden  Abnahme  der  Mystik  ein  Nachtbeil  flir  idie 
MeoBcbbeit  verlimideii  sein»  -^  eine  Besorgniss,  die  jedoch  nur  In 
niedem  Splifiren  zu  irlrluHi  scheint,  da  selbst  dort»,  wo  der  grosse 
QalileY  zun  Widerrufe  geairungeii  ward»  das  buchst«  Oberhaupt 
der  Kirche  im  Anfang  dieses  Jahres  einen  wahren  Tempel  für 
die.e^cakte  Natyrwissenschf^ft  in  eigener  Person  erCffnist  bat. 

•  ■  Kann  dies  in  einer  Zeit  geschehen ,  wo  die  Astronomie  sich 
deiA  Ziele  näliert,  die  Achse  zu  finden,  um  die  sich  das  ganze 
Heer  von  Sonnen  dreht,  di)^  unserro  FixstermSy»tenie  amgebSren, 
so  haben  wir  keinen  neuen  Stillstand  der  Erde  zu  ffirchten,  ^ond  das 
gewaltsame  Dämmen  der  Wahrheit  bringt  nur  Wirkungen  hervor,  wie 
das  Einsperren  des  Uranpapiers,  da«,  einmal  der  Sonne  ausge« 
setzt,  s^n  Licht  auch  im  Kerker  bewahrt,  und  dann  nur  um  so 
wundwbarer  erscheint»  wenn  es  wieder  zu  wirken  Gelegenheit  hat 

Was  aber  nun  das  national  deutsche  Interesse  an  dieser  Ver- 
sammlung betrifft,  so  ist  damit  nicht  gemeint,  dass  wir  besondere 
Ansprflehe  an-  die  Erwerbungen  d^r  Wiss^schaft  oder  an  die 
Alles  erhaltende  und  erfreuende  Natur  machen,  wohl  ab^r,  dass 
esi  auch  eine  Natur  gibt,  die  deutsch  ist,  und  die  e<i  sein  und 
bleiben  soll,  und  das  ist  unsere  Natur.  Dieses  Gefühl' muss  nicht 
nor  uns  vor  nns  selbst,  sondern  auch  vor  andern  Nationen. erhe- 
ben, wenn  wir  e^  nur  nShren  und  stärken. 

Und  warum  sollten  wir  dies  nicht,  während  Niemand  bezweifelii 
kafia,  dass  Deutschland  seinen  Ruhm  und  sein  Ansehen' weit  iihehr 
seinem  Sinn  für  Wissenschaft,  Natur  und  Kunst,  seideni.Fletss  nnd 
seinem  Wissen«  als  seiner  politischen  Macht  und  seinem  Roiehtbum 
verdankt! 

Hzit  der  edle  deutsche  Greis,  der  rubiavolbte  und  grOsste  onter 
den  jetzt  lebenden  Forsphem,  indem  Briefe*),  den  ich  Ihnen  nafh*. 
her  mittheilen  werde,  mit  Betrfibniss  den  Mythus  der  deutschen  Ein* 
heit  berührt,  so  ist  es  um-  so  mehr  von  vaterländischem  Inti^esse, 
dass  wir  uns  fühlen  nnd  mit  Stolz  auf  ihn  und  die  andern  deutsehen 
Männer  sehen,  die  durch  ihre  hervorragenden  Arbeiten  nicht  nur  die 
Zierde  dieser  Versammlung,  sondern  der  Rubm  und  Glanzpunkt 
unserer  Nation  geworden  sind.  Ihr  Name  sei  die  Fahne«  unter  der 
wir  uns  einig  fühlen,  ihre  Anwesenheit  der  Aufruf,  ihnen  in  Thal* 
kraft,  edlem  StöLse  und  ntttzlicbem  Wirken  nachzustreben. 


*i.*i 


*)  Siehe  Hüinbeldl'a  Brfef  Sa  Nr.  9  dee  Tagblattee  der  84.  ?er- 
tammlong  deatecfa^  tiätvrfortdM«  «nd  Aerste. 


14S'JSir0'n  l^  kr :  Bette  ffektOien  >in'€arlsfuJut  laäiA^eepiemker  lfm* 

m 

Von  deD  Männern  dei(  Vateifcnd^/  die  zu  dem  Tempel  der 
W«hp|ieit  und  Natur  Rahm  würdiges  beigetragen  und  fiir  die- Wie* 
sMscbaft*  und  ibre  Freunde  zu  früh  dafaiAgeschiedeb,  ruhen  'im 
irUbheil  Grabe: 

Johannes  Mfiller^  der  ^osse  PhysvbTog.    Heifirich 
Licbtenstein,    der   vieigereinffb   Zöölog.     Nees   voii 
l^senbeck,   vieljfthriger  Prfliäid<^nt 'der  Leopöldfnischen 
' '•  Acadeniie.    KaiBtner;    der  Cheftiiker.     Plattner»    der 

deutsche  6ahn.    Huschke,  der  Aflatoih  und  PhysTölog« 
Albers^  der  Conchyolog..JB[lugj  .der  Eotpmolog.  Busch, 
derGynäkolog.  Thienemann,  der Ornitholog«   Johann 
:^.       Roth,  d^rkfibne  Reisende  in  Syrien« 

Auch  von  dem  Ausland  sei  es  mir  Tergunnt,  hier  einige  zu 
nennen,  die  zu  nicht  minderem  Leid  fSr  uns  dahingegangen: 

Robert  Brown^  der  grosse  Botaniker.  Catichy,  der 
grosse  Mathematiker  und  Physiker.  Thenard^  der  hoch- 
verdiente Chemiker.  Temmink,  der  Omitholog.  Mar- 
shall  Hall,  der  Physiolog.  Scoresby,  der  verdiente 
BeobAchtßr  und  arktische. Reisende.  James  Clark  Ross 
d^r  Kthne,  der  im  Nord  und  Süd  den  Pol  des  Magrietisroos 
unseret  Erde  fand.  Dufröooy,.  der  Geolog.:  Conye- 
.  bare,  der  Geolog  —  und  endlich  unseres  Humboldt's 
Freund  und  treuer . Begleiter  Aimö  Bonpland. 

'"  Die  Erinnerung  an  diese  Todten  sei  uns  heilig  ,'6e^rk  Schmerz 
über  ihren  Verlust  aber  mildert  die  Anwesenheit  so  vieler  Män- 
ner der  Wissenschaft. 

Unter  ihnen  begrüsse  ich  nochmals  zuerst  die  fremden  Natur- 
fefseher  und  Aerste^  die  aus  weiter  Ferne  hergekommen  sind, 
um  hier  das  Ihrige  zum  Allgemeinen  beizutragen,  sbdann  die  An- 
dern, die  dem  deutschen  Vaterlande  angehören. 

Noch -ärängt  mich  mein  GefShl  zum  Danke  fUr  das  freundliche 
Entgegenkommen  Derer,  die  theils  an  der  Spitze  der  hiesigen 
Stadtbehurd^h  stehen,  theils  Mitglieder  der  ftir  unsere  Zwecke 
besonders  l^nannten  Commissionen  sind.  /     ' 

][ch  fühle  mich  gedrungen,  mit  Innigem  Danke  es  auszusprechen, 
f^'ie  kräftig,  schnell  und  liberal  die  Unterstützung  wac,  die  wir  bei 
i^U^n  Grpssherzoglichen  Behörden  und  insbesQqdere  bei  dem  Mi- 
nuiterium  de;?,  Innern  gefundei)  haben.     .... 

Mehr  Aet  als  ich  sagen  kann, , drängt  es  mich  hin,  aus  tief- 
stem Innern  ehrfurchtsvollen  Dank  mit  Worten  wahrer  Liebe  und 
Verehrung  dem  Fürsten  darzubrhigen,  der  mit  so  seltenem' Geschick 
und  Eifer  die  ihm  anvertraute  Stellnng  zum  Glücke  seines  Landes 


€rHn'&r4:'\Mer4^  huerpolatimüpfiMem. 
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ben&M  und  a«M  firWlMensclNifty  Natur. uBd  Kunst  so  hehen 
Sinn  idürch.Wort  und  Tbat  Jbekäbrt»  der  ans  in  seinem  eigetnen 
rHabse»  im  schOn^eschinuckten, -ca  diesem  Pest  besonders' berge- 
stellten  Saale'  anfgeuomn^en'  und  als:  ein  deutscher  Fürst,  dem 
inner  0  Dräng  der  menschlieb -reckten  und  dämm  desto  htfhem 
Empfindung  naehgebend^  nns-init  seiner  Gegenwart  beehrt  ^  ^ 

.  Ihm/ineniem  gViäd^en  Herrn  uhdf  Grosshefzö^,  .Ihm  gelte  das 
erste  Lebenszeichen  unserer  hiermit  eröffneten  Versammlung,  Am 
der  frohe,  tief  empllln^epe  Ruf:    ;,£r  lebe  höch'^t!! 


; '  j  i    : 


■■  ■» 


I 


■'.ii   ;  '!'. 


H  ■   .*■• 


' 


t< 


XV. 


Uebdr  das  Interpolationspröblem. 


.( >^  ■■ 


'  •     ■  j 


Von      , 

.-,  -dem  Herausgeber. 


.11. 


:     .:    E  i  n  I  e  i  t.i|.n  g... 


■  ■  ■  I'    ,  • 

•  •     • 


'"  Das  Interpolationsproblem  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgi^^en 
'4er'Analysis,  wegen  der  vielfachen  Anwendnungen,  die  es  Inf  d^ 
gesaihmten  Naturwissenschaften,  hauptsä^hlifeb  auch  In  der  Astrü- 
noroie,  und  in  den  technischen  Wissenschaften  findet.  Pie  theo- 
retifsche  Darstellung  der  Theorie  dieses  Probliems  lässt,  glaube  icÜ, 
noch  Manches  £Ü  wünslihen  übrig,  und  diese  Theorie  scheint' ml^ 
einer  neuen  Entwickelung  zu  beddi'rfeö«'  Bekannttieh. werden  .ibei 
deib'  Interpolationspröblem  gewöhnlich  zwei  FlLlIe  uhtei^sctiieden, 
jepaiehd^  die  g^gebbnen'  Werthe  der  als  u^iabhängig^beträchif^- 
ten  veräoderliehen  Gr5>se  eitie  arithmetische  'Reihe  deä'^  ersten 
Grades  bilden,  n&mlich  nach  gleichen 'Jnterv^lebfortscfiir^tteji, 
Ödei^bach  beliebigen  ungleichen  Intervarte^'  fdft^cAen!.  Es!  V^i"- 
steht  sich  aber  Ton  selbst,  dass  der  eri^t^  Fall  uAter  dem  zwe|« 
ten '  allgemeineren  Falte  enthalten  sein,  und  äich  aus  demselttep 
ableiten  lassen  muss.  Fflr  den  Fäll  liach  beliebigen  ungleichen 
Intervallen  fortschreitender  Werthß  der  als  unabhängig  bebaicV 
teten  verltnderlichen'GfOsise  enthält  jedejifails,  theoretiscji  genom- 
men, die  «Interpolatiötisformel  vöii  Lagring'e  dieeihfaclistiei  Auf- 


UO  er»u»rtt  ■-  Btftf  da»  /aUrptUubmVfMam.       ■- 

.ISMiag,  tmil  iMduf  kann  ebiM  eigsstllchea  BMvetsMk  TraU  dtfr 
Bewoia  gewriMermurca  In.d«  Fm-iiibI  sdbst  liegt,  od«r  »lA 
aRnittdbar  uu  derselben  erftieht.  Für  die  pnktlscb«  AbwendoDg 
bt  aber  dies«  Eotmel  elcbt  sehr  bequem,  nnd  wettere  theere- 
tMbe  Folgerwigen  am»  ihr  m  xiehen,  iet  nicht  ganz  leicht,  we*- 
faalb  M  oiit-  ftDch  sieht  xweckmKe^  itn  «ein  seheint,  aie  nr 
Grundlage  der  gaDzea  Theorie  d^r  Interpolation  zu  machen,  wie 
d^s  eigentlich  wohl  in  der  Natur  der  Sache  läge,  da  dieee  For- 
mel eine  gani  allgemeiee  Auflnanng  des  Inlerpolationsproblem» 
enthält.  Die  Glieder  derselben  sind  nach  den  gegebenen  Wertben 
der  als  abhängig  betrachteten  verfinderlicben  GrOase  geordnet, 
was  jedenralls  fiftr  die  praktische  Anwendung  nicbt  so  bequem  tat, 
wie  die  bei  der  allgemein  bekannten  Interpolationsformel  ffir  den 
Fall  nach  gleichen  Interrailen  fortschreitender  Werthe  der  als 
unabhängig  betrachteten  veränderlichen  GrOsse  ge^rühnliche  An* 
Ordnung,  wo  man  die  Glieder  der  Formel  nach  den  ersten  Glie- 
dern der  successiren  Differenzenreihen  der  Werthe  der  als  abhän- 
gig betrachteten  veränderlichen  Grösse  fortschreiten  liest;  denn 
da  in  vielen  Fällen  die  Glieder  dieser  Differensenreiben  bald  sehr 
klein  werden,  so,  erlüchtert  die  in  Rede  stehende  zweite  An- 
ordnung der  Glieder  der  Interpotationsformel  oft  die  Rechnung 
wesentlich,  nnd  Ist  daher  nach  meiner  Meinung  im  Allgemeinen 
'  der  ersten,  bei  der  Lagrange'schen  Formel  vorkommenden  An- 
ordnung der  Glieder  vorznEiehen.  Fast  ganz  unbeachtet  scheint 
man  bis  jetzt  eine  von  Slirling  In  dem  „Tractatua  de  sum- 
natlone  et  interpelattone  aerlernm  infinitarum,  Lon- 
dini.  1730.  p.  140."  g^ebene  Interpolationsfermei  gelassen  sa 
haben,  welche  ich.  In  dem  all<{emeiReten  Falle  nach  beliebigen 
m^etchen  Intervallen  JortDcbreilender  Wertbe  der  als  unabhängig 
bebachtetei)  veräqderlicqen  Grösse  der  Formel  von  Lagrange 
T4nnaieben  geneigt  bin,  weil  durch  dieselbe  nach  meiner  ]Ue>nnng 
.»wf^hl  in  tneo  retisch  er,  als  au.eh  In  praktischer  Beziehnng  da« 
iiUerpolatjoD^probtem  in  der  voJIkommensten  und  einfachsten  Weise 
gel tfst  wird.  Wenigsteps  erinnere  ich  mich  jetzt  nicht,  dass  dii)- 
ser  Formel ,  die  Ich  avch  fSr  das  beste  Fundament  der  ganzen 
Theorie  der  Interpolalien  fa^te,  weil  sie  reich  an  Folgerungen  ist 
und  den  besonderen  Fall  nach  gleichen  Intervallen  fortscbrciten- 
der  Werthe  der  ^la  unabhängig  betrachteten  veränderlichen  Gr.5aae 
unmittelbar  unter  sic^  enthält,  in  Irgend  einer  der  mir  bekannten 
Schritten  Qber  den  vorliegenden  Gegenstand  in  ganz  bestimmter 
Weise  und  in  erforderlicher  Allgemeinbsil  Erwähnung  getban  wor- 
den wäre,  gestehe  aber  gern,  dass  meine  Kenntniss  der  betreffen- 
den Li^ratur  ni<;ht  ganz  vollständig  ist  Einen  Beweis  seiner 
Fji^c^  bat.  Stlrjing  nicht 'gegeben,  and  Khefpt  dieseU»,  wl« 


vMe  anlief 9  . F<y^n|oln  la  4^ii|  genannten,  i^iendlich  viel  Schr»nea 
•nthajtenden  Werke,  blöa«  durch  Inductioh  gefunden  zu  haben. 
'I^WeVAb ''daher  lii  dieser  Abhandlung^  einen  ganz  älij^enkfein^ 
Beweis  der  trefflichen  Stirling'achen  Fonnel  za  geh^  ietWisk' 
eben,  und,  indem  ich  dieselbe  zur  Gruodl^e  der  ganzen  Theorie 
imt  Interpolation  mache,  aus  ihr  eiiie  fl^ihe  vq|i  Folgerungen 
^hen,  80  weit  dies  ohne  Weitläufigkeit  geschehen  kann  und 
neine  ^EÄt#leM4uiig  anl  fejgebtbSmßcbkeit  Anspmeh  isa.  machen 
sich  b^re^ktiglt  halten  daif,  da  ich  schon  Bekanlites  za  wiederbo- 
len  D^iäulijub  b|er  nicht  die  Absicht  habe.    , 


* 


Wenn  zwei  ans  n  Gliedern  bestehende  Reiben  von  Grössen : 

■*  '■•''.  ^|y  k^i  äe^f  dr4,  «i»»^; 

tfif  v%f  !f»9  jfv**  y» 

g^eben  sind,  wo  die  Glieder  der  ersten  Reibe  sSmmtlich  als 
unter  einander  ungleich  angenommen  werden;  so  ist  die  Aufgabe: 
eine  ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  (n — l)sten  Gra- 
des  von  x  zn  finden,  welche  so  bescbaSen  ist,  dass  ^li^elbe, 

wenn  man  Ar  die  Grosse  x  nach  und  nach  die  Werthe 

'  i-'   '■         .  ■     « •  • 

f?i>  <^a»  «•».^4»i-v.^i» 
..pfltA'fciiifi^frtHi»  dift;Wi9rtbe,  •',. 


_  -. .  •  i » 


sfi>  y%9  9i'  y\9  ••••  jf» 

esbilt"  ^' 

'  "^Dieilef  Aufgabe,  d^en '{grosse  Wichtigkeit  ffir  'die  g^sammte 
Naturwissenschaft  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  wei<den  braucht, 
QeiiM:  matt  -gegenwärtig  ^In^tier-  relneA  Anal^^sls.  da^st^lniefDoiz« 
tl^th^pvbblem.  -*     ^ 

*Dass Runter  4er  vorherjgel^endea  G<^Stalt',  die  wir,,  andrer  4uf« 
Bi^nfeev^ifcfai^a,|etzt  .ni^  i^^  gedi^k^n,  hi^t-uoir .  IbIb  A«^  fallen 


Wolfen,  "(^as  interpolatibnsp/oblem  eine  ginz  bestiiiimtii  Aufgabe 
ist  und  in  jedem  Falle  nlif/  efne' ^'Auflösung  zulassen  kann,  so 
dass  es  immer  nor  eine  deh^^ liedjrigungsn  deir  4?^^  ^taj^ 
sprechende  ganze  rationale  algebl^si^  Function  .jäes  (n— l)slHi 
Grades  von  x  geben  kann,  isf  leiciit  zu  übersehen.'  benn  die 
gesuchte  ganze  rationale  algebraische  Function  y  di^i  (fi-^l)f|{|p 
Grades  von  x  muss  notbwendig  im  Allgemeinen  di^  ^ori^  rr:  ^\ 


'\\ 


..I^bf/B,  ipnd  4ie  Bediogaugeii  .der  Au%^1)q  Jiefei;a.jQf^  .)|^jC,Qestifi- 
unmittelbar  äie  folgenden  Cfleicbuiigen:  .  *    **" 

^n  ==  ^Q  +  -^l^n  +  -^a^n*  +  Ä^Xf?  +....  +  ^n-i^n*"*. 

Da  dies  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zivischen  den  n  unbe- 
kannten Grossen 

VC  »   -^l  9  -"2»   ^S  >  •  •  •  •  -«n— 1 

sind,  so  ist  die  Bestimmung  dieser  Co^cienten  nur  auf  eine 
Art  möglich,  und  das  Problem  ist  alsOj  wip  behauptet  wurde,  un- 
ter der  obigen  Gestalt  ein  vSAig 'bestimmtes. 

■■■;      ''■■■    ■-      ■••  '■♦..  •  .•       ■•  .         ;  •!'     ■•      •     ■'*?     '-1         '.iS        ;..ii-       .'    »-.•^■'     . 
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-t.-        '.'     •   ■  -      ••         .    ',       :  •■  '        .  '.'  ■      ..-j;'-    ■'••    -.i  .'1.. ■;•.-•   •  »^^-i  ■:    ■»(;••/ 

.        Ais  den  beideik  Retben  «^ 


•ÜTj  ,    u;  1^ ,   •ITg  ,   •IT^ ,  •  •  •  •  Xn  , 

bilde  man  jetzt  neue  Reiben  nach  deb  In  'den^  folgi^detiP  Fohbeln 
ausgesprochenen  Gesetzen: 

......         V«  V 

.'i'i  •-.       ^'  '.«       ■      •        •'•         •■*- 
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.  I,..     '^4  ^^i  ^6 ""^2  roTr^i  •^«"TrÄ-8 


U.    .S..   KT,  .    ,..  ..•        ..,  V  .•     ,.•     I 
ll-*3  ;9— 8 


t: 


ü — 9    «— 5 

-*ä-^":'**-^^'-  ■■■■ 
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# 

wodurch  man  also  dä8  folgende,  für  unsere  weiteren  Untersuchun- 
gen sehr  vrichtige  Schema  einer  Hauptl-eihe  und  daraus  abge- 
leiteter Reihaii  erhält:  ' 

3^1'        y^y        ysy        ^4»        y^y  "'yyn—i»  ^n-i ,  ^/« 

1111  1  1 

yi>      y^y      yzy      y*  >         •  •  •  • »  yn-<2. »  2^«-l 


2 

2 

y^^ 

2 
^3' 

•    •  •    •  f 

u    s.  \v. 

2 
y«-2 

• 

n— 2           «—2 

y\y     yi 

n-1 
yi- 

Dass  dieses  Schema  aus  der  gegebenen  Reihe 

;/!>  y»^  yz9  .V4»  ••  -.y« 
berechnet  sei,  werden  wir  im  Folgenden  immer  voraussetzen. 

§.  3. 

Zur  Abkürzung   werden   wir  von  den  folgenden  Zeichen  Ge- 
brauch machen.    Wir  setzen: 

1)     .      .     .     .    ^x,  A  =  ^A  — ^x,    zf^x=yx+l  —  yx 

und  haben  dann  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen   offenbar 
die  folgende  Relation: 

A 

A+l  Jy 

2) .      yx  = ^^^ 


Xx,  x+A+l 


WO  immer 


X  .    1  und  x  +  ^+l  ■     n 
>  '^ 

ist. 

Nach  1)  und  2)  ist: 

A  A  A  A  A4-1 

yx+i  =  yx  +  ^yx,  ^yx  =  oTx,  x+A+1 .  yx ; 
woraus  sich  die  Relation 

Thcil  XXXII.  11 
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« 

3) yx+i  =  ^x  +  a:x,  x+A+i .  yx 

ergiebt,  von  welcher  wir  im  Folgenden  weiteren  Gebrauch  machen 
werden. 


$.  4. 

Hauptsächlich  müssen  wir  nun  aber  zunächst  einige  Relationen 
zwischen  den  vorher  im  Allgemeinen  durch  Xx,  X  bezeichneten 
Grössen  beweisen ,  welche  för  das  Folgende  von  grosser  Wich, 
tigkeit  sind. 

Weil  nach  1) 

.TA,  /i  =  Xfji — ü^X,  ar^,  V  =  :Vv —  Xfi 
ist,  so  ist 

a?A, /A  +  ar^,  v  =  ^i> — ^A , 
und  folglich  immer: 

-  4) a:x,  fx+a^ß,  v=^xXy  V 

Weil  ferner  nach  1): 

XX,   X+1  =^X+1 ^X9 

a?x+l,  x+2  =  ^x-l-2 — ^x+l  » 

!Vx-\-2,  x+3  =  ^x-f 3  — ^x-f2  > 

U.  S.    W. 

a:x+A,  x+A+i  =  ^x+A+i — arx+A 
ist,  so  ist  offenbar: 

^f,  x+i  +a:x+l,  x+2  +  ^x+«,  x+8  +  ••••  +^x+A,  x+A+i  =  a?x+A+i— ÄTx, 

also : 

•^x,  x+1  +^x+l,  x-fi  +  ^x+2,  x+8  +  . . . .  +  a?x+A,  x+A+i  =  Xx,  x+A+i- 

Wir  wollen  nun  den  Werth  der  folgenden  Grosse  zu  ermit- 
teln suchen: 
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+  OJA+i,  X .  a:K^2,x .  «tJA-f-s,  X  • . . .  wx+fi-^i,  x .  a?A,  A-f-iu+s 
+  a*A+2y X .  o^A-f-s,  X  •  ar^4,  X . . . .  a:A-f-^+2,  x .  a?A+i,  A4-M+S 
+  ^A+3,  X .  ^A+4,  X .  ^A+5,  X . . . .  ^A+^+8,  « •  ^A+a,  A-f  ^-f  4 

U.      8.      W. 
+  ÄX— jU— 4,  x»^x— ju— 3,  X'^x— ft— 2y  x**««^x— 4,  x«^x— /u— 5,  x— j 
+  ^x— /<— 3,  x-^x— ^— 2,  x.^x— /A— 1,  x..»-^x— 3,  x«^x— iU— 4,  X— 2 
+  ^X— ili— 2,  X .  Ä?x— /u— 1,  X  •  Xx—fx,  X  •  •  •  •  ^x— 2,  X  •  ^x— /U— 8,  X— 1 

+  ^X— /U-1,  X  •  Xx—fi,  X  •  i*?X--|U4-l,  X  • .  • .  Ä?x— 1,  X  .  Xx—fA^2,  X» 

Nennen  wir  vom  Ende  nach   dem  Anfange   hin  die   Glieder 
dieser  Grosse  nach  der  Reihe  das 

Iste,  2te,  3te,  4te, ....,  (x  —  l — fi)te 

Glied,  so  ist  die  Summe  des 

Isten,  2ten 

Gliedes  offenbar: 

a?x— /u— 2,  x«a:x— /A— 1,  x.^x— /u,  x».»«iCy— 2,  X«(^X~/U— 8y  X— 1  +  Ä?x— 1,  x)» 

also  nach  4): 

^x— /A— 8,  X  •  «3?x— /i— 2,  X  •  OCx—fA—lf  X .  •  •  »Xx—Zf  x  •  ^x— 2,  x. 

Folglich  ist  die  Summe  des 

Isten,  2ten,  3ten 
Gliedes: 

•Cx— iU— 8,  x»^x— ju— 2,  X'^x-jU—l,  X  ...i  ^x— 8>  *•  G"*^*— A*— 4>  «— *+.  ^x— 2,  x)  > 

also  nach  4): 

iTx— jtt— 4,  x»^x— /u— 8>  X'JPx— /u— 2,  x****^x— 4,  x«^x— 8»  x« 

Daher  ist  die  Summe  des 

« 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten 
Gliedes : 

^x— ju— 4,  x.^x— /4— 8»  x»^x— /A— 2,  x****^x— 4,  x.(^x— jU— ft,  X— 8+^x— 8,  x)> 

also  nach  4): 
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* 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kano,  unterliegt  keinem  Zwei 
fei,  und  es  ist  also  offenbar  die  Summe  des 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten,  ....  vten 
Gliedes : 

^X— ^— (V-f  1),  X.a?x— /l— V,  X  .  ^X— |U— (r— 1),  X . . .  •  .Tx— r,  X« 

Polglich  ist,  wenn  man 

setzt,  weil  unter  dieser  Voraussetzung 

X —  fl  —  (v-fl)  =  X— ft  —  (X  —  A— "^4+  l)  =  A,—  1, 

X  —  fA — V  =jc — fi  —  (jc  — A  —  ft)         =A, 

K — f*  — (v — l)  =  jc--fi — (x  —  A  —  ft — 1)=A4-  I, 

u.     s.     w, 
X  —  v  =  )c  —  (»■ —  A  —  fi)  =-A  +  fi 

ist,  die  Summe  des 

Isten  ,  2ten ,  3ten ,  4ten ,  — ,  (»  —  A  —  |Lt)ten 
Gliedes,  also  d^r  Werth  der  ganzen  obigen  Grösse: 

a^x-i,  X .  ^A,  X .  J?A+1,  X  •  a?A4-2,  X . . .  •  ^A+/i,  X ; 
und  wir  haben  daher  jetzt  die  folgende  Formel: 

6)     .     .     .     iTA-i,  xirA,  X  .TA+i,  x.-arA+a,  X  —  .ta+u,  x 
=     ^A,  x.Ti-fi,  X  .TA+a,  x....arA+/u,  x.^A— 1,  A+^i+i 

+  ^A+i,  x.^A+2,  X .^A+s,  X XX^fjr^l,  x.^A,  A+/I+2 

+a:;i+2,  x.^A-l^s,  x.a:^+4,  x....^Al.u+2,  x.a?A+i,  A+zi+a 
+  arA+3,  X  •  «^A+4,  X .  ^A+öj  X . . . .  ^A+^+3,  X .  a?A+«,  Af  i«+4 

u.     s.     w. 

-\-  a:x— ,u— 2,  X .  ^x— jU— l,  X  .  ^x—fi,  X  •  .  •  •  ^x    2,  X  .  ^x—fx—Zf  x 

+  4?X— ;U— 1,   X  •  ^X— |tt,    X  •  il?X— /U+l,    X  •  •  .  •  ^X— 1,    X  •  ^X— jU— 2,    X. 

Für  f*=0  ist: 


7)  .     .     .     .    .1:^— 1,  x.*TA,  x=      a?A,x  . a?A-i,  A+1 

u.  s.  w. 

+  .i?x-l,  x.aTx— 2,  X- 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  Grösse  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  6)  durch 

-aA,  X,  fil 

SO  ist  nach  6): 

8)  .    ÄX,  X,  fA^=^  ^A-l,  k .  .TA,  X .  ^A+l,  X  .  arA+Äj  X  . . . .  ^A-l-^,  x. 

§.  5. 
Nach  3)  ist  nun : 

A  A  A^i 

yx     =  yx-i  +  a:x-i,  x+A .  yx-i , 

A  A  A+X 

yx— 1  =  yx-a+^x-2,   x+A-i  .yx-2  , 

A  A  A+1 

^x— 2  =  yx-3 +a?x-3>  x+A-2  »yx-S  * 


u.    s.    w. 


»•  ■ 


A  A  A+l 

ys    =y«+^2»  M^3-:y«» 

A  A  A+1 

^2    =yi+^i,  A+2.yi; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt,  und 
aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

A        A  '  A+i 

9)    ....    .    yx=yi  +  a:i,  A+2.yi 

A+l  •    •  ■••' 

+  a:2^Af8*ya 
A+i 

u.  s.  w. 

-f  Xx^%  x+A— 1  .yx-« 

A+1 
+  arx-l,  x+A.yjt-i.  ' 
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Also  ist: 

111 

10)    .     .     .Vx  =  jri  -i-^|,  s.jfi-h^Sft»  8*^2  +  ^8»  4*2^3  +  •••• 

1  1 

. . . .  +  Xx"^,  x-i .yx-2  +  a:x-i,  x.yx-i- 

Nun  ist  aber  nach  9)  auch: 

112 

y%     =2ri  +  ^i»8yi» 

112  2 

^8        =yi  +^l>8-yi  +^2>4-^2» 

1  12*2  2 

3^4       =yi  +^1»  8-^1+^2'  4-^2+^8»  5«y8f 

U.      S.      W. 

1  1  2        '  2  2  2 

yx-1  =2^1  +^1»  8-^1+^2»  4*^2+^8»  6'2fe+   •  •  •  •   +^x-2>  x-^x-«» 

also  nach  10)  offenbar: 

1 

y*  ^=  yi  +  (^1»  2+  ^2»  8  +  ^8»  4  +  • '  •  •  +  ^x-2>  X— 1  +  ^x-l,x)yi 

2 
+  (^2»  8  +  ^8>  4+  •  •  •  •  +^x-2»  *-l  +  ^*— l>  x)*l>  8  *yi 

2 

+  (^8>  4  +  •  •  •  •  +  ^x— 2>  x-i  +  a:x-i  >x)^a>  4 .  y% 
u.    s.    w. 

2 
+  (^x-2»  X— 1  +  ^x-u  x)arx-3,  X— 1  .yx-3 

2 
+  ^x— 1 9  X .  Xx—%>  X— 1  •  y  X— 2  9 


und  folglich  nach  5): 


11) 


1  2  2 

yx  =  2^1  +^i>  x.yi  +^2»  x.a?i,  8«2^i  +^8»  x-^a,  4.2^2+- ••• 

2  2 

. . . .  +  ^x— 2>  X  •  »Tx— 8»  X— 1  •  yx— 8  "i"  ^x— 1>  X  •  ^X"-2>  x  «^x— 2« 

Nun  ist  aber  Aach  9): 


Gruneri:   Oeber  dag  InierpokUionspradiem.  159 

•  «  3 

2  2  3  8 

ys    =yi  +^i»4-yi  +^2>ö-y«» 

2  2  3  3  S 

^4    =yi  +•^1» 4-yi  +^2» 5-^2+^8» 6  ys» 

O.      6.      W. 

2  2  8  3  3  8 

yx-a  =  .Vi  +a:|,  4.^1  +  0:2,  4.^2+  ^8*  6-^8 +  •••  •  +^«-8»  »^y^-a? 

und  folglich  nach  11),  wie  man  mit  Anwendung  des  oben  einge- 
führten Zeichens  Xk,  x,  /m  leicht  findet: 

1  .         2        _  3 

yx=yi  +  a:i,  x.yi  +  -X2>  x>o«yi  +-^3»  X»  0»^l>4*yi 

+  -Xji»  x^o  •  ^8>  6  -ys 
U.    9s   W. 

+  -^Tx— 1>  x»  0 •  ^x— 5»  X  •  yx— 8 > 

also  nach  8): 

12) 
12  3 

y*=yi  +^l>  x.Jfi  +0?!,  x..r2»  x.^i  +372»  x.^8»  x.^i,4.yi 

8 
+  5^3,  x.ar^,  x.^2>  5*y2 

8 

+a?4,  X .  0:5,  X .  arg,  0 ,3^3 
n.  8.  w. 

8 
+  ^«— 2f  X  •  ^x— 1  >  X  •  ^x— 8»  X  •  yx— 8» 

Nach  9)  ist  ferner: 

834 

y2    =yi+^i.4yi> 

3344 
y8    =yi+^i»6-yi+^a>6-y2» 

33444 
y4    =yi+^i>dyi+^2»6y2+*8»r  y8» 

U.      8.      W. 

33444  4 

yx-8=yi+^i»6'yi+^»«*ya+^»*r«y8  +  ••••  +  ^«-4»  «•yx-4t 
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also   nach    ]2),    wie   mau  mit  Anwendung  des  oben  eingeführten 
Zeichens  Xx,  x,  ^  leicht  findet : 

yx  =  yi  +^i*x.yi  +a:i,  x.ar^,  x.^i  +  A^,  x,  i  .^/i  +  ^3>  x»  i  .^i,  6-3/i 

4 

,  u.  s.  w. 

*''««■  li  ■  ■  - 

H"  -^*x— a»  ^»  1  -»"^'x— 4»  x-^x— 4> 

also  nach  8)j 

13)     yx  =  2(i+ari,  x.^yi+a:!,  x-arg,  x.^i +a:i,  x.a:2,  x..r3,  x.^i 

+  •'^2»  X  •  "^8>  X  •  ^4»  X  "2?i ,  5  .  yi 

4 
+  ^3>  x.^4»  x.a?5,  x*^2»  ö'^a 

4 

+  ^4j  X'X^f  x»<a?g,  x.^3j  r'^s 
u.  s.  w. 

4 
+^x— 3>  x.^x— 2j  X  .  J?x— 1*  x«A*x— 4,  x«3^x— 4« 

Nach  9)  ist  jetzt  wieder : 

4  4  6  * 

4  4  .5  ö   .    • 

4  4  6  5  5 

u.     s    w. 

4  4  5  5  5  6 

yx-4  =  yi+^i>6-yi+^a»r'.ya+^8»8-*8  +•••  +  arx-s»  x-^x-s; 
also  nach  13)  auf  ähnliche  Weise  wie  oben: 


••     • » 


jr«  «yi  +*i»  «'•yi  +^i»  m  ;^t,'-jf.jri+Är|,  x.i^i;  x^^ta,  x.yi+^s> «» «.yi 

6 

+  -X4,  X,  a.ar2»r»y9 

A 
i     '       iO«  *•    *V« 

also  nach  8)1 

1^) yx=yi 

1  .....   ft    ..  8  4 

+^if  «•yi+^i>  H»ä^^  x.yi+Ä?i,  x«^af  x.^8»  x\yi+^i»  «»^i»  »»^b»  M.a?^,  x  .yi 

X^t»  x.^8>  ***'^4»  X»^6»  «•'''l»6*yi 
+  ^8»  x«^4*  x«^6»  x»a;5,  xr^2>7*ya 

+  ^4»x«^8»  x«*^«»  *«^r*  ««^S»  B-y^l  ^ 

U.      8.      W. 

0 
•f"  ^x— 4»  X  •  ^x— 8»  X  »^x— 2»  X  •  Xx— 1 9  X  •  SCx^^  X  »yx— 8* 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  nicht 
den  geringsten  Zweifel,  so  dass  man  also  jetzt  Im  Allgemeinen 
die  folgende  Fofmel  erhält:: 

1 

y«=»    yi+^i»x*yi 


B 

+ a?!,  X  •  «a?2»  X .  3:3,  X  .yi 

4 

+  ^1»  x*^>  x.^Pa,  x*^4»  x.yi 

U.      8«      W. 

r— 1 
-f  a?l,  X  •  ^2>'x  •  ^^8»  X  •  »^4,  X •  •  •  •  ^r— I »  x»yi 

V 

+  5:9,  x.a^aj  x.a?4»  x.^8»  »•^••itv»  x*^uv4-i»y% 

t 
+  ^"3,  x«^4»  x.^8«  X'^8»  x««».drr-|-i>  x«*r2»H"^'ya 


'  >   t 


» ' 


T  <5P4,  X •  ^6»  «.••^6»  X .aTy,  X  •  •  •  •  ^1^f2»  x  •  ^3»  1^-8  •y8 

U.      8.      W. 

V 

•l'taPx-^if  x«^x— »-fff  3ir*^x— 94-8»  x-i^-Ä'xi.!,  x*^x-«i'»  x^J/x-'V 

11* 


S[et«9n  wir  in  dieser  Formel  vssx— 1,  90  wVd  dieselbe.:. 

•    ..    _^        .,.-'     .  4 

U.      6.      W. 

x~2 

+^i>  x.«r2>  x»a:8,  «••r4,  x..».t*^x— 2,  x»yi 

x-1 

+ii?a>  x.^8»  «•^4>  ««^ft»  x..»»^ic-*»x.Ä'i,  x»yif 
also: 

1 
15)  .  .  yx  =  yi+ari,x.yi 

-f  j:i9X.<a79,  x.^l 

8 

+«a?j,  «.aSj,  xI*iPa(f  »f^i 

-f  ^1»  x*^at  x«^8»  x*^4»  x-^1 
U.     S.      W. 


X— 1 


.-|-^l  9X  •  ^a»  X  •  ^3»  X  •  *l?4>  X  •  •  •  •  ^x— 1>  X  •  yi  » 


oder  Dach  1) : 


1 


+  (a:x— ari)(arx-— :ra)y, 


4' 


+ (oTx  —  Xi){a:x  —  iCi)(xx — a:^)(a:x  —  ar4)yi 

ü.    s.    w. 


.♦ 


.  x-l 


•     ■-     ••  ■    :    ■  •    ^•-  17)  :      "i..^»-  •'• 

..-.•<    ■  •     •■:  .    .■    ^»  ■      .  .  ....     •    .        ..• 

+  (0?— ^,)(a:  — a7a)yx 

3 

4 

.  .  ,-••  n-l 

+  (a?— ari)(a?— a?a)(^— .a?s)(a:— 0:4)... .  (x  — a?fi-i)yi  # 

wo  ^  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
{n — I)sten  Grades  von  o?  ist,  so  erhellet  aus  16)  auf  der  iStellö» 
dass  diese  Funqtion  ^«  wenn  raaQ  if>^  tbr  ailgemeiki  x  =  Xx  setzt, 
den  Werth  yx  erhält»  so  dass  aIso  die  Function  y  eine  ganze 
rationale  algebrafsche  Function*  des  (n  —  I)sten  Grades  von  x  Ist, 
welche,  wenn  man  für  a:  die  Wertbe  /> 

setzt,  respective  die  Wertbe 

t  ■  ■ 

.Vi»  yai  y».  94» "»yn 

erhält,  und  daher  das  InterpolationsproDlem  im  Allgemeinen  auflöst. 

Die  in  der  Formel  17)  vorkommenden  Grossen 

1      a '   a     4         «1-1 

yi.  tm  vii  yif'^yi 

sind  die  ersten  Glieder  der  aus  der  Reihe 

yi»  ^2»  ya»  3^4»  **''9n 

nach  dem  aus  §.2.  bekannten  Gesetze  abgeleiteten  Reihen,  und" 
nach  dem  dort  gegebenen  Schema  zu  berechnen. 

Die  Formel  17)  ist  auch  ganz  vorzuglich  geeignet,  wenn  man 
die  ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  (1»— rl)sten  Gra- 
des von  X  so  darstellen  soll,  dass  sie  nach  den  Potenzen  von  ar 
geordnet  erscheint,  wozu  nur  nuthig  ist,  die  Producta,,  ki  welche 

l         2        »         4  «-1 

.Vi»  Vi*  Viy  Vit '"'Vi 


multiplicirt  sind,  unter  dieser  Form  darzostell^n;' #M' nadi  den 
allgemein  bekannten  combinatorisclien  Regeln  und  Sätzen  keiner 
Schwierigkeit  unterliegt.  Am  besten  wird  man  aber  Immer  thnn, 
die  CoefBcienten  der  Potenzen  von  a:  In  den  verschiedenen  Pro« 
dacten  nach  der  Reihe  successive  aus  einander  zu  bereclbien» 
wozu  die  folgenden  sich  leicht  ergebenden  Formeln  dienen.  Mau 
setze  allgemein :  •  ^.    ■  ■       ..    ( 

(a?— OTiXa?  —  ara)(a?— a;^)..;  .(a?— a?x-i) 

also  In  analoger  Bezeichnung: 

(a: — J?i)(^ — a7j|)(a? — 0?^) .  • .  •  (o? — a?x) 

X  X  X  X  X 

=  Cl)  +  Cia:+  C^a?«  +  C^x^  +  .. . .  +  CxX"; 
so.  ist ,  weil 

Ist,  offenbar: 

»  X  X— 1 

X  X— 1  X— 1  .  ^ 

Cj        ^  Co       ^C/j^Xr 

X  X— I   ^      ««.-l' 

Mi     =  Cj     —  Ca«a7x» 

X  X— 1  X— 1 

u.  s.  w.    .  . 

« 

X  X— l  X— 1  **• 

Cx— 1  =  Cx^a  —  Cx-i^x » 

X  ■     X— 1 

Cx         =   Cx— 1  9 

und  man  hat  also  die  folgenden  Formeln: 

*  ■  »  '  * 

..4)=3— ^.  ^1  =  1; 

Co  =  —  Co^s»    Ci  =3  Co—"  C|^8 »    C«  s=  Ci  — •  C^^sf  Cs  =  C^ 5 

u.     s.     w. 


tiroaaeb  die  Coefficienteo  der  Pdtensei»  ron  a  in  den  in  Rede 
«tebendeD  Producten  sich  leicht  nach  und  nach  berechnen  lassen* 
Independente  combiuatorische  Formeln  wurden  sich  leicht  ent- 
wickeln lassen»  wurden  aber  .bei  numerischen  Rechnungen  weniger 
Beqverolichkeit  darbieten  i^ls  die  vorstehenden  recurrirenden  For* 
mein,  weshalb  wir  es  nicht  für  nöthig  halten»  uns  mit  deren  Ent- 
Wickelung  hier  zu  beschäftigen. 


§.  6. 
Wenn  die  Grössen 


.    .    .   <[  1     .     ; 


^1»  ft»   *8»  ^4»V,--.^« 


.  j 


eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordi^ing  bilden,  deren  Dif- 
ferenz Jxi  ist»  80  ist^allgemein  -'''    '^'' 

18) a7x  =  a?i  +  (ä—  l)^.tri , 

and  folglich 

Xn»  Ä  =  a;A— ar«=;Ui  +  (A— 1)^/0?!  ]rr^\Xi  .+  <ii?*^l)//ar|  Jn?  v> 

abo:  \ 

19)    ...     .    :Pk,  A  =  a?A  — a;x  =  (A— x)^ari. 

Setzen  wir  nun  wie  gewöhnlich: 

20) 

^•yi    =^8— (2)i  jf«  +  (^ayi i 

-^^1     =y4-(3)i.y8  +  (3)a^y«— (3)B.yi, 

U.     8.      W. 

-^"^1  =y«-(w-l)i  •yn-i+(n-l)a.yn-«-....+(-l)«-^(»i-l)«-i.yi ; 
80  ist  offenbar  nach  §•  2.  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  19): 


A  . 


•    '.■:.f    ^sK. 


Al«<>  i«t»  wen 'nach  19); 


X  —  Xn'='X —  a?i  —  (JC  —  \)AXi 

Ist,  offenbar: 


«-« 


(a?  —  Xi)(x^x^{x—x^ ....  (arjfTr4r)i)yi 


•15-  '•. 


WO  nach  dem  Obigen  ..^. 

J  _       ^*ya     .  rf 

•■:■•■.  (,    :    . 

gesetzt  worden  ist.    Folglich  ist  in  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
der  BinemW-Cdirfäclehieifi  "     *      ^    -       /  - ,  ,v . 

' '..        ''■■■■  ^  r  *  ^/  .'  .'f 

und  daher: 

y  1  =  y  1  . 

(x  —  .ri)(a?— ara)yi  =  ^  ^^    Jj^»  -^^i »       " 

■  '  ■.  ■  .■•■,-/     ■■,',•      i 

X  <|*  <■■■  nß^  \ 


|V-  *        " 


U.      8.      W. 


--    ...  1—  I'. ■ 


Also  ist  nach  17): 

>1)       ' 

,    >.  . . 


mmik^'  ^4  VSm^l  hÜamnt^  Intei^atiDtitfoiiiMelfVOr  den  FiM  ikmt 
arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bildender,  flMÜOD'DMii 
gleichen  Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als  unabhängig 
betrachteten-  verÜndel^tfdK^nL  GrtlssiB?  ist,  so  dassvaUk-diesrFtfriASI 
unmittelbar  unter  der  aiigemeineu  FQrn^^l  17)  alis.ein  besonderer 
Tall  entnaüen  ist  und  daraus  sehr  leicht' hervorgeht.    '    ^ 

•  ■<".•.  .•*,\  '  "  ■       .■    kvt:      :  .-Ir 

Statt  nach  den  Grossen 

kann  man  die  Formel  21)  auch  nach  den  Grössen 

.        yi»  y»>  .^8»  y4>  •     •  2^1«  '  '     '  - 

fortschreiten  lassen. 

BevDr  wir  aber  2ut  EntWickelung  des"  beh^fl^M^n  Äüsdrtrcks 
übergehen  können  ^^mösi^en  "wir  die  folgende^  ku'^h' aii   ^sidi  in* 

teressante  Befrachtung  über  die  Binomiai  •  Coedicienten  anstellen. 

. *■;  -  .■^--     .       ■."■  '    -.^  -J  •-••..■'■  -     ^'      ■•-•■.      •"•     •  •  \  -^t  i  ■■^ 

Unter  der  .Voraussetzung»  4ass  ^  und   fi  positive  ganze  Zahf^ 
len  sind  und  n  eine  beliebige  Grösse  bezeichnet»   wollen,  ivir  die 

Reihe •*•  -  ■^-  •     ....■■■.%  i.«    •    i  .;  I  -—  «; 

(n)A»   —  (A+l)i.(«)A4.i,  (A+2)2.(n)A+2,  ....,  (- l)^(^  +  f*)/i.(w)A+/« 

zu  Summiren  suchen,  und  wollen,  indem  wir  die  Summe  dieser 
Reihe  durch  f(k,  n)  bezeichnen».  ,:    i  x;  i-- 

22)  ........  /r*.«)         ,.    ,_  .... 

=  (n)A  -  (A  +  l)i ,  (ii)A+i  f  (A+2)a.  f«)A+2  -....  +(-l)»(A  +f»)/..(«)H/» 

-,!  /     '     ^    .         ;  — „     .         ^       .  .    •  „ .  C  •  t '^'«• 

setzen. 

Nach  einem  allgemein  bekannten  Satae'^er^di^  SSeil^ung 
der  Binomial-Coefficienten  Ist: 

/(*,«)=        (n-\)x-i       +(»i-iir"       ■'  • 

-(l  +  l)l.(«-l)A       -(i+I)i.(„-l);t+l 

+  (i  +  2M»-l)Hi+a+2)>.(»-=l)il44''   '^       ■    '  ''• 

■     ■  ■       '■        41.      ••      W,  ■,  ■ ._ ...     i 

+  (- 1)^4  +  ^)^ .  («  -  l)i+,._i  +  (  - 1)^(1  +  f.^ .  (n  -  l^M« 
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Also  Ist: 

111 
10)  .  .  ,yx=yi +^i,  2*yi+^«*  8«y«  +  ^s»4*3^s  +  •••• 

1  1 

. . . .  +  :rx~2,  x-J..yx-a  +  a:x-i,  x.yx-i- 

Nun  ist  aber  nach  9)  auch: 

112 

y%    =yi  +  ^i*8-yi» 

112  2 

Vz    =yi  +  ^i>8-yi  +  ^2>  4-^2» 

1  12*2  2 

^4       =yi  +^1»  8-^1  +  ^2'  4-^2  +  ^8»  6-^8» 

U.      8.      W. 

1  1  2        '  2  2  2 

yx-i  =yi+iPl>  8*yi  +^2»  4*^2+^8»  6'y8+  •  •  •  •   +  ^x-2»  x.^x-a» 

also  nach  10)  offenbar: 

1 

^x  =  9i  +  (^l>  2+  ^2>  8  +  ^8»  4  + +  ^x-2>  x-i  +^x-l,x)yi 

2 
+  (^2»  8  +  ^8»  4+  •  •  •  •  +^x-2>  x-1  +  ^x— 1»  x)*l>  8  «^l 

2 

+  («^8»  4  +  •  •  •  •  +  ^x— a,  x-i  +  a?x-i  »x)^a)  4  •  y% 
u.    s.    w. 

2 
+  (^x— a>  X— i  +^x— 1>  x)^x— 8*  X— l'3^>f— 3 

2 
+  Ä?x— 1  >  X .  ^x—2»  X— i  •  ^x— a  * 

und  foiglicb  nach  5): 

H) 

ISS 

yx  =  yi  +ari,  x.yi  +ar2,  x*^i»8*2^i  +^8>  x-a^a,  4.3^2+ •••• 

2  2 

. . . .  -f-  ^x>^9  X  •  «Tx— 8»  X— 1  •  yx— 8  T  ^x— 1>  X  •  ^x— a>  *  »y*— 2» 

Nun  ist  aber  dach  9): 
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a  a  3 

2  2  3  8 

y8        =yi+a?i,  4-yi  +^«»5-^2» 

2  2  3  3  8 

y4       =yi  +^I>  4-yi  +^2»  6-^2+^8»  «-^3» 

U.      8.      W. 

2  2  8  3  3  8 

yx-a  =  2^i  +ari,  4.^1  +  ^9,  5-^2+  ^8*  6-y8  +  "--  +^x-8*  x.yx-s; 

and  folglich  nach  11)^  wie  man  mit  Anwendung  des  oben  einge- 
führten Zeichens  Xx,  x,  fx  leicht  findet: 

yx=yi  +  ^i>  x-yi  +  ^^a»  x>o-yi  +  -^3»  X,  o«^i»4-yi 


+  1^4. 

x»  0 

•^2*6 

S 

y% 

+  ^6, 

x^O 

•^8>8 

3 
•y8 

U. 

9s 

W. 

+  JITx—i »  X*  0  •  ^x— 8»  « •  y «— 8  > 

also  nach  8): 

12) 

12  3 

yx=yi  +0:^,  x.yi-f  ^1»  X..T2,  x.yi+^a,  x.^8»  x.«a?i,  4.yi 

8 

+  a?3,  x.^4»  x.ara»  6«y2 

8 
+  ar4,  x»^6>  x.^3,  0.^8 

U.   S.    W. 

3 
+  Xx-^t  X  •  ^x— 1  >  X .  ^x— 8»  X  •  yx— 8« 

Nach  9)  ist  ferner: 

83  4 

»2    =yi+^i»4yi» 

8  3  4  4 

^8    =yi+^i»6-yi+^2»«-y2> 

33444 

^4       =yi+^l»5yi+^2^6:y2  +  ^8»r  »8» 

u.    s.    w. 

33444  4 

yx-«=yi+^i»6'yi+^»«*y2+^»r«y8  +  ••••  +  ^x-4»  «•yx-4> 
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also   nach    12),    wie   mau  mit  Anwendung  des  oben  eingeiuhrten 
Zeichens  Xx,  x,  fx  leicht  findet: 

4 

U.    S.    W. 


T  -'»x— a»   x>  1  -»t'x— 4,  x.^^x— 4  > 


ako  nach  8)t 


13)    yx  =  yi+ari,  x.^i+a:i,  x-arg,  x.^i +^1,  x-o^g,  x..r3,  x.yi 

4 

T  ^a»  >f  •  ^8>  >f  •  ^4»  X  •  a^i »  6  •  yi 

4 
+  a?8j  x«a?4,  X'X^i  x*a?2»  ö»y2 

4 

+  a:4,  X .  ^^5,  X .  a:^!  x .  0:3,  7  .^3 

u.  s.  u. 

4 

T^x— 8»  x.«2?x— a>  X  •  a^x— 1,  x»a?x--4>  x-^x— 4» 


Nach  9)  ist  jetzt  wieder : 


4  4  6 

4  4  .       d  6 

4  4  6  5  5 

U.      6      W. 

4  4  6  6  5  6 

yx-4  =  yi+^l>  ••yi+^2»r-.V«  +  ^8»  8if8  +    •    •  +  ^x-ö»  x.^x-ö; 

also  nach  13)  auf  ähnliche  Weise  wie  oben: 


jr«  «Sri  +*i»  ««'yi  +^i»  m .ä;»;-* .yi+^ri,  x.iTj^  jc.^Ta;  x.yi+^s»'  itV «-yi 

i,     '       iU«  «.    %V. 

+  A  x-^,  xr  a .  ^«— ftf  K  «yy— §  • 
also  nach  8)1 

14) yx=yi 

+^if  x.yi+^i>  x*^2»  x«yi+^i»  x.Äa»  «»^a»  x.,Vi+^i>  x»a?i»  ifarg,  n*^«»  it.yi 

+  AT^y  X .  ^a>  X  •  «T4»  X .  a?5,  X .  J*i»  6  *  yi 


•f-a:8,  x«^49  x.a?5,  x«^6*  xr^a»7'ya 


*  <U: 


0 

. ..  i 


-|'^4»x«^5>  x*^0»x«^f  x«^9B*yi 

+  ^x— 4>  X  •  ^x— 8»  X  •  ^x— 2»  X  •  »Tx— 1 9  X  •  ^x~5»  x  »yx— a* 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  känti ,  unterliegt  nicht 
den  geringsten  Zweifel»  so  dass  man  also  jetzt  Im  Allgemeinen 
die  folgende  Fofmel  erh^ält:*         >  :  .     ' 

1 
y«=»     yi+^i»x..yi 

-f  ^iy  x.^sf  x*yt 


r^-i. 


B 

+  a?i#  X  •  ^f  j  X .  ^8»  X  .yi 

4 

+  ^I»  X'ä:«»  x.^8»  x.^4»  x.yi 

U.      8«      W.  ,       - 

r— 1 
+  OTf,  x*^29*x*^8*  x»^4f  x»»«»^r— I»  x»yi 

+  5:2,  x.^8>  x.^4»  x.^5>  X*  v*^!'»  x^iTi,  r-fl.yi 

+  ir8j  x.*F4»x.ar5.  x-^6»  x..«.d:r4-i>  x**r2f  v4-2»y2 

+  iP4»  X  •  ^6»  «t**^«»  X  .aTy,  X  •  •  •  •  ^1^f29  x  •  »Ts»  H^  »yf 

U.      8.       W. 

r 

+ta?x-^if  x«^x— »^►if  }^»^x— i^f85  x-i^Ä'x^l»  x*^x-^»  x»yx— 1» 

11* 
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\  ^^i  Jo\  ^^i        A-1 

""^      ^"'  1.2.3.. ..(n—lMa?i«-i 

also«  wie  solgleich  erbellet: 

\   ^^1  /o\   -^^i   ""   Jn-l 


# 

Nun  ist  aber 

« 

Xi  —  3^2  =  — ^0?!  , 

ari  — 0:3=  —  2-^ari, 

J?i  —  x^  =  —  3^:Ci , 

U.    8.   W. 

a?!  —  ar«  =:  —  (n— l)4iiri ; 


also 


(a?i  —  a:a)(a?i  —orgKart— a^4)....(a?l— a:») 
=  (— l)»-i. 1.2.3.. ..(n  —  l)z/ari"-i, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

""  (a?!  -^x^i^i  —  arsXari  — ar4)(ari  — irj) . . . .  (a?!  — a-n) " 
Ein  allgemeines  Glied  der  Formel  32)  ist: 

Nun  ist  aber: 
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V  ^Xi    Jx\    -^^1  Jn^H^l 


I  •  2.  cj.t  «.x 


^  1.2.3,...(n— X— 1) 

folglich  offenbar: 

\  ^ari  /x\  ^^1  /iT-x-i 

(ar — Xi)(x — Xi — Jxj).. .  .(x  —  Xi  —  (x  —  ^)^Xi) 

(ar-^j?i  "-(x+l)z/ar|)(ar  -Xi  —  (x+2)Jxi) ....  (a?— ^i-r"(n— l)i^ari) 
^  1.2.3....(»— Ä-l).^.i?i«-*-« 

Es  ist  aber: 

arg     =Xi+2/fxi, 

u.    s.    w. 
aJx     =ari+(x— l)^ari, 
a?x+«  =  ari  +  (x + l)^/a?i , 

u.    s.    w. 

t_       .  .  .  ■ 

ar«     ==  a?i  +  (it  —  l)^/ari ; 


also: 


V    ^^l    /x\   ^Xi  /fi-x-1 

s  ♦•   •  ... 

(x — ar|)(a?  — a?g)....(;r— J?x)(J?— arx-t-a)»«..(a?— J?n) 

""         1.2.3....x.l.2.3....(n— X— l).-i/ari«-i 


Ferner  ist: 
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Xn^l  —  X^      =       (ä  —  \)JXi  , 

u.    s.    w. 

Jt  jc+i  —  a?ir-f a  =  —  dxi , 
arjt+i — arx+8  =  "^  2^a;i , 
u.    s.    w. 

folglich 

{Xif\-\ —  a:i)(a?x+i— a^a)  ....  {pCx-^-i — Xx){xx^\ — arx+a)  ....  {xx^i — a:«) 
=  (_l)ii-^x-i.l.2.3....x.i.2.3....(n-»— l).^ar,«-», 

und  daher  nach  dem  Obigen  offenbar: 

l\n-je-l    (^ — ^^\  (^ — ^^ ^*  — 1^ 

^*"    ^  V  ^a?i   /A   ^^\     '^^        /«-x-l 

(x  -—  agf)  (ar  —  x^) . . . .  (ar  —  a?x)  (a? — a?x-f g) ....  (a: — Xn) 

*~  (a7x^.i — ari)(arx-f  1 — x^ ....  (a?x+i— arxK*x+i — ^arx+a) ....  (a?x+i— ar») ' 

Also  ist  nach  32): 

«^v        _         (ar— a:2)(a?— a?a)(ar  — ar4)(ar— a:ft>....(a-— ^n)      * 
'^     *  "^     (xi  — a^aXari  —  arjXa:!  — ar4)(a?i  —  arg) ....  (a:i  —  a:»)  ^^ 

(a;  —  art  )(a: — ar8)(ar  -^  a?4)(a? — x^) . . . .  (a?  — ar») 
"*"  (a?2 — ar, )  (ara  —  a^  )(^2  —  ^4)  (^2 — a?«)  •  •  •  •  (a^a  —  ar«)  ^* 

(ar  —  Xi)(x — x^Xä! — a:4Xa? —  x^) ....  (ar— arn) 
"*"  (ars  —  a?!  Xar,  —  araKars — ar4)(a:g — aTß) . . . .  (arj — arn)  ^' 

(a?  --'ari)(a:  ■--  x^Xx — a?3)(a?  -— a?^) . . . .  (a? '—  arn)         ^ 
(a?4— ^i)(a?4— a?a)(ar4  —  a:8)(a?4— ar^) .  ...(ar4— ar«)  ^* 

n.    s.    w. 

(ar — a?i)(ar— ara)(a?— ag8)(a^ — ^^ ....  (a?  —  a?i»-i)     • 
"*"  (Xn—Xi  )(ar«— a?a)(a?«— araXar»— a;4) . . . .  (a?« — a?«-!)^"' 


Freiiich  ist  diese  Formel^  hier  Dur  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen  worden«  dass  die  Grossen 

'  00\  f  X^  f  Si^  f  X^  f  •  •  •  •  ^fi 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,    lüiiii  Ül^tlt' 
aber  derselben  auf  den  ersten  Blick  an«  dass»  weiche  Werthe 
auch  die  Grossen 

haben  mögen«  in  völliger  Allgemeinheit«  wenn  man  för  a:  nach  und 
nach  die  Werihe 

setzt«  dfe  Function  y,  welche  offenbar  eine  gatize  rationale  dge-*^ 
braisehe  Function  des  (n — l)sten   Grades  von  a  ist;  reispective 
die  Werthe 

...     .  .^ 

.Vi>  ya>  ys^  y4>  ••••y« 

erhSlt«  so  dass  also  durch  die  Formel  33)«  welche  voU  Lagl'ange 

t 

gefunden  worden  ist«  in   der   That  das  Interpolationsprobleni  in 
grösster  Allgemeinheit  aufgelost  wird. 


§.  10. 

In  der  That  bedarf  die  Formel  33)  eigentlich  gar  keines  Be- 
weises« weil  der  Beweis«  um  so  zu  sagen«  in  ihr  selbst  liegt. 
FGr  den  Onterrieht  kann  man  indess  die  Sache  zweckmässig  auf 
folgende  Art  darstellen. 

Um  eine  ganze  ratipnale  algebraische  Function  de8(nT''|)liten 
Gradqp  von  o?  zu  finden«  weiche«  wenn  man  für  x  die  Werthe 

*^l  9   *^2»  *^99  •^4»  ••••  ^n 

setzt«  respective  die  Werthe 

yif  y%*  y99  y^^^yn 

erhält,  suche  man  zuerst  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion des  (ii-^l)sten  Grades  von  ar«  welche«  wenn  man  fQr  :r  die 
Werthe 

setzt«  verschwindet«  und«  wenn  man  für  .r  den  Werth  Xx  setzt 
den  Werth  yx  erhält.  Eine  solche  Function  bezeichne  man  durch 
Ux.    Da  nach  der  Voraussetzung. die  Grössen 


170    ,         0fMn$ri:   üe^er  äoi  interpoiationiproihm, 

sSmmtlich  unter  einander  ungleich  sind,  so  niuss  nach  einem  be- 
kannten Satze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen  Functio- 
n/ap  Vx^^iych  das  Product 

ohne  Rest  theilbar  sein,  so  dass  also 

Um  =  K(x  —  a?i  )(x — 0:2)  •  •  •  •  (^  —  a:x-i)(^  —  ^x+i) . . . .  (a: — Xn) 

ist«  wo  K  nur  eine  Constante  sein  Icann,  da  Ux  and  das  Product 

{z-^Xi)(x  — ar^)  • . . .  (o?  •—  a;x-i)(a:  —  o^x-f  1) . . . .  (o; — o?«) 

beide  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des  (n  —  1)5te0 
Grades  sind.  Um  die  Constante  K  zu  bestimmen,  dient  uns  die 
Bedingung,  dass,  wenn  man  für  x  den  Werth  Xx  setzt,  y  den 
Werth  ffH  erhalten  soll,  was  uns  die  Gleichung 

yx  =  K(Xx — Xi)(Xx  —  Xj) .  •  • .  (Xx  —  Xx--i)(Xx  —  Xx-^l)  ....  (Xx  —  Xn), 

also 

jj^_ y^   

folglich  nach  dem  Obigen 

(x — Xi)(x — arg) . . . .  (ar  *—  a:x-i)(^ — Xx^i) ....  (o: — ^Th) 
*^*  ^  («X— a?i)(arx  —  ar») . . . .  (a:x  —  arx-i)(a:x  —  o^x+i) ....  {xx—Xn)  ^* 

giebt' 

Hiernach  sind  also 

—  (^ —^gX^ — x^){x^x^{x  —  aTft) . . . .  (ar — a:,i) 

^""  (a?2— a:i)(a:a  — ^8)(^a^«a:4)(ara— ar5)....(a:2— arn)**' 
,__     (a?  — a?i)(af — afgXä? — x^{x  ^  x^)  ..,»{x  ^Xn) 

_       {X'-'Xi)(X'^X^{x—X^){X'^X^,..,{x-:-Xn) 

***       («4— ^iXa?4— ar2)(ar4— ar8)(^4— ar5)....(ar4— a:«)**' 

u.    s.    w.  ^ 

—  (^"^^i)(^  "^  a?2)(^'^^8)(^'^^4) .  *« .  (^  —  ar»-i) 

***  ""  (a:«— a?i)(a?fi  —  araX^n— ^aX«»  —  3:4) ... . (xn^Xn^i)  ^" 


sSmmtlich  ganse  rationale  afgebraische  Functionen  des  (n  — l)sten 
Grades  von  x;  welche  Terachwinden ,  wenn  man  nach  der  Reihe 


•P .— ■  «ISj.»    ^$§    *^^9    ^ft»    •••••ISlIj». 

X  =  Xi  f  X^  f  X^  f  X^  ,   . .  •  •  Xn  9 
U.      S.      W. 


I 


t  '■ 


c  •  I 


setzt,  und  welche  die  Werthe 

»i*  y«»  ys,  ^4»  ••••yn 

erhalten»  wenn  man  l&r  x  die  Werthe 

X\  y    X^  9    d^  y    X^  y    t  •  .  •   J/ n 

setzt.    Also  ist  offenbar  die  Summe 

tii  +  tia  +  tts+«^  +  "-«+^ 

eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n — l)steD  Grades 
▼on  Xy  welche,  wenn  man  für  x  die  Werthe 


.• " 


•  X\  f     X^  y     X^  y  X^  y      •  •  •  •    X% 

setzt»  respeetivte  die  Werthe  -    •? 

;  ^  yi>y«>  .Vs*  y4>— y« 

erhält;  und  bezeichnet  man  folglich  eine  solche  Function  ron» 
überhaupt  durch  y,  so  ist 

y  =  tii  +  tija  +  ii8  +  t<4+. .♦.  +  ««, 
folglich  nach  dem  Obigen : 


178  &n^mmt^$i   M«r*4fii  hmr^H/MioniprifVm^^ 


"        (oi>t  — iFaXart  -r^yX^?!  -^a»^^  -^^6>.> .•  (a?i  T-.a?n)^* 

(^2 — ^i  Kxt  -^  a?i)(^i^  «iD(«tfr'**)  •  •  •  •  (^a  -  ^n)  ^* 

"^  (arj  — ariXarj  —  ar^X^s— ^4)  (^8  — ^6)' •  •  •  (^8  — ^«) 
(ar  — a?iX^— •iggX^^J^8X'g^^^6)*'"(^""^«») 

"*"  (x^  —  XiXx^^a^ix^-^X^Xx^—X^)  ....(X^—Xn)^^ 


»  •    ^ 


u.    s.    w. 

(X'r'Xi)(x—'X^)(a:^Xi)(x-^x^)....(x—Xn''i) 
(xn  —  ari  )(^ii — aTftXarii  •r-ar^)(a:^^— .4^4) .  •  •  •  (arn — arn-i)^* ' 

welches  die  schon  obeir  gefundene  Formel  ist 

•    ■    •  :  ^       .  ♦ 

Die  merkwürdige  Formel  17)  von  Stirling,  deren  allgemei- 
ner Beweis  der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  w^r,  scheint  mir 
bei  der  Ausfuhrung  von  Interpolationen  für'iiach  ungleichen  Inter- 
vallen fortschreitende  Werthe  4^  Ms  i^ns^bfiäng^  bet^afJ^teten 
veränderlichen  Grösse  der  obigen  Formel  von  Lagrange  vorzu- 
ziehen zu  sein,  und  ich  möchte  d^ber.  jene  merkwürdige  Formel, 
die  bis  jetzt  wohl  wenig  Beachtung  gefunden  hat,  der  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  empfebled.     . 

ich  will  diese  Ahhandlting  mit  einigen  allgei^einen  fiomerkiin- 
gen  über  die  Anwendung  der  im  Obigeii  entwickelten  Interpola- 
tionsmethode in  den  Naturwissenschaften  schliessen. 

Wenn  zwischen  den  Grossen  a?  und  y  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit Statt  findet,  und  y  als  Funetlon»  Vöi|  x  betrübtet  wir4.4 
80  nehmen  wir  nach  deni  Obigen  also  an,  dass  durch  Versuche 
oder  Beobachtungen  eine  Reihe  eipander  entsprechender  Werthe 
von  X  und  y  bestimmt  worden  sei,  etwa  n  an  der  Zahl,  welche 
ifSr  wieder  doröh  ■  ■'  .  •••; 

a?| ,  x^f  x^f  Xi^y  ..%•  x%\ 

Ui*  y^»  Vzi  .V4>  ••••  jf» 

bezdchnen  wollen.     Dann  lassen  sich,   wie  tvak^nnt,  mittelst,  un- 
serer obigen  Methode  die  CoefKicienten 


der  ganzen  rationalen!  algeUraistben  Fancfion^des  (n  —  l)8ten  Gra- 
des von  0?: 

so  bestimmen,  dass  diese  Fnnction,  wenn  man  in  ihr  fSr  x  die 
Werthe  '  .^ 

setat,  respective  die  Werthe  .  <    ' 

yi«  ys'  ys»  y4»  •  ••y« 

erhfilt. 

Nan  aber  sind  hierbei«  wie  es  mir  scheint»  eigentlich  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden,  die  man  bisher  in  der  Lehre  von  der 
Interpolation  nicht  gehurig  unterschieden  hat,  so  wichtig  nach  mei- 
ner Meinung  auch  diese  Unterscheidung  ist. 

Erstens   kann   nämlich    das  Gesetz    der  Abhängigk€|it  der 
Grossen   or  uAd  y    vbn  einander  em   theoretisch'  Aemonstrl^fes*,'^ 
also  a  priori  bekanntes  Naturgesetz  sem  *).    Wenn  z.  ß.  a  den  Sf- ' 
nus  der  geographischen  Breite  und  y  die  derselben  entsprechende, 
in  einem  gewissen  Maasse  ausgedruckte   Länge   des    eiufacheD. 
Secunden- Pendels  bezeichnet,  so  lässt  sich  bekanntlich 'a\is'tfetf' 
Gesetzen  der  allgemeinen  Schwere  mit  geometrischer  Evidenz  her- 
leiten, dass,  wenn  Ao  und  A^  zwei  gewisse  Constanten  bezeichnen, 


y=^o+^2«' 


Ist,  so  dass  also  diese  Formel  ein  tbeoretfsch  demonstrirteii^'fe^'^' 
lieh  a  priori  bekanntes  Naturgesetz  ausdrückt.    Hat  man  nun  durch 
Versuche  und  Beobachtungen  eine  Reihe  einander  entsprechender 
Werthe  von  »  und  y  bestimmt,  deren  Anzahl  imvorliegendeo  Saltei 
jedenfalls  grosser  als  2  sein  muss;  sind  z.  B."^*)  die  Werthe 


r  <•  »1 


...     ^X*  ^%i  ^Zf  ^^9  X^t  x^ 

ve«  X  die  Sinns  der.  geograpbisebitft  Bretten  *    VY 

38^.    39'.    iß"  (Formentera) 
44.     36.     46    (Figeac) 

*)  Ich  weis«  sehr  wohl,  das«  man  diesen  Fall  bisher  gar  nicht  in' 
den  Kreis  der  Interpolation  gesogvn  hat;  Terwoiee  aber  aaf  meine  fol- 
gende Exposition. 

•^  Biot:  Astronomie.    Paris.  1810.    T.  lII«'Add.  p.  164. 


180'  etüueri:    fMer  äm$  tnUr^eiaUampr^Mw^ 


44.  50.  ^25    (Bordeaux) 

46.  48.       4    (Clermont) 

4a  50.  15^.  (Paris),     ; 

51.  2.       8    (Dankerque) 
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und  die  Wertbe 


y\^  y^fV^f  ffAf  y5f  y$ 


1. 


von  y  die   entsprechenden,  in  Metern  ausgedrückten  Längen  des 
einfachen  Secunden- Pendeis: 

0,7412517 

0,7416243 

V         V   :  0,7416151 

0,7417157 

0^420865 ; 

80  Wird  man  nach  der  im  Vorhergehenden  entirickelten  Methode 
auf  diesen  Zahlen  die  Coefficienten 

Aq9  4>   "2»   -"8»   "4>   -"5 

in  4er  Function 

bestimmen  können.    Wären  nun  die  obigen  Zahlen  mit  gar  keinen 
Fehlern  behaftet,  also  vuliig  richtig,  so  müsste  diese  Rechnung, 

w^  wir  a  priori  wissen,  dass 

•■         • 

ist>  genau 

^1=0,   2l3=0,   /l4  =  0,  2l5  =  0 

und  f&r  Aq  und  A^  ebenfalls  zwei  gewisse,  T5llig  genau  richtige 
Werthe  geben*).    Da:«bei^  alle  unsere  Verdti^h« "und  Bieobachr 


*)  Um  dies  näher  zu  begründen,  so  klar  die  Sache  adch  an  sich 
ist,  wollen  wir  annehmen,  dass  mittelst  des' Interpolationsproblems  die 
Coefftcienteo  ^ 

so  bestimmt  worden. s^eDi  dass 
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hingen  nothwendig  Btets  mi^Fehlern  behaftet  ilind,  so  wird  man 
nur  näherungswei^e,  und  zwar  jederzeit  mit  desto  grosserer  Ge- 
häiiigkeit,  je  genauer'  die  ßeobi^chtnngen  oder  ^Versuche  i^nge- 
stellt  waren,  ... 

yt  =  Ao'  +  ^x'af«  +  A^'^*  +  i(l',.'at4»+ ^4*^4*+ ^a'^4*. 
l«t.>  9f«it  nan  aber'  aU  a  priiiri  bekaant  Hiteusgieaetst  wM^  daiM  litt- 


-geinDiii('  ■>    »■■   )     .i.  :■  .      '  --.J-nt- ,-J    -   '    ..•;•.;»  .:.   .•  ::i 


Jit,*s61*tV 


-;i-i>i>..if.i<>f«,       \,     f     .  •      "»Jj  t'     .»:        •.,«1*      'it'»i 


y^  =  Ao  +  A^x^^, 
y4=-^o+*^aa?4«. 

Zieht  man  diese   Gleichungen   ron  den  obigen  ab,   so  erhalt    man'  die 
Gleichungen«  ,  ^ 

Ao'-Ao+Ai'ai-KAt'-A^Xi^ 
.  Aq'  r^A^,+Ai'xt+  W- J,)a:,2 


*  « 


j  =0, 


Ao'  -  ^0  +  i<l'«4  +  (4«'  -A^4* 


nSt         '    SrUneri:   4Wgf  rito  hUerpoMiomyrMem. 

erhalt^p»  Ja  man  wird  das  mit  grösserer  oder  geringerer,  dre- 
Däuigkeit  Erflilitsein  der  Torstehendeo  Gleichungen  at|i  ein  Krite- 
riam  der  bei  der  Bestimmung,  der  beiden  Constanten  Äq  und  A^ 
mittelst  der  obigen  Methode  erreichten  Genauigkeit  zu  betrachten 
sich  be^fehtigt  hslte^dfirfien..'  VieUeicbt  wfirde  man  selbst  geneigt 
sein  4  die  recij^roke  Summe  ^er  Quadrate  der  Coefficienten  Ai» 
i^s»  il4>  46>  nftmlich  den  Bruch 


als  ein'Qlaais  ;der  l}ei  der  Bestimmung  d^r  Constänteo  Jo  ^^^  ^s 
erreichten  Gepaulgkeit  anzusehen.  Alle  diese  Bemerkungen,  die 
ich  fibr?^eos  fbr  jetzt  nur  ohne  alles  fTeferes  Eingehen  der  obigen 
AbhAddlang  anreihe,  behalten  natürlich  nur  dann  ihre  Totte  Gül- 
tigkeit, wenn  das  theoretisch  demonstrirte  Gesetz  der  Abhingig- 
keit  der  Grösse  y  von  der  Grösse  w  sich  durch  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  Ton  x  mathematisch  ausdrficken  lässt. 
Wie  man  sich  aber  in  anderen  Fällen  zu  verhalten  haben  wflrde. 


» 

md.  vercchwfinileii  nun  die  Coeffidienten 

Aq — A^y  Ai  ,  A^  — A^f  A^  ,  A^  ,  A^ 

nicdit  säsiintlich,  so  wäre 

Ao'-Ao+A^'x-HA^'-A2)afl  +  A^'a:HA^'afi+A^'x^ 

eioe  ga^se  rationale  algebraische  Fonctton  des  fenftoi  Grades  von  X, 
welche  für  d|e  sechs  ungleichen  Werthe  Xi,  X^j  ^a«  ^4»  ^5>  ^«  ▼on 
X  versehende ;  was  nach  dfem  Im  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Mr.  II.  S*  SO. 
onler  III.  bewiesenen  Satze  ungereimt  Ist»  Also  ra&ssen  die  obigen 
Coffficienten  sämmtlich  Terschwindea,  oder  eft  rnntt 

Ao'^Ao,  A'^0\  AJ:=zA^,  ^s'  =  0,  i<4'=0,   Aj^'^O 

sein,  wfe  oben  behauptet  wurde.-  Dais  die  Grfitsen  x^  ft^,  ^99  ^a* 
's»^^  ^«  i"^™^^^l^  unter  einander  ungleich  sind,  liegt  in  der  Natur  des 
InterpoUtteatproMeiu  und  Tefstehi  tlch  daher  res  telbst«. 
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weiss  jeder,  wer  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bekannt 
ist»  worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist 

Zweitens  kann  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Grösse  y 
von  a  überhaupt  unbekannt  sein»  welches  der  gewöhnliche»  bisher 
immer  nur  allein  betrachtete  Fall  der  Aniyendung  des  Interpola- 
tionsproblems Ist  Dann  kann  man  also  nur  hypothetisch 
annehmen»  dass  die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  von  x  durch  die 
Formel 

.|f|sg^4c<lckt  werd^  uod  die  CoefKcientep 

4^}  Alf  A%i  A^f  ••••  An^i 

mittelst  unserer  obigen  Methode  bestimmen.  Von  der  Formel» 
welche  man  auf  diese  Weise  findet,  wird  man  aber  immer  nur 
sagen  dürfen»  das«  i^nxph  ^;dieyselbe  da«  Geseti  der  Abhängigkeit 
der. Qrösset/  von  x.  Innerhalb  der  beiden  äussersten  Gräa- 
zen  der  angestellten  Beobachtungen  oder  Versuche» 
mit  desto  grosserer  Genauigkeit  dargestellt  werde»  je  mehr  in  den 
beiden  Reihen 


-'  •  -  "1   • 

■'■■•  •:  ■:% : 


«^r«  ^%i  ^1 »  ^4>  •  •  •  <(  ^li  > 


K't  ',    »i 


•■    •■•       •■  ■  •        -  ■■■■■  .   •'.-.. 

'die  fiKeder  in  stetiger  oder  eoptinuirlicher  Folge  fortvcf^- 
Itit  !  Mehr. wird,  sich  in  diesem  Falle  nie.  behiHipteii  lassen»  yrt^ 
bei  ich  aber  nochmals  bemerke»  dass  ich  (vir  jejUtbier  iilcM,.4ie 
Albsiebt  habe»  diesen  Gegenstand  weitläufiger  theoretisch  auszu- 
fahren» sondern  mich  mit  den  obigen  allgemeinen  Aiideiiliingen 
vdrläuQg  begnüge.  -^ 


•     •• 


't< 


>  • 


r  ■  •    . 

•  » 
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WtiUrs    Zur  ImtenraiUm  eMger  Unewtu 


•  I 


.  ■  / 


.XVI.;.  . 

Zur  Integration   einiger  Hhearen  Differentialgleiehaii- 

gen  der  zweiten  Ordnung. 


i.       \:-  . 


Von 


Öerrn  l>obtor  Jij  fVeiter, 

,  .. . .    ••  .■     ■'.''••''     ■ ,     •■  ■       ■  ■  ' .  ■  <  •• 

Lahrer  der  Mathematik  an  dor  höheren  Bärg<pc«c1iale  suMannheii 


•:jb 


'  »   ."■/■ 


1^*" 


»Xm.  , 


In  dem  28sten  Theile  dieses  Journals  S.  271.  giebt  Herr  Pro- 
fessor Wolfers  die  Entwicklung  einiger  schon  Ton  Euler  auf* 
gestellten  Integralgleichungen^  Dies  war  Veranlassung,  die  Inte- 
gration der  entsprechenden  linearen  Differentialgleichungen  noch 
itiäefs  zu  versuchen.  In  dem  SOsten  Theile  S.  292;  findet  sich 
eihe  vollendete  Darstellung  dieser  Integrationen  Ton  Herrn  Pro- 
fessor Lo  bat  to. 

.Es  lassen  sich  unzählig  viele  andere  lineare  Differentialglei- 
chungen angeben,  deren  Integrale  in  ähnlicher  Weise  wie  die  so 
eben  erwähnten  durch  Potential-,  Exponential- und  lögarithmische 
Funktionen  ausgedrückt  werden  können.  Je  weniger  allgemein 
derartige  Differentialgleiohungen  sind,  desto  eher  gelingt  es,  die 
Integration  durch  wenig  Rechnung  zu  bewerkstelligen,  da  man 
sich  dann  um  so  leichter  den  besonderen  Eigen thumlichkeiten  der 
Differentialgleichung  anschliesst  Wenn  man  aber  eine  grossere 
Auswahl  solcher  Integrationen  Tör  sich  hat,  so  findet  sich  durch 
die  Vergleichung  eine  gewisse  Uebereinstimmung  in  der  Rech* 
nung,  und  es  gelingt  alsdann  nicht  selten^  verschiedene  Differen- 
tialgleichungen in  eine  allgemeinere  zusammenzufassen,  deren 
Losung  nicht  mehr  Recbnung  erfordert,  als  die  eines  besonderen 
Falles.  Was  die  oben  erwähnten  Differentialgleichungen  angeht, 
so  kann  man  fragen,  in  welcher  Form  etwa  allgemeinere  lineare 
Differentialgleichungen  sich  aufstellen  Hessen,    deren  Integralion 


I. 
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in  der  bezeichneten  Weise  sich  gestaltet,  da  es  dann  fiberflfissig 
wSre,  noch  einmal  auf  die  besonderen  Fälle  sarfickzakommen. 
Ich  glaube,  dass  man  in  dieser  Absicht  mit  Vortheil  die  folgen- 
den drei  Formen  gebraucht: 

^+~T     ^-^   — 1 — '-"' 

a  <P«        bg+c    dz     fy*+9!f+h^_Q 

dy^*  (y,+  a)s'd5 '^  (^  +  «)V 

Ich  darf  mich  aber  darauf  beschränken,  das  Integrationsverfah* 
reiiy  was  hier  zum  Ziele  fährt,  und  die  Resultate,  wozu  man  ge- 
langt,  nur  anzudeuten,  da  ich  dies  ausftEfarlicher  in  dem  Ölsten 
Bande  des  Crelle'schen  Journals  gegeben  habe. 

Die  angegebenen  Differentialgleichungen  werden  Tor  Allem  In 
einfachere  Formen  umgewandelt,  indem  man  anstatt  der  abhän- 
gigen Veränderlichen  x  sowohl  als  der  unabhängigen  Veränder* 
liehen  v  neue  Veränderliche  einsetzt,  welche  als  Funktionen  der 
ursprünglichen  gedacht  werden.  Auf  diese  Weise  gelingt  es,  die 
Gleichungen  1.  und  2.  in  allen  Fällen  auf  die  einfachere: 

«nd  die  Gleichung  3.  auf  die  einfachere: 

surfickxufiShren.  Die  Gleichungen  4.  und  6*  liefern  besondere  In* 
teg[rale  in  der  Form: 


=/ 


wofiB  V  eine  bestimmte  Funktion  von  e  ist,  die  Integrationsgren» 
sea  «i'nnd  «j^  und  der  Exponent  p  gegebene  Werthe  «Ind.  Ffir 
die  Gleichung  4.  findet  man : 


6.  «=/       €-«'i?*(e — y)*dOf 


und  die  Integrationsgrenzen   essoo,    esO  und  es=y.     Ffir  die 
Gleichung  5.  aber  ist:- 

Theu  xxxn.  IS 
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und  man  hat  die  Integrationsgrenzen  v::=4:<x>,  9  =  0»  9==1,  r=iy. 

.  Die  bestimmte  Integration  lässt  sich  in  unzähligen  Fällen  mit 
Hilf^*  von  Potential  • ,  Exponentiai  -  und  logärtthmischen  Funktionen 
durchführen 5  und  auf  diesem^Wege  gelangt  man  <l^nn  zu  Integral- 
formen von  der  verlangtem  Beschaffenheit.  IVIän-  erhält  Potenttal- 
und  Exponentialfunktionen,  wenn  einer  von  den  Exponenten  a 
und  6  in  der  Gieicbnog  6.  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.  Die  Gleichung  7.  liefert  eine  'Potentialfunktion ,  wenn  eine 
von  4ien  vier  Grüssen  a,  ö,  a  —  c,  b'^^c  eine  positive  oder  uega« 
tive  ganze  Zahl  ist.  Ausserdem  gelangt  man  da  zu  zwei  ver- 
schiedenen Potentialfunktionen,  wenn  von  den  nachstehenden 
sechs  Paar  Bedingungsgleichungen  irgend  eines  erfüllt  ist: 

ö  +  6  —  c  =  +  (« —  6)  =  5 » 

. » « •  •  • 

a+'6-c  =  ±(c+l)  =  ^. 

Darin  bedeutet  der  Buchstabe  i  eine  positive  oder  negative  un- 
gerade Zahl.  Doch  ist  eine  von  diesen  zwölf  Gleichongen  ffir 
sich  nicht  hinreichend»  damit  ein  einziges  besonderes  Integral  der 
Art  bestehe. 

.  Es  giebt  übrigens  auch  Fälle,  wo  man  nach  vollzogener  Trans- 
förtnätlön  sogleich  die  einfachere  Integralform  anzugeben  im  Stande 
ist«  ohne  vorher  auf  jene  bestimmten  Integrationen  einzugehen, 
deren  man  sich  im  aligemeinen  Fall  zu  bedienen  hat.  Und  hier- 
hergehüren  auch  die  oben  erwähnten,  von  den  Herren  Wolfers 
und  Lobatto  integrirten  Gleichungen.  Diejenigen  Rechniingen, 
w,f4che  hier  zum  Behufs  der  Transformation  vorgeschrieben  «tnd« 
Wiiit^heii  mir  iT/aoig^  ab  »vop  deii\  vom  Herrn  Lobatta  gegebsonen. 

1.  Die  Gleichung 

bietet  nichts  Bemerkenswerthes,  da  sich  zwei  besondere  Inte- 
grale io  der  Form  y  =  «*»  vorfinden. 

2.  Für  die  Gleichung 
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ist  die  TraDsformation  ;r=-  vorgeschrieben.    Dies  führt  auf  die 

Deae  Gleichung  y"  +  fhf=:09   welche  selbst  zwei  besondere  In* 
tegrale  in  der  Form  y  =  e*"*  liefert. 

3.    Die  Gleichung 

ist  zu  transformlren  mittels  y  ssxz,  und  ffihrt  so  wieder  auf  die 
einfachere  Gleiohmig.Y^''s3S« 

4    Der  Gleichung 

a:«(o-6ar)y*-^ai?(2ii— &a:)y  +  2(3a  — »*)y  =  6a« 

genügt  man  durch  ^  =  a  -f  A^*    Man  setze  desshalb  y = t)  -f  6ar  -f  <i^ 
und  man  erhält  so  die  neue  Gleichung: 

ar«(a  -  6^)©"— 2ar(2a— 6.r)e'  +  2(3a— 6ar)e  =0. 

M9,n  hat  hier  weiter  zu  setzen  t^^xH,  und  man  gelangt  zu: 

(a-.6*)»''-262'=0        - 
oder 


BttrafM  folgt  aber 


«'       a — &r* 


z'  = 


(a— M*' 


oder  auch 


*=srzÄ:;  +  ^i' 


"'•■•*  .     •     ■  •  ■  ■ 

wetin  c  und  c^|  willküfarfiche  Beständige  sind.    Man  findet  weitdlr:' 
oder 

•  .   *  - 


••  * 
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xvii. 

Ueber  den  Mantel  eines  Kngelriiinpfs*. 

Von 
Herrn  Doetbr  Paul  Escher, 

PriTfttdocenten  der  Mathematik    am   schweizerischen  Polytechnikum  %n 

Kurich. 


Aufgabe.  Den.  Mantel  M  eines  Kugelruinp(s  zu  be- 
rechnen» wenn  die  Halbmesser  a  unri  b  der  ihn  begren- 
zenden ParaiieikreUe  and  die  Höbe  h  des  Rumpfs 
gegeben   sind. 

I.  Losung  (algebraisch).  (Taf. ll;  Fig.  7.)  Denken  wir  uns 
den  Kugeirumpf  zu  einem  Kugelabschnitt  ergänzt»  wodurch  er 
als  Unterschied  zweier  Kugelabschnitte  erscheint;  denk0n  wir  uns 
ferner  durch  die  gemeinschaftliche  Axe  EF  dieser  drei  Körper 
eine  Ebene  (einen  grössten  KreLs)  gelegt»  so  erhalten  wir  als  Schnitt 
des  Rumpfs  eine  Figur  ABCD,  die  als  Unterschied  zweier  Kreis- 
abschnitte ABCED  und  \CED  erscheint»  welche  beziehungsweise 
die  Schnitte  der  schon  erwähnten  Kugelabschnitte  bilden.  Ziehen 
wir  nun  Tom  Pol  E  aus  die  Sehnen  £^  und  EC  und  bezeichnen 
die  unbekannte  Länge  des  Kugeldurchmessers  EJä  loM  x  und  die. 
▼on  EG  mit  y»  also  die  Ton  EF  mit  A-f  y»  so  ist  nach  einem 
bekannten  Satz  der  Stereometrie 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  ABCED 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  CED 

=  jr.£Ca  =  st(6«+y«); 

folglich  der  Mantel  des  KugelrumpEs  ABCDi 


Ercker:   Cebtr  den  MatUel  eines  Kugelrumpte.  V^ 

üf=jr{a«— 6*  +  A«  +  2AyV  (I) 

Zur  Bestimmung  der  Unbekannten  y  bemerken  ivir,  dass  einerseits 

£B«  =  a«+(A  +  y)«   und   £C«  =  6«  +  y«, 
andererseits 

£^«  =  a?(A  +  y)  und  EC^z=:xy 
Ist,   woraus  folgt: 


Wir  erhalten  somit: 


A  +  y  3^ 

Ay«  +  (a* -^  6«  +  A«)3^  =  6«A. 
Der  eine  Wurzelwerth  letzterer  Gleichung^  nämlich 

»  = ^ 2Ä "^ ' 

liefert  die  durch  y  yertretene  LSnge  der  Linie  EG.    Substituiren 
wir  diesen  Werth  voa  y  in  die  Gleicbung  (}),  so  finden  wir; 

1U=: « .  V  (a« — 6« + A«)* + 4b*k* 
=«.  V  (o*H-6*+A*— 2a*6«+2o«A»— 26«A«)  +  4^»A« 
=«.V(o*+64+A«  +  2««6« + 2fl«A» + 26»A«)  -  4o«i» 
=  » .  V  (o*  +  A» + A«)«  -  Cia6)> 
s=  « .  ^(««+6»+ Aa+2a6>  (o«+ 6«  + A»— 2o7) 

# 

II.  Losung  (algebraisch).  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
In  keinem  Fall  der  Halbmesser  b  grösser  als  a,  möge  wiederum 
ABCD  (Taf.ILFig.S.  undFig.9.)  den  Schnitt  des  Kugelrumpfs 
vorstellen,  den  wir  erhalten.  Indem  wir  durch  die  Axe  FG  des 
Rumpfs  eine  Ebene  legen.  Ziehen' wir  nun  vom  Mittelpunkt  O 
der  Kugel  aus  die  Halbmessfer  OA  and  0/>,  und  bezeichnen  wir 
die  unbekannte»  Ldioge  des  Kogelh^H^miessers  mit  %j  so  ist,  w,e\l 


i;  «»;..   ■  ',1  .     ■..•.\ 
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OG^^r?:^^*  und    OF=V^^^~ä«, 
und,  da  ferner   OG^OFzzih  ist:  '^ 

Quadriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gieichang,  So  erhalten  wir 

oder 

:i:2  V^— a«2a-6V+a«6«=  (a«  +  6«+Äa)— 2««. 

Indem   wir  nun  aücli   die  Seiten   letzterer  Gleichung   quadriren, 
bekommen  wir 

4t* -4o«i«— 4i*»«+ 4<t«6»=(o«+^«+A«)'— 4(o»+*H**)»*+4*«, 
woraus  folgt: 

4hH^  =  (o»  +  Ä» + A«)«  -  4o«6« 
oder 

(2Äx)«= (o»  +  6«  +  A«)*  -  (2a6)» 

=la'+4*+A«+2aÄ).|o»+6»+A«-2a6| 

=Ko +*)« +A«|.{  (o~A)«+A«). 

Wir  finden  somit 

und,  indem  wir  diesen  Wertb  von  2hx  in  die  Gleichung 

Jlf=2flAz 
Sttbstituiren, 

ilf=itV{(a+-6)«+A«}{a-.6)«+A«|. 

Zusatz  zu  den  beiden  ersten  LSsungen.    Ist  ä=6,  so 
geht  die  Gleichung 

flbfr  in 

in.  LSsung  (ge<mietritfeh).    Ndhmto  nir  znnScfast  an,  dass 
6<a,  dasd  also  ^r  PaäraUdbrei«  ttrft  «fom  HaH>miBlMiet ^  weiter 


ßs,cA4,r:    üeöer  den  Maniei  eines.  £ufelrwipf$i\  101: 

■ 

Vom  MiUielpuiifct  O.der  Ktigel  entfernit  liegt  als  der  P^^illejkreiflk 
Ojitt  dem  Halbmesser  a;  setzen  wfr  ferner  voraus^  dass  die  Figur 
ABCD  (Taf.U.  Fig.7,o9dFig.8.)  ^mx  mittelst  einer  seiner  Meri«, 
dianebenen  hervorgebrachten  Schnitt  des  Rumpfs  vorstellt,  und 
ziehen  wir  nun  den  Durchmesser  CH^  sodann  die  Geraden  AHy 
AC  und  BC,  und  schliesslich  CJ  senkrecht  zu  ABj  so  erhalten 
wir  zwei  einander  ähnliche  Dreiecke  ACH  und  BCJ,  Es  ver- 
hält sich  somit 

CH.AC^BCiU, 

woraus 

AC.BC^CH.CJ 

und 

7e.AC.BC=n.CH.CJ. 

*■ 

n.CH.CJ  stiellt  aber  den  Inhalt  vom  Mantel  eines  Cylinders  vor« 
dessen  Grundfläche  den  Kugeldurchmesser  CH  zum  Durchmesser 
besitzt  und  dessen  Höhe  gleich  der  Rumpfbohe  CJ  Ist  Nacb 
einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  ist  also  4er  Mantel  de8. 
Kugelrumpfs  M  =:n.CH,CJy  und  somit  auch 

M=n.AC.BC. 

Bedenken  wir  hernach^   dass  die  ^Längen  von 

CJ,    AJ  und    BJ 

beziehungsweise  durch 

.      A,    a+6  und  a— A, 

somit  die  Längen  von 

AC  und  BC 

*  ■-,.".•■         ■'  ■     ' 

beziehungsweise  durch 

V(o+6)HA«  und  V(a-6)a+P 

Torgestellt  sind»  so  finden  wir  (wie  in  den  beiden  vorigen  tiSsno-. 
gen),  dass 


ist.  ^ 

»  •  •  •      • 

In  dem  besonderen  Falle»  als  a=6  ist»  also  die  nnsern  Ku- 
gelrampf  begrenzenden  Parallelkreise  gleiehweit  vom  Kugelmittel- 
punkt  entfernt  liegen»  bildet  diq  Gerade  AC  einen  Kugeldurch- 
messer» während  die  Gerade  BC  senkrecht  auf  AB  steht  und 
somit  gleich  der  HOhe  des  Kugefrumpfs  ist.    Der  vorhin  erwähnte 


los  S$eker:   Heber  den  MmUei  eines  Mugeirumpl^. 

Satz  —  womach  anter  der  Toraossetzang,  daan  fr<o»  der  Man- 
tel des  Rumpfs  gleich  n.ÄC.BC  ist  — ^  bleibt  aL^o  auch  noch  iOr 
den  Fall,  als  bz=za  ist,  richtig.  In  letzterem  Falle  sind  sodann 
die  Längen  von 

1?C  uod        AC 

beziehungsweise  durch 

h    und  V4a«+Ä« 

vorgestellt,  so  dass  wir  also  für  den  Mantel  des  Rumpfs  die 
(bereits  in  dem  vorangegangeuen  Zusatz  citirte)  Formel 

erhalten. 

Erster  Zusatz  zur  dritten  LOsuog.  Die  dritte  Losung 
birgt  die  Erweisung  eines  Lehrsatzes,  welcher  ebensowohl  unse- 
rer Aufgabe  hätte  vorangestellt  werden  können  und  folgender- 
massen  sich  aussprechen  lässt: 

Legen  wir  durch  die  Axe  eines  Kugelrumpfs  eine 
Ebene,  wodurch  wir  als  Schnitt  des  Rumpfs  eine  von 
zwei  parallelen  Geraden  und  von  zwei  Bögen  eines 
grössten  Kreises  begrenzte  Figur  erhalten;  ziehen  wir 
ferner  an  die  Endpunkte  der  einen  dieser  Parallelen 
von  einem  Endpunkt  der  andern  aus  zwei  gerade  Li- 
nien, so  ist  der  Mangel  des  Kugelrumpfs  gleich  dem 
Flächeninhalt  einer  Ellipse,  welche  letztere  Verbin- 
dungslinien zu  Halbaxen  hat,  oder  gleich  dem  Mantel 
eines  Gylinders,  dessen  Grundfläche  die  eine  dieser 
Verbindungslinien  zum  Durchmesser  besitzt  und  des- 
sen Höhe  gleich  der  anderen  Verbindungslinie  ist. 

Zweiter  Zusatz  zur  dritten  Lösung.  Lassen  wir  den 
Parallelkreis  mit  dem  Halbmesser  h  (Taf.  II.  Fig.  7.)  parallel  sei- 
ner ursprunglichen  Lage  dem  Pol  JEJ  näher  kommen,  bis  er  schliess- 
lich mit  demselben  zusammenföllt,  so  werden  die  Punkte  C  und 
D  auf  Punkt  E  zu  liegen  kommen  und  die  Geraden  AC  und  BC 
in  die  einander  gleichen  Geraden  AE  und  BE  übergehen.  Statt 
des, Rumpfs  werden  wir  sodann  den  Kugelabschnitt  ABCED  und 
statt  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  AC  und  BC  einen  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  BE  erhalten,  uod  somit  auf  einen  bekann- 
ten (den  schon  Eingangs  der  ersten  Lösung  citirten)  Satz  stossen, 
womach  der  Mantel  des  Kugelabschnitts  ABCED  gleich  einem 
Kreis  mit  dem  Halbmesser  BE  (gleich  x^BE^)  ist. 
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« 

Erster  iZusats  za  allen  drei  Losungen.  Da  man  einen 
Kugelabschnitt»  dessen  GrundOäcbe  den  Halbmesser  a  besitzt» 
als  einen  Kugelnimpf  betrachten  kann»  dessen  Grundflächen  die 
Halbmesser  a  und  0  haben»  so  muss  sich  die  Formel  fiir  den 
Mantel  des  Kugelabschnitts  aus  der  für  den  Mantel  des  Kugel- 
Trumpfs  aufgestellten 

ilf=flpVt(a+6)«+Ä«}.Ka-.6)9  +  Ä«| 

ableiten   lassen»   indem,  wir   in   letzterer  6  =  Q  setzen*     In  der 
Tbat  geht; dieselbe  alsdann  über  in:  , 

Zweiter  Zusatz  zu  allen  drei  Lösungen.  Ist  bei  un- 
serem Kugelrumpf  der  Parallelkreis  mit  dem  Halbmesser  a  ein  grosster 
Kreis»  also  a  Halbmesser  der  ganzen  Kugel»  so  existirt  die  Relation 

6«  +  h*=a*  oder  Ä=V^a*— A«, 
uDd  die  Formel  för  den  Mantel  des  Kogelrumpfg 

Jlf  =  n.  Vl(a  +  6)«+Ä«|l(a— A)«+Ä«} 
geht  über  in 


=  «.  V  (2a«  ffiab)  Cla^  —'lab) 
=2ajr.V(<i  +  6)(ii— 6) 
=  2ajr.Va«— fr« 

wie  es  auch  nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  sein  mos». 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaube  ich  mir»  zu  bemerken»  dass 
in  meinem  dem  Archiv*)  vor  vier  Jahren  einverleibten  Anfsatz  idas 
dort  vorkommend e  »»Grenzgesetz  für  die  Glelchbe>t  der  Differenz 
Differenzen  trigenometrischer  Logarithmen  ^^  nicht  richtig  Ist»  «onr 
dem  finer  Correction  bedarf»  .wovon  ich  mich»  kurz  nachdem  Jen  w 
AoCsatz  die  Presise  verlassen  j  überzeugt  habe^  '.  > 


,t 


*)  Theil  TLXni.  Nr.  III.    Ich  enmche  Herrn  E^ehery  die  Corre^ 
tion  einsasenden.  G^        '  >  > 


'.  i ' 
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Ueber   das   grösste    Tetraeder, 'Welches   sich   einem 

Ellipsoid  einschreiben  lässt« 

Herrn  Simon  Spitzer y' 

Professor  iui  der  Handels  -  Akademie  z^  It^ieii. 


Seien  ^ 

^y^f  ^lyihf  ^2if2^»  ^zVzH 

die  Goordinaten  von  vier  auf  einer  Kugel  vom  Radius  r  liegen- 
den PunMo«  .8e>ist  der  KörperinhaH  de«  vöh^~diesen;vier  Punkten 
gebildeten  Tetraeders: 

X     y 
^1    Vi 


(1)  ^= 

^8    Vz 

(siehe  die  schone  Adlieit.von  JoaC'hiflaillhal  im  40.  Jfonde  von 
CreJIe's  Journal),  und  lyepn 

di^'Coordinaten  der  Etekputilcte  der  GrundflSche  sind,  so  ist,  falls 
dlc^se  gegeben  sind,  der  Punkt  ir,  y,  %  leicht  zu  finden,  welcher, 
aus  Spitife  Ides  Te^aeders  betrachtet,  mit  denselben  das  grjisste 
Tetraeder  bestimmt.  E^  liegt  toäinlleh  dieser  Punkt  In  der  Senk- 
rechten, die  über  dem  Mittelpunkte  der  Kreisebene  geführt  ist, 
welket  duRch,a?iyi;ri ,  a^y^t^*  ^»yih  g^^t.  —  Sind  J^f  die  Coor- 
dinaten. eines  nächst  xyi  auf  der  Kugel  gelegenen  P^nktes«  so 
hat  man  f3r  das  durch  die  vier  Punkte 

int»  ^lyihf  ^i^f  ^8^8*8 


welckM  4^4  einet»  Wipwid  eißißcArefäm  i^^t.  ^ 

geheode  Tetraeder: 


...  .    ,         I  « 


^'        Ä'   :-..:  .iv'^ 


) . ' 


\  i    n    i 

(2)  ''i=±J., 

1    x^    y^    XjB^ 

1    Xz    Sfs    H 
und  ee  ist  offenbar 

(3)  Pi>P' 

Denkt  man  eteb  nun  unter  ä»  A»e  beliebige^  poailiv0KZabl#m 

80  Ist*): 

a       o       c 

ofta  ]         a       *      e 

l    t^    !^    !^ 
ab       e 

a        A       c    i 


p^± 


feraet : 


r  1 

Tj 

Tfi 

L? 

'               '             , 

* . 

a 

ö 

e 

^       "'  übe  , 

1 

rxi 
.  a' 

f 

j 

1 

-.T^P 

m 

«5 

^L 

a 

.   6 

c 

,     roTa     r^    rzs 
a       b  ,    t 


und  somit  verniuge  (3): 


(4) 


f  • 


{        .'.-.■    .\'-'     .'  ■'•         »f. 


\ 


•-.'iil 


ri;  ?^      rx     ,        /  .  rg  ri?  rf 

a  ^^11  ^  ^        ^ 

rjTi  12^     rz|  j        I  .  rari  i^^  ri^ 

a  b       ^Iwy  ^        *       ^ 

*i     ^"^a  !3&'  !!5'  l        1  i'  1!S  ^  T%    f      '^   •  '- 


V-  •••■M. 


»)  Mantehes  T^^li»ie'dbifii'8ieviitil^'iiei'«ÄWtt^^^ 


\ 


Venrandelt  man  oun  die  Coordinaten  n  . :       •    ».  '. 

der  Reihe  oach  In       '  '       '         .        v. 

rx     ry     rz  ^    rxi     t^     rx^ .    »'^a     nv»    »'*2.    »"^a    rVa     »"«s. 
crDc         ajCPCO         o       c         a       ö       c 

r^      rn      rt^  r  . 

a       6        c 

ebeolN»' dif^  laafendtii  CberdinateD  der  Kagelv*  welche  t.       ; '    / 

JT,     F,    Z 
heisfiieD  mögen,  in 

rX      rY      rZ 

.      T'    T*    T' 

so  geht  die  Kugel  yom  Halbmesser  r  in  ein  Elljpsoid  über,  das 
die  Ualbazen  a,  b,,e  hat;  die  Punkte,  welche  früher  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  sich  befanden-,  werden  nun  auf  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  sich  befinden;  und  die  Relation  (4)  drückt 
ans^  dass  das  Tetraeder/  welches  <die  Coordinaten 

rx  ry  rz  ^  rxi  ry^  rzi .  rx^  ry^  rz^^  rar,  r^  rz. 
a      o       e         ab        c  a        o       c         a        ö        c 

hat,   das  grosste  Tetraeder  ist,    welches  sich  über  den  Punkten 


rx^    ryi<    rzi^rx^ry^    r^.    rx^    ry^     rz^ 
a 


o       c         a       o       c      .   a       o 


auf  dem  Ellipsoid^  construiren  lässt. 
Sind  demnaci  drei  Punkte 

rxx     rtfi     rti,    rx^    »ya   rt^.    rx^    ry,    rx, 

"^'  X'  T'    T'T'T'    ir'~b'T 

eines  Ellipsoids,  das  die  Halbaxen  a^  b,  c  hat,  gegeben,  so 
multiplicire  man  die  Coordinaten  dieser  drei  Punkte  respective  mit 

a       b       c 

\-  .         -»   ■-.   ..-;  ^    '•■ 

*•      *•      *•    .. 

man  erhält  dann  die  Coordinaten  dreier  Punkte,  welche  als  der 
Oberfläche'  einer  Kugel  vom  Radius, r  angehörend > betrachtet  wer- 
den könneb.  Sucht  ..man  .^un  in  der  langet  m  diesen  drei  Punk- 
ten den  vierten  Punkt ,  ,  welcher,  als  Spitze  ;<eines  Tetraeders  be- 
trachtet, das  grSsste  Tetraeder  bestimmt,  so  geben  die  Coordinaten 
dieses  so  gefim^n^en  Piiiik|x»f^  rtspip«tive:.dwrcb 


•»'  '<■ 


.*•> 


tt^ieäu,  9l€h  tfium  eiHf$aU  HMßCkn^ömJi$$t  IffJ 


a       b       c 

r'    T'     f 

dividirt»  die  Coordinaten  des  Punktes,    welcher  mit  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  das  grösste  Tetraeder  auf  dem  Ellipsoide  bestimmt. 

An  das  eben  Bewiesene  lässt  sich  Folgendes  anschliessen : 

Wird  einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  ein  regelmfissiges  Polyeder 
von  n  Ecken  eingeschrieben  (n  kann  mithin  nur  einen  der  folgen- 
den fOnf  Werthe  haben:  4,  6,  8,  12,  20),  alsdann  sämmtliche 
Coordinaten  x,  y,  Xy  die  laufenden  der  Kugel  nämlich  und  die 
Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Polyeders  *) »  mit 

ß      o       c 

roultiplicirt,  so  entsteht  aus  der  Kugel  ein  Ellipsoid ,  dessen  Halb- 
axen  a,  b,  c  sind»  und  aus  dem  regelmässigen  Polyeder  entsteht 
ein  unregelmässiges.  Aber  so  wie  das  regelmässige  Polyeder 
das  grosste  seiner  Arflst  (fdl  tneine  hiermit,  dass  das  regel- 
mässige Tetraeder  das  grSsste  Tetraeder  ist,  ferner  der  Würfel 
das  grosste  Parallelepiped  u.  s.  w.,  das  sich  der  Kugel  einschreiben 
lässt),  so  ist  auch  das  unregelroässige ,  dem  Ellipsoide  einge« 
schriel^ne  Polyeder  das  grosste  seiner  Art,  das  sich  dem  Ellip* 
seid  einschreiben  lässt.  Da  ferner  die  Richtung  der  durbh  deii 
Mittelpunkt '  der  Kui^el  g^fährteii  orthogonaleti  Axen  betiefcig  ge- 
wählt'werden  und  für  jede  beliebig  gewählte  RichtiiDg ;  obigis 
Construction  durchgeCtihrt  werden  ,kano»  so.  gibt  es  .iiiiepdlich  viele 
grosste  Polyeder  von  bestimmter  Art,  die  sich  dem  Ellipsoide 
einschreiben  lassen,  —  aber  alle  diese  sind  von  derselben  Grosse. 
Nennt  man  den  Körperinhalt  des  regelmässigen,  der  Kugel  ein- 
geschriebenen Polyeders' ^  1^,  den  KßrpevinlnAt  des  nnregeböfissi- 
gen ,  dem  Elli^sötde  efiigeschtiebenen  Polyeders  CT»  :so  ist :     .  b 


Es  lassen  sich  noch  eine  Reihe  von  Sätzen  anRihren,  deren 
analoge,  auf  die  ebenen ,  Figuren  bezQglicben,  von  Herrn  Profes- 
sor G  r  u  n  e  r  t  in  sei nen  s  e  fi  r  interessanten,  diesen  Gegenstand 
betreffenden  Mittbeilungen  veröffentlicht  wurden. 


*')  Ich  setze  ein  rechtwinklichef  liboirdinBtensyslem  voraot,  da«  sei- 
nen  Ünprang  im  MittelpuDkie  der  Kii^  hat.  . />  .,  |, 


i. '  J    ;  ■    .  ' •  ■  (    '  ■  ■    •  •  .  ■» ' 


» j» 


1^   sp it% : ' I^M''' ätiB^^Hmmwi^  der  tur  ^meimek^tUUhen 


n< 


»»• 


: ;  I .  I 


•  ■  .  . 

•       •  I  , 


«  f 


■     I 


f  !>     ' 


t. 


Ueber   die  Bestimmung   der  vier   gemeinschaftlichen 
,    Durchscbnittspankte  zweier  Kegelschnitte. 


Von 


'S- 


Herrn  Dr,.  Cmvl  S.pii%^ 

'Ii*hrer.aih  P^fyiecfanllciiiii  $sii  Cftritr.iiliflb 


•       •■•       ■     !     i:      '.         .  .' 


,  ^ 


I,*,(,6epinetrjsc^e  Veranschaaliciian'g  der  MöglticVk^lt; 
die  Aufgabe:  y»die  vier  Durcbachnittspunkte,  zweier 
Kegelflrobnitte  zn  beistimmen*'  auf  die«  ^uflösHug  eioe^ 
'  tttbisehen  Gleichttiig  zllrflckzafiihreD.^ 


»^jf*..'. 


{•    .»     .; 


§    1. 


>-'-:. 


E»  seien^  4n!t  Za^^medelegung  von  Punktcoordinateii  4iJi-499^ 
^8»  ^4'X'I^af.II.  Fig.  lO«),  die  Tier.;  Dorcbsdbnittspunkte  zweier 
Kegelschnitte  5  so  geht  einfach  aus  der  BetrachtuDg  der  Figur 
hervor,  dass  zu  der  Schaar  jener  ^KegelscbDitte  auch  folgende 
drei  geradlinige  gehören: 

2)    AiA^    „     A^Ag, 
,3)    A^A^  .  ,f     Ä^^ 
Sind  nun 

17=0  und   D'==0 

die  Gleiehungen  der  zwei  Kegelschnitte»  (W>  ist  die  ganze  Scbaar 
derselben  enthalten  in  der  Gleichung 


< 


it^'d^^  '^'        199 

wenn  man   dem    unbestimmten  Coefißcienten  ii   alle  Wertbe   von 
-r-.op.W$:»  +  pD)beilfigt*  ^:    ••,:•,;  /^  ,.. /.    T.:     ,•:•.;.;,?.•:     .I; 

0ä  Jeä^r  K^gi4chf)itt  Ser  Sehi»ir!  dorch  den»-  W^Hb  <voti  f* 
absolut  bestimmt  Ist,  und  nacb  Obigem  darunter  nur  drei  ge- 
radlinige Kegelschnitte  enthaited  sind,  so  muss  die  AufBndang 
dieser  letzteren,  d.h.  ^er  entsprechenden  Werthe  von  jii,  offenbar 
von  emer  cübischenCrleicbung  abhSng'en.'^ 

Bezeichnen  wir  nun  durch  (Hs  C^f  f^  ^^^  Wurzeln  dieser 
Gleichung,   so  sind  .\'t- 

•        •  ■     •  *  "...  .  •  .  .' 

die' Gleichotigcili  jcAet  gerädlinigeo  Kegelsohnitf»«'    :    :     .  : , 

Zerlegt  man  jede  derselben  in  zwei  lineare  Factoren,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen  der  oben  angefötirteto  Linienpaare 
1,  2  und  3. 

Um  nun  die'Durchschniftsiyunkte  der  vorgelegten  rweiK^iri^ 
schnitte  ...» 

D  =  0  und    V'=zO   :  .. 


zu  finden,  kann  man  entweder  eines  der  erwähnten  drei  Linien- 
paare mit  der  Gleichung  eines  jener  Kegelschnitte  combiniren 
und  findet  dann  dieselben  durch  Aullosung  zweier  quadratischen 
Gleichungen;  oder  aber  mran  kann.z^ei  jener  Liniensysfeme  mit 
einander  verbinden  und  findet  nun  die  Durchschnitte  durch  Auf- 
lösung von  vier  linearen  Gleichungen. 


'■''t 


In  dem  ^sten  E!alle,hat  mau  nur  eine  4er  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  in  ii,  aW  ^twa  di4  re'elTe,  bsn  liestimtiien  ritithig,  in 
dem  letzteren  dagegen  ist  eine  viiHi6tändigö  Auflaswitg: jener/ Gtc|T> 
chung,  .d.  h.  die  Bestimmung  von  wenigstens  zwei  der  Wurzeln, 
erforderlich. 

Die  Bestimmung  ^er  vier  Durchschnittspunkte  zweier  Kegel- 
schnitte kommt  also  stets  auf  die' Aoflusung  einer  cubischen 
Gleichung  hinaus.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  sich  dl^  Wtt»^ 
zeln  der  biquadratischen  Gleichiingjen  mit  Hilfe  zweier  Kegel- 
schnitte geömetrisdh  darstellen  lasisen,  so  chrsi^fat  man,  dass  in 
vorstehender  Entwickelang  zugteich  die  >  Darlegung  der  MogUc^7/ 
keit  der  Reduktion  einer  biquadratischen  Gleichung  auf  eine 
cubiscbö  entbidten  fat.        •  ^    i     -  ■•""- 
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IL    Entwicklung   der   Ausdrficke    ffir    dTe  Coordinateo 
der  DarjchaqboUt^pnii'kte   sweier  Kegelschnitte. 

§.  2. 

Mit  ZagruodeleguDg  eines  beliebigen  rechtwinkligen  oder  schief- 
winkligen Punktcoordinatensystems  seien 

ü'  =  2iy +  2B'yjr+  C'a?a+ 2i^y +2iE'a:  +  F'=0 
die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,  so  Ist  in  der  Gleichung 

die  ganze  Schaar  der  Kegelschnitte  enthalten«  wenn  ^l  wieder 
einen  unbestimmten  Coefficienten  bezeichnet,  der  alle  Werthe  von 
—  OD  bis  -{-o:  annehmen  kann ,  und  wir  liaben  nun  zunächst  den 
Coefficienten  fip  so  zu  bestimmen,  dass 

einen  geradlinigen  Kegelschnitt,  d.  ii.  das  System  zweier  Gera- 
den darstellt* 

Setzen  wir  der  Kürze  halber 

A^rH^'=^Aot 

u.  s.  w., 
so  geht  jene  Gleichung  über  in 

/   ro  =  ^4oy*  +  2Boy^+Coa;«  +  2Day+2£;^-fFo=0,    (1) 
oder  wenn  man  zur  weiteren  Abkürzung 

Bo^o -^-^0^0  =  ^0*  [     .....     (2) 

Z>o»-4>''o=ro     I 
Miat,  in 

-40^0=  (4a»  + Äo«+^o)*-(po«'+ 2flro«+»-o)=0, 

welcher  Gleichung  man  auch  die  Form  geben  kann : 


das  System  zweier  Clertdl^n  dar&teUen  soll,  so  iniuis  offenbar  die 
Beziehung  stattfinden: 

9o*--|^ro=0, (3) 

Vermöge  der  Gleichungen  (2)  sind- nnu  p^^  q^^  r^Wi.BetMg 
auf  fiQ  vom  zweiten  Grade»  und  es  scheint  somit  die  Gleichung  (3) 
in  Bezug  auf  fio  "^otü  vierten  Grade  zu  sein.  Nacli  IVeglassung 
des  in  ihr  enthaiteneju  Factors  Äq  nimmt  dieselbe  ^beir  die  Form  an : 

CoDo^-^2BoDoEo  +  FoBo*+  AoEo^^JoCqFo^O,     (4) 

und  ist  nun  in  Bezug  auf  fi^  Tonl\4rttten  Grade,  weil  vermöge  der 
früheren  Bezeichnungen  Aq,  Bq,  Cq....  in  Bezug  auf  /Hq  vom 
ersten  Grade  sind. 

Berücksichtigen  wir  jetzt  die  Relattioii  (3),  so  stellen  sich  die 
geradlinigen  Kegelschnitte  dar  unter  der  Form:  '*   - 

•    .  /^oC^oy+JSo^+J^ö)*— ^(Po^+yo)*=0 

od«r  ,      !!  v:-    ■  ■  '  •»  ■   '■  ,•  .  ..^'.\  .    •  '■  '■ 

.,::...       .-■...  ..         3^.      .  _......    ..     .:•:...; 


-. .  ■ .  i  * 


Um  die  fplgep^e  Uiitersiichqqg  j  flieht  durch  EInkeibetrach tun- 
gen.zu  zersplittern»,  sollen  un^ter         ...  -  <  \ 

entweder  -|-1  oder  ^I  zu  verstehen  sein.  Die  Gleichungen  der 
zwei  Linien,  welche  einem  beliebigen  der  zwei  geradlinigen  Kegel- 
schnitte entsprechen,  sind  alsdann  enthalten  in  der  "Gleichung, 

Damit^wir  aber  iii  /di^ir  Folge  nieinals  wegen  der  Zweideutigkeit 
di^s  Äusdrnc'K^s'V^^oi?)' Verlegenheit   kommen/ 'wählen  wir  föf) 
Vpo»  n^ag  dieser  Ausänict:  reell  oder  imaginär  sein«   einen  beli^- . 
bi^en  der  zwei  thfti  zukomniendeii  Werthej,'  welchcnr  aberalsdaQn 
Während  der 'ganzeii' Untersuchung 'beizijbetialten  ist.    Bezeic^n^ii  ^ 
wTr  diesen '\Verth  durch  J^^^^  so  stellt  nun  die  GTeiphung      .  ,   .,^]1. 

Theil  XXXII.  14 


iX&   Spilz:    lieber  äh  Beü/mmunff  der  vier  ffemeimckafUickem 

die  zwei  Geraden  eines  der  drei  geradlinigen  Kegelscliiittte  dar. 
Ordnen  wir  dieselbe  nach  y  und  x,  so  nimmt  sie  folgende  Form  an : 

aAf^fi^  +  (po  +  fl^oPo)^  +  90  +  ai>üPo =0. 
Bedeuten  nun  fh»  f^»  f^  d*®  ^i*®>  Wurzeln  der  Gleichung 

«Mi  nbtMD  wir  dem  Obigen  «naleg : 

B  +  ^D'zsDi. 


•r.  . , 


ferner 


Vp|S=Pi,    VÄ  =  »at    V/ig  =  P3, 


^^  Pi»  P%*  Pn  analogen  Ausdrücken  entsprechen  vrie  obenpo,  «nd 
auf  Pi9  Pa»  Ps  das  oben  über  Po  Ausgesagte  in  entsprechender 
Weise  überzutragen  ist;  so  sind,  nach  Einführung  der  Abkür- 
zungen 9i,  %,  ^3  beziehungsweise  für  Ausdrücke,  welche  dem 
Ausdrucke,  der  ^q  entspricht,  analog  sind,  die  sechs  Geraden  der 
drei  geradlinigen  Kegelschnitte  enthalten  in  den  Gleichungen: 

A-4aPay  +  (;?2+*^aJ'«)^  +  9a  +  *AFa  =  0,)   .  T^)* 
cAJß^y+  ipg  +  cB^'&iJa  +  Va  +  cD^Tß^^O. 


•(mS 


m       '  ■ 


«•  4. 


I  "■.•■' 


Um  elegante  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  der  yier  Durch- 
schivttspunkte  der. zwei  Kegelschnitte  zu  erbalten,  wollen  wir  4ie- 
seliien  als  Purchschnitte  zweier  der  geradlinigen  Kegelschnitte. 
bi^6tiniiiüeii.  Da.  nun '  aber  durch  jeden  der  vie^  Uurchsqbnitts*^ 
piüflt^e  JIrei  Gerade  der  Gleichungen  (5)  gehen j,  so  yrird  es..isu«. 
nSchöjf  ;a[uf  die  Beantwortung  der  Frage  ankommen:  .,,WiQ  nuisa. 
vikh^hf  6,  c  annehmen^  damit  diese  Geraden  durch  eipep  und  , 
denselben  Punkt  gehen.*' 

Setzen  wir  *juir  ^Abktrmilig  «      -      .  .       • 


DurckMchniUspnuku  tweier  Kegelschnitte.  20S 

Vi  +  «APi  =  «^ . 

80  gehen  die  Gleichungen  (5)  über  in: 

«ly  +  biX  +  cZ,  =0, 
^«y  +  *a^  +  '^  =  0, 

«'»y  +  ^»**  +  «^  =0- 

Sollen  diese  drei  Gerade  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen  9  so  müssen,  wenn  man  vorstehende  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  1,  a,  ß  multiplicirt  und  die  Resultate  addirt«  sich  a 
und  ß  so  bestimmen  lassen«  dass  das  Resultat  identisch  Null 
wird.  Führen  wir  die  angedeutete  Operation  aus,  so  gelangen 
wir  zufoigenden  Gleichungen: 

6i  +ab^  +  ßbs=0, 
di+ad^  +  ßd^^O. 

Bestimmen  wir  nun  aus  zwei  dieser  Gleichungen  it  und  ß  und 
führen  die  betreffenden  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so 
erhalten  wir  die  Bedingungsgleichung 

oder 

Substitniren  wir  jetzt  in  die  Ausdrücke 

für  6i>  As»  6s9   ^1»  ^>  ^  ^>®  betreffenden  Werthe»  so  geht  un- 
ter Berüdcsichtigung,  dass  nach  unserer  früheren  Bezeichnung 

14  • 


^.  8pii%:   CeUrdU  ßtfäm^ßmg  der  ttßr  ga/ffhm^fliieMem 

und   nach    Eüir9br«D{(  der   betreffendeD  Werthe   W9fk*  Og,  o^,  a^ 
die  Gleicbang  (d)  über  in: 


.\ 


.  \  .        :    .1 


■^loP»  [Pt99—th%+f(OaPt—B,q^Vz+HBag»-~iifPs)Vt 

oder  aach 
<P9/9t  -  Pz9%)^iVi  +  Hpiqi  -Pi in)  ^iPM-  c (Pi  %  -Pill)  ^Vt 

"'"•'  •f'ÄÜifJiiD,-:i^i)Op*  +  (ii3i?l-'i.i5Siy9i1V,P,  '  ■  ,••"•■' 


:j»     iij- 


Bemerken  wir  nun^-^dass  '  •  '\ 

fr*  d^r  Kört  w' 'halber^"'-'    '•'*'   '''■  ••"  =  »■"'   ••''■'''.'■-i:-^  •»■^  .i.:ti'.^ 

AD'  —  AD  =  m    und    .4B'-4'Ä=n 

*'k\  4  I"''  l|" 

gesetzt  ist,  so  wird  detCoeffi^eitt  von  «APiPa  ^th^Hii^P^—ng^). 
Weil  ferner 

*24iZ>3  —  ^3  I>i  =  (f43  -  flj  m , 


I 


60  Ist  der  CoeffieieHt  von    acPiPs  =  0*8— f4)('»ft"T-»y«),  .und 
Unter  Berücksichtigung^    dass 

verwandelt  sic^^^oJetf^vMIfS'fi  .B^diiipn»g^!?f>|Wg  (6)  '« 


<   ■ 


:  { 


IV     .    ■-■i'' 


'  ^ßfttektilMant^te^wetl/f-lteffeheki^i.  • '  ^ '  n '-    ä05 


Nfin  i§f  aber  ._ 

k  aO=^aöc,c, ' 


setzen  5  auch  folgende  bel»^ere  Folrifa^  g^nen : 


oder  auch  '  * 


T'IJO 


ho 


^  [(Paft— Pa9a)^i;»i  +*(f*4^  f^sX^^WA  — «^i)PiPaP3] 
+  W  [(ft9i -;»i9'8)^ai»a+^(f*8— fh)(wPa— «ya)PiPaP8]         ^  (^ 

♦'a  t;,f».i 

+  p-[(/'i?a— /»««O^Bft+ii^ff*»— "W(»niP3  -«9's)PiPaPs]=0. 

^^»n*.".'-       ..5iM  ••••••!/     -.rl-    I    10?    5  -l      -.1?;»   ■•.;,!l 'U:.!;  '.:!    m:;:jj   idi'^.Vi  tt>? 

Es  ist  aber       .'*»i'iv  •    '■..  .    i        .     A       j  '.::i;  .hJvj  <.:.!:.»<'. il» 

fc  wtt  man  Üudi  Pi,  |>i,  P3  gewäWt  »iibÄiihag,  PlP^Pi^elttW 

der  zwei  Wertne  von   W  pxp^pz»    Bezeichnen  wir  diesen  Werth 
durch  Ily  so  nimmt  die  Gleichulig  (7)^^tlie  ffortnitatti^i  ivAmv  f 


.ü  •;'■ 


« t .  1 


••  • . 


i\^j.U 


+  p^[(P8ft~>«'t9'a)4a#^a+f(f*--f*i)<.'»it/a~wg^  >  (8) 

+  p- [(ft9a--Pa?i)  ^f /|8  +  ^(ffi  JT  .ft»^  (^/'a --«73)  ^]  = 
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Wir  werden  nun»  um  den  Zasammenhaiig  picht  su  unterbredien, 
im  näclisten  Paragraphen  nachweisen^  daas  die  drei  Klammeraos- 
drücke  der  Gleichung  (8)^  nämlich 

entweder  alle  für  £  =  -1-1  oder  alle  ffir  £==  —  1  Null  sind^  und 
swar  können  wir  es  immer  so  einrichten»  dass  entweder  das  Eine 
oder  das  Andere  der  Fall  ist;  denn  nehmen  wir  an^  dass  die 
Ausdrücke  (9)  für  #r=-f  1  Null  sind,  und  wählen  wir  Vu  Pst»  % 
80,  dass  jetzt   . 


d.  h.  gleich  dem  anderen  Werthe  yon  V^piP^p^,  ist,  was  dadurch* 
geschehen  kann,  dass  man  in  den  Gleichungen  (5)  statt 


setst,  entweder 


oder 


oder 


oder 


Pi>    P2>    Ps 


—  Pi.    — P2»    — Ps» 


-Pli     Vty    Pa» 


Pi,    — P2>    Ps' 


Pi>   P2>    — Ps; 

so  ersieht  man  unmittelbar  aus  der  Form  der  Ausdrücke  (9),  dass 
dieselben  jetzt  alle  für  K=i  —  1  Mull  werden. 

Den  erwähnten  Nachweis  einstweilen  bei  Seite  gesetzt,  kon. 
Den  wir  nun  a,  b,  c  so  bestimmen,  dass  die  drei  Geraden  (5) 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Finden  nämlich  die  drei  Gleichungen 

,      (Payi-Pl?8)^2P2  +  ^(f*8"-f*l)(»»/»2— »?2)^=0,     \    (10) 

zugleich  für 
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statt,  sa  wird  die  Bedingungsgieichong  <8)  offenbar  immer  erfiUlt; 
man  mag  a,  b,  c  wählen  wie  man  will,  wenn  nur  der  Bedingung 


GenJIge  geschieht. 

Man  kann  demnach  fui 

nach  .setzen : 

•        » 

i 

.  a 

• 

6               c 

+1 

+  1           +1 

' 

+1 

-1,          -1 

. 

—1 

+  1           -l 

—1 

-1            +1 

Dieses  gibt  die  vier  Systeme  von  je  drei  Geraden,  die  durch 
einen  und  denselben  der  vier  Dnrchschnittspunkte  gehen.  Fin- 
den aber  die  drei  Gleichungen  (10)  für 

Ä=a6c  =  — 1 

statt,  so  ist  die  Gleichung  (8)  erfüllt,  wenn  man  nur  a,  b,  c  der 
Bedingung  a6e= — 1  entsprechend  wählt.  Die  vier  £lysteme  von 
je  drei  Geraden,  die  durch  einen  und  denselben  Durcbschnitts- 
punkt  der  zwei  Kegelschnitte  gehen,  erhält  man  alsdann,  wenn 
in  den  Gleichungen  (5)  der  Reihe  nach  für 


I 


-1 

-^i 

-1 

+  1 

+  1 

-1 

+  1 

-i 

+  » 

—  1 

+  1 

+1 

gesetzt  wird. 

:  > 


§.5. 

Machen  wir  nun  in  diesem  Paragraphen  den  oben  erwähnten 
Nachweis,  dass  nämlich  die  drei  Gleichungen  (10)  entweder  alte 
für  die  Annahme  von  Kzn  +  l  oder  alle  für  K=^l  beistehen, 
zum  Gegenstande  unserer  Betrachtung  *). 

Da  euch  unter  der  Scfaaar  der  vorgelegten  cwei  Kegelschnitte 


*)  Wir  sind  zwar  im  Besitze  eines  direkten  Nachweises,  der  sich 
nnmittelbar  an  die  Gleichong  in  f$  anschÜesst;  allein  derselbe  Ist  sehr 
weitläufig  nnd  wordt  darum  hier  dnrch  eblgen  einfacheren  ersetzt. 


SOB  8pit%:   üSHf  )iHe  BetMmimg'  ä^ 


tIMfteh  eieieliutigeD       ' 


'■:»'    i*'\'     -i    ■■     ;--.;r    •   ■"•    ,  '    .^    i'i.r,-    t-i, 


WO  a  und  ß  irgend  zwei  der  drei  Wurzeln  fix,  fi^»  f^   bedeuten 
und  Pf  Qs  B,  S  lineare  Funcäonen  von  a:  und  y  sind. 

Aus  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man : 

•    •  ,!  i' 

"^Ü^PQ^^RS,^  K€c  —  ß)ü'  =  PQ-RS. 
Nehmen,  wir  nun  statt  der  Kegelsehnittsgleichqngen 

.      :■■     '•■■        .'''iv'         ;•.  '-1     fr-;     •■m.      .-.     :.:/•;,       :?■-        ',.■.:■'■ 

die  Gleichungen  '  *    -'■'■    'J»  '  ' 

?=^t7=0,    («-./?)  17' =0; 


. .  I 


V  * 


SO' erhalten  brauch-  ' 

i  :  ■  *.  1  '  "  •  ■ 

'  :  ■■*•.'■■■  l  ■•>  -  •  I  :     "  '.  ■         ' 

als  Gleichungen  der  zwei  Kegelschnitte.  Jede  derselben  ist  von 
der  Form 

Da  P,  Qy  Ry  S  l|npare  Functionen  von.o:  und  y  bedeuten,  so 
kann  man  bekanntlich  'vier  Grossen  n,  %,  q,  a  finden,  so  dass 
die  Gleichung  besteht. 

(7cP)  +  (kQ)+(qR)  +  (<sS)^0.  .    .    .    .(II)-' 

Schreibt  man  nun  statt  der  Gleichung 

PQ  +  yRS^O 

des  erslen  'Kegelschnittes   tJ:   '  ' 

otid,  ändert  jetirt;die  Bezeii^hnuiigjn:  delfKWVise»  4a«sliti|tnrP  für 
(tcP),  Q  für  («Ö),  Y  für  ^,  R  für  (qR)  und  S  für  (<yÄ)  setzt, 
S9  verwandelt  .sich  die  (Sleichung  des.  Kegelschnittes  C/ in 

...  .         -T  .1..       !.  ;        -••1    ij  ,    .Vi    \\      .>.i         «1»,        .       1    •■!■•.   ;       •;■-     iM"»'!: 


■,  t' 


and  die  Bedingangsgleicbang  (11)  W      '"'  '■=       "        ' '         '"*= 


Man  kann  demnach, 'aifsiatt  die"  Crtelöhnn^en 


.  .  > 


i  '  .»  !■  'ifi  -.  ■iTftI 


unmittelbar  anzuwenden,  dieselben  dadurch,  dass  man  sie  vorher 
noch  mit  passenden  Coefficiente*'mqftipifeirt,'  auf  die  Form  bringen : 

wo  zwischen  P,  Q^i2,i9  die  identische.  GJeichij^ng^.besteht: 

P+Qi^R  +  S=0.   ......    (13) 

Multipliciren  wir  die  erstere  der  Gleichungen  (12)  .i^.,4«  #p 
nimmt  sie  die  Form,  an:  .. 

r      —  -•«    .  *■         ',      it    .    ■        i 

und  wenn  man  berficksichtigt,   dass  vermöge  der  Gleichung  (13) 

(P+Q)«=(Ä+S)«. 

so  geht  sie  über  in 


r*        n 


.,    r    .    ..    ,  n 


(i+y)(PrKB*-(P-e)'-y(ß- 5)^=0, 

worin  P  +  Q,  P—  Q^  R-^  S  wiederum  lineare  Functionen  von 

a  und  jf  sind.  i  .....!    .' 

Wir  ziehen  hieraus  den  S^hlu^:* 

Anstatt  die  GUio^gep'(12)^  der  zwfi  I(egelschnit)t9..^  ARt 
Wendung  zu  bringen,  kann  man  dieselben  vor  Beginn  der  Opera- 
tion mit  4  multipliciren  i^nd  dfann;  indem  man 

w'      "^         f' 

Ä— S  =  r; 


ferner  in   der  ersteren 


t  •:., 


• .    • 


;     »   • * 


und  in  der  letzteren 
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•etst,  unter  die  Form  bringeot 

Um  jedoch  nicht  zu  viele  nnbestiminte  CoefGlcienten   in  die 
Rechnung  einzuftihren»  wollen  wir  anter 

P$    <l»    t,    Ai,    A^,    X9 
der  Reihe  nach  verstehen: 


'\  • 


pvh'.  «iw;  ryv/  ^»  ^>  0'  • 

und  erhalten  dann  die  Gleichungen  der  zwei  Kegelschnitte  unter 
der  rorm-:  ■.■...■■■■.■       ...• 

fsm  ■      .  •  •     :  I     ■  i 


-.  •    • 


(14) 


WO  |>»  (i,  r  als  lineare  Functionen  von  a  und  ^  von  der  Form  sind:' 

« 

■  <  j  : 

—  ■  1   ■  ,  ■     • 

Bildet  man  jetzt  die  Gleichung 

und  nimmt  ffir  fio  d^r  Reihe  nach  die  Werthe 

f*«=— A,.    >     ......    (16) 

f*8  =  — A^;    ^ 
80  wird  jedesmal  der  Kegelschnitt 

zu  einem  geradlinigen. 

Entwickelt  man  die  Gleichung 

C7  +  fhl^'  =  (Ai-Ai)<|«  +  (A,-A0r*  =  0, 

indem  man  fSr  4  und  r  aus  (15)  die  betreffenden  Werthe  einführt, 
und  ordnet  nach  Potenzen  Ton  jf  u^  dr^  so  erhält  man : 


(17) 


BureluelmUi^wMe  %mei«r  Ktpeltekwillt».  Sit 

f(i,-i,)(»,»+(a,-j,)«,«]^+2[(i,-.a,)aA+(i«-*i)«.*il»«  . 

+[(A,-i,)  V+(i.  ~X,)  V)«»  +  2[(ila - i,)aac,  +  (Ä,  -  i,)a»c,]y 
+  nih-h)  hl*  +  (A.-^  *«<i.]«  +  (A*-Ai)<.»+  a.-At)f,?  B=  0; 
also  ist: 

Ai  =(*,-»,)«,»  +(i,-i,)«,'. 
Ä,  =(i,- A,)aali,  +  (ij— i|)«,(i„ 
Ci  =(A,-A,)l»a«  +(il,-l,)J»,». 

Nach  §.  2.  (2)  ist  aber 

und  man  erhält  demnach  unter  fierficksrchtigung  der  Refaflöneti  (17): 
und  analog: 

ft  =  -  (^ — A3)  (Aa— A3)  («,fca— «2^^)*; 
ferner: 

<Ii  =  (Aa— Ai)  (At  —  Ai)  (4«C3--«3Ca)  («»t,  — «a^s). 

und  analog: 

fc  =  (Ai  -  Aa)  (A»  - Aa)  («iCs— agCj  («,»1  —«1^3), 
<l3  =  (Ai  -  A3)  (Aa— A3)  (aiCa  -  OaC,)  («a*i — «,6a)- 

Diese  tileichungen  gehen  aber«,  webn- man 

# 

setzt,  wo  zwischen  f ,  f,  C  ile  Relation  besteht: 

.    i'  +  r  +  rÄO.  . 


;!i: 


il2    Spti%:  ^ib^tt  AiBenOIMiing  ikrti^ifemi^^ 

-'   <«6i-r«|6Ätte^«-  ^    (1»);     i=.'.il^--aiti4=^,  I     (20V ■  ^ 

wo  zwischen  c'iCf'^.d",  6'^  (^''^  j^"',.  wip  man/sich  leicht  über- 
zeugt»  die  vier  Relationen  bestehen: 

-I,  fi,c'  +  l»ac"  +  (»,c*=0, 

.    ..:  --i^-     -    li    .,.:::..•.-'.    )-:i;'\     .     .     .     (21) 

,  «i6'  +  aa6''  +  a,Ä'«'=0,  I 

f,ft' 4  Ca*" -f  c,i«'=0;    / 
Über  10 :  .  *   ,. \    -/...-  .\  ■-.:  ,  i 

Pa  =  /'rc"«.  I     (22)     ;  ;    ......^^.      j,=n'"6V,r     (23) 

:  Hi/eican»  .«rgibt  sich  nun  imkt:  ..„:.  ;,  n.  i :... '  :.:< 

p»qi  -Pili — vv^retf  (6V  -  y^c').   .  , ,. 

oder  trenn  man  d6P  Kfiree  halber  setzt : 

WO  vermögTB -Äer  Reläfioiien' (21)   zwiscbeii'  a' ,  a^~,  tr   die  Be- 
ziehungen «tiAttfindll&V    i*  .■       ' *  i*^        -   . -^  ;  V'  ~    ''• 

aueliV 


Uiq  die  Docli  j^hrigei^  .1^eile.^er.)(^leich^pgeii  (10)  zu   ent- 
ivickelii»  ersehen  wir  sogleicli  aus  den  Relationen  (22),  dass 

Da  es  uns  aber  frei  steht,  lur  J7  einen  beliebigen  der  zwei  Werthe 
von  V  P1P2P9  zu  yiShlen  /  ^dor.  woJIie^d  mp  setzen  : 

Zur  ßestimmuDjß  von  /^,.  Jji,.,^^  entv^/ckeln  wir  in  den  Glei- 
chungen der  drei  geraihinigeh  Kegelschnitte: 

d^  (^efficjßntenty^n  iy,^ilia)l.  iinden;  .    r.  ,1,  :,  ;::*.,!,;:..(* 

"1  ~~  •*a  '  "~  •♦2 1^-  * .    i 

0») 


'^;=i'i,i/' -ivr'■■ 


...■.^.V\'' "     ••     •■■■ 

Aus  (16)  folgt  unter  BerScksicntigu'ng  der  Relationen  (18) 
sogleich:  .»  ™  .'"•> \  \ -.^  .. .».       ,>, 

"^'•        >.l.        i'!         it^i   ;  '     T.!;  f*»W^  fHi^iTt?^!»:     :.     ?     |{i,:,J      t  1- "t  1 '  i>   I  .J  -^ 

Föhrien  wir  ferner  Weh  m  die  zwei  Gleichungen  (l4y  für  p^  c^,  t 
die  linearen  Fjsn'eti6iMiii'(M>^eiTi\  und  entwiökielto^'dfe'^derficienten 
von  y«,  ya  und^y,   sp  erg^b^n  sich  leicht  fi5|lgen4^  Beziehungen: 

I'.:,.-.    I    !    -  .   r  i..,    •••^'"c'-'-    '■■•"•■    -■'    ■      •!.'•• 
..'     .  ir*.ij:!  .■';•■»■!'.•■.•;   U  ^        ■»//!:»:»    .  ■      ■  ^^   /     i.Vi   tunn   -n-il 

BlIdet;mail>'hMräus>d(e>vitiMrdck€l:  *><(*':.  ««'il;^       >^a,u  f;  ;j 

so    wird  0  .      ü   t    S.:  -    y^ll  -  ^-  *.'-;   I   -».yj,  +  i-^i-,  zr.  ^'  \ 


2l4    Spit%:    üeÜer  die  Beittmmtmt  itr  tiet  feMInteiaftUekeH 

iü-     «i«>(«i<«-««fi)(ai— *«) 
+  «,«,  («iC,— Vi)  (4i  — i») 

I 

+  «a«»  («2<«  —  «$c»)  (^ -- ^) » 

1  T'  .  .      . 

»=     «i««(«i»«-aaSi)(Xt--Ä») 
+  «i«ä(«i*8-«Ä)(Ji  — As) 

oder  wenn  man  von  den  Abkürzungen  (18),    (19)   und  (17)  Ge- 
brauch macht: 

«  =  «iaac^f*  +  ai«3c^r  +  «2«sc'/'.     I    •    •    (^6) 

BerOcksichtigt  man  nun  die  Relationen  (^)  und  (25),  so  ev^ 
hält  man  durch  Einfuhrung  der  betreffenden  Werthe  aus  (22),  (23) 

und  (26)  nach  einigen  leichten  Umformungen: 

'\  — 

mpx—nqi—fP'c'afAi, 

Substituirt  man  nun  endlich  in  die  Gleichungen  (10)  die  be- 
treffenden Werthe  aus  vorstehenden  Entwicklungen,  so  gehen 
dieselben  über  in 

/'«/«rar V«c^c^«' Ji  -  K .  e^r^P"^c'^c''cf^a'A^  =  0, 

und  finden  somit  zugleicb  für   K=z-{-'i  statt. 

Hätte  man  für  VptPaJ^/den  Werth  — JT  angenommen,  so 
würde  man  auf  dieselbe  Weise  gefunden  haben,  dass  jede  der 
drei  Gleichungen  (10)  übergegangen  wäre  in 

I  +  ifÄO,  :r 
und  obige  Behauptung  ist  demnach  geTeobtfertigt. 

Um  das  Vorgetragene  noch  durch  ein  Zahldnb^ispiel  s^  er- 
läutern,  seien 

t7=7y«-^;r  +  6;»«— %-2a?+3  =  0. 
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clie '€teic!iniigen  der  x«rel  vorgdegten  Kegelschnkte,  bö  ¥t\rA  die 
eieiclioiig  iiif>:    :. . 


also 


somit 


fernet 


»*i  =  -l»    »«»=—2'    »•8  =  -4' 


1  II. 

»««—1*8  —  4.    P«— fh  =  4«     »*i-f«s=— 2' 


m=AD'-A'D=s-^.    n=AB'  -A'B:='^ 


uitd 


-  vffi  =— ^*       £fa=— j,       1^8— —  g  »- 

«3     ^     5     _     1 

t^x^     g.       ^•=— 4>       ^»=     8* 

A  -^»f.     1'       ^~     4*     -^»^     8"-'- 

.•:»...'.■•  ......  ?    I 

289  119 

demnach 

85  5 

P»?»*"P»y«=     0I2'  mp,  — «74=     j* 

51  9 

1  17. 


■   • :»      .   ■      ..1,-1 


fenden  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  (10)  ein  und  wäjbi^  hi^j]|Qi.fii^ 

17 

17  den  Wertb   +  öö  '  ^^  ergibt»  sich  durpb  einfache  Rechnung^ 

dass  jene  Gleichungen  in  ilieseni' Falle  für  Ar=-f  1  bestehen. 
Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (5)  ßür 

der  Reihe  nach 

f  +1         i+l  +1 

■-     ■    •  +!'       :  — 1  — t 

-1  +1  -1 


'  1 1«     », 


\  . 


-u.  .-»'    --^V   .. 


so  erhalten  wir  folgende  vier  Systeme  von  je  drei  Geraden^   die 
durch  die  vier  Durchschnittspunkte  der  zwei  Kegelschnitte  gehen : 

1.   \  2y— o:— l==tf,         ,  -       :      2.    I  3y--.S&p— 1=0, 

y  +  3a:-2=^p,  /    y  +  3p-2=0, 

3.    ^  2y—  ic  — 1  =  0,  4.    |%— 2ar— 1=0, 

y— 4a?  +  l3fclD.       t  \4y+a:— 3=0. 

9ie  vier  Durchschnittspunkte  der  zwei  Kegelschnitte  selbst 
bestimmen  siqk  0u&:  ,-  <  t%  .  i :~  ,^  ,r         .  .  > 

i    ..  -■    ,..\..'      —.T%..-.  *-.    .    O-  O.  it..         ■,.......    ,. 


3  2 


I 


i 


6  3 


I    t 

-  -      • 


.04  wir  jetzt  wissen,  unter  welchen  Bediigungen  die  Geraden 
der  GÜeichüh^n  (9)''*dbrch  einen  und  denselben  PunkY'gehtBh','  so 
wollen  wir  nun  die  allgepeine  Bestimmung  der  Wertbe  der  Coor- 
dinaten  der  Durchschnilts^ankt^vVfirpehBMtti 
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Diese  BeHtimmang  kann  dadurch  gescbehen,  dass  man  nur 
je  zwei  Gieicbungen.des  Systems  benutzt.  Aber  die  Ausdrücke» 
welcbe  man  auf  diese  Weise  für  sc  und  y  erbält,  sind  keine  sym« 
metrischen  Functionen  der  drei  Wurzeln  ^  sondern  hängen  bloss 
von  je  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  ab.  Wir  wollen 
dessbaib  immer  die  drei  entsprechenden  Gleichungen  benützen, 
wodurch  wir  x  und  y  ausgedrückt  erhalten  durch  symmetrische 
Functionen  aller  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung.  Zu  dem 
Zwecke  müssen  wir  aber  vorerst  die  Gleichungen  (5)  der  Reibe 
nach  durch  aPi,  6P2»  ^Ps  dividiren  und  erhalten: 


^ay+(^P2  +  ^a)^  +  6^+ A=0,  >   .    .    (27) 


Multipliciren   wir  nun  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach,  mit 

M2— f«8*     f*3-^f*x*     f^~f*2 

und  bemerken   zugleich ,   dass  nach  unserer  Bezeichnungsart  fol- 
gende drei  Gleichungen  stattfinden : 

(f*2— f*8)  ^1  +  (f*3 — f*i)  ^2  +  Cf*i  —  f*2)  ^8  =0,    J 
(fi4-fi8)^i+(f*3-f*i)Äa  +  (fti-f*a)i?8=0,    >     (28) 

(^— f*8)A+(f*8-f*i)JDa+(f*i-^/>8=0;    \ 
so  erhalten  wir: 

[  (f*2  —  H)  aPl  +  (f*8  —  f*l)  *P2  +  (f*l  ~  f*2)  CV^] ^ 

+  (f*2-f*3)a^  +  (^-f*i)ft^  +  (fh-f*2)cg=0.    (29) 

»  Auf  gleiche  Weise  wie  eben  für  x  lässt  sich  auch  aus  den 
drei  Gleichungen  (27)  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y  ent- 
wickeln. Man  könnte  nämlich  jede  derselben  mit  einem  unbe- 
stimmten Coefficienten  multipliciren»  dann  alle  drei  addiren  und 
nun  die  drei  Coefficiehten  so  bestiinmen^  dass  der:  CöefBcient  von 
X  verschwindet.  Wir  ziehen  jedoch  folgenden  einfacheren  Weg 
zur  Auffindung  von  y  vor. 

Anstatt  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
Theil  XXXIL  15 


818   Spii% :   Veb^r  dtfi  Bestimmung,  ikr  Pier  gemeijmhafUicken  . 
^me.firüber  auf  die  Foroi  .  .  :j  ,,-    , 

.  Xpo!7o=Po(4)y+ Mi«+ i>o)»-(/'ö^t 90)*+  ^(."^rörb^ifö'' 

.vn,  bripgeD>  wollen  wir  derselben  jetzt  die  Form  gcbeu.;. :.,>;,',.:; 
: wo  der  Kür ae  halber  ::.•  li.sii.:.-' 

\    :  ^O^or"  Vü^O  =  ?0». 

EQ^'^CQt\^^^/,  ;.     I..;.;         ....^ 

gesetzt  ist.    Diese  Gleichuag  wird  aber  das  System  zweier  Gera- 
den, wenn  -    * 

«ü*  — /?o<o=0, (30) 

welches  dieselbe  ßedingungsgleichung  zwischen  den  fünf  Coeffi- 
eienten  des  Kegelschnittes  ergibt,  wie  früher  die  Gleichung  (3). 

Die  Gleichungen  der  zwei  Geraden,  welche  den  einen  gerad- 
linigen Kegelschnitt  bilden  und  sich  oben  (§.3.)  unter  der  Form 
'idairbbfen ! 

a(2<oy  +  J?o^ +*/>o)Po  +  j»o^  +  ^  =0, 
stellen  sich  jetzt  unter  der  Form  dar: 

a'(Coar  +  Äoy  +  ^o)Po  +  Po»  +  *o  =  0, 
wo  a', wiederum  +1  oder  — 1  bedeutet. 

Wir  -haben  nun  zunächst  die  Beziehungen  aufzusuchen,  welche- 
zwischen  or  imd  a'  stattfinden -müssen,  damit  die  vorstehenden 
zwei  Gleichungen  identisch  sind.  Eine  einfache  •  Uutßr^U^upg 
führt  zu  dem  Resultate,  dass  dieses  der  Fall  ist,  wenn 

■      -  * 

E^'-'lassen  sich  somit  die  drei  Gleichungen  (27)  aueb  auf  folgende 
Weise  schreiben  r 

i\  ..■       '        •  V    .        ■■      . 

(Pi  -  a^iPi)^  — aCVP^iar  +  5i  — öJKiPjssO, 

(2>s  — cÄaPa)^  — cCaPaJr+ja-^c^aJJjrrO.  ;, 

>  •  ■  ■      • 

Dividirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  n^icb  durch   ; 

«Pm    6Pt,    cPb; 
so  nehmen  sie  folgende  Formen  ap:, 


■  <  .'.     I  •   I  •  ■ 


l 

■  ■  • »     « 


(6P,-Äa)y-q,ar  +  6^— £,=sO»    V  •    •    (31)   . 

f 

Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  der  Reibe  nach  mit 

addirt  die  erhaltenen  Resultate  und  berücksichtigt,    dass  ausser 
den  Relationen  (28)  auch  noch  die  Beziehung  stattfindet  t 

.     (f*« — f^s)  Q  +  (f*3  -  fh)  Cb  +  (fii  —  ^)  Cj  =  0, 

I 

80  gelangt  man  zu  der  Gleichung:  ' 

[  (f*2— f*8)  flPi  +  (^ — f*i)  6Pa  +  (f*i — f*a)  cPs  ]  y 

+  (/^-f*8)ö^+(f*s-fh)A^+(fti-F2)c?^  =  0.    (32) 
Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (30)  ergibt  sich: 

»       '     .  *  .4  ,  I 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werthe  von  dbV^'o  ^^^  dbV^o»  nach 
dem  deren  Zeichen  so  gewählt  sind,    dass  die  Gleichungen  (27) 
und  (31)  bestehen,   beziehungsweise  durch  Kq  und  %,    so  gehen 
die  Gleichungen  (29)  und  (32)  zur  Bestimmung  von  x  und  y  über 
in  folgende: 

[  (h — f*3)  aPi  +  (l^ — f*a)  ^P2  +  (f*i  -^(H)  cVz]  ^ 
+  (^— f*8)  aMi  +  (f*8  —  f*«)  *Ua  +  (fh  —  f««)  cM»  =  0 
und 

[(h—h)  oPi  +  (f*3  — /*«)  ^Pa + (f*i  —  f*2)  cPa]  ^ 

i 

woraus  wir  endlich  für  x  qnd  y  die  Werthe  erhalten: 

__      (f^—  h)  0%  +  (h — H)  ^Ma  -f  (fii  —  fttt)  cHa 


».;■.•.•. 


Ift* 


3SßSp{t%:  üeö.dieBesämm.d.9ierpemein$4fA.DurekieiMtt$punkl€ete. 

Es  sind  dieses  die  allgemeinsten  Ausdrucke  der  Coordinaten 
der  Durchscbuittspurikle  ^v^eiet  Kegelschnitte  ^  ^enn  fh»  f'2t  f*8 
die  drei  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung  sind>  welche  den  zwei 
Kegefschnitten  zukommt. 

Wenden  wir  diese  Ausärücke  auf  die  Berechnung  der  Coor- 
dinaten der  Durchschnittspunkte  der  zw^l  Kegelschnitte  des  im 
▼orhergehenden  Paragraphied  angeführten  Beispiels  an»  so  haben 
wir  zunächst»  .       .        , 


1 

r 

I 

P«  =  J' 

*^~fc=~4' 

1 

fh— 1«a=— 2» 

i 

M_93J:      119. 
*~P8~~136' 

1 

1               ( 

ff. 

■*i        .  1    .  . '  i 
-Px~~2* 

1 
*a--16' 

>     also     / 

^■ 

187 
'»  =  ■"64', 

1    ...  ( 

ff. 

*3     '     187. ■ 
"Ps 136' 

und  hierdurch  erhalten  wir  fQr  abe  =  -|- 1  oder 

1)  lar  a=  +  l,  6  =  +  l,  c«+l:  :» 

2)  für  a  =  +l,  6=-l,  c=— 1:. 

3)  für  0=— 1,  6  =  +  l,  c=:  — 1: 

^  —  7>    y —  7  • 

4)  för  a=— 1,  6  =  — 1,  c  =  +  l: 

-.1  7 

was  genati  mit  deiioben  gefundenien  Resultaten  (ibereinstimmt. 

Man  überzeugt  sich  leieht/däss  für  die  Annähi^e  von.ii$c=--I 
dieselben  Wörthe  für '^ttnd  y.wSira  ereieli  Wöl'd^^ 
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Note  sur  quelques  formules  qui  peuvent    etre  utiles 
dans  la  th^orie  des  surfaces  courbes. 


Par 

Monsieur  G.  F.  VF.  Baehr 

ä  Groninguo. 


1.    Angle  sous  lequel  se  coupent,   au  folui  x,.ff,  x^ 
deux  courbes  donn^es  sur  une  surface  F(a;,y,  x)=0,    Soif 

une  des  ^quatioos  de  la  tan^ente  k  Tune  des  courbes;   celle  du 
plao  tangent  ^tant 

on  aura»  en  ^liminant  17 —  ff»  pour  Tautre  equation: 

Ainsi  les  äquatlons  de  cette  tangente  se'ront: 

1  m         />  +  mq  * 

et  par  cons^quent  on  aura,.  en  faisant 

pour  les  Cosinus  de  ses  angles  directeurs : 

I        m       p-j-mq 
WM'        M     ' 

Pareillenient  ces  cosinus  pour  la  tangente  k  fautre  courbe»   dont 
une  des  ^quations  est  fi  ^^  ff  =  m' {^'^x),  seront 


2SS2       Baehf:    Note  $ur  quelques  formules  qui  peu^eni  Sire 

« 

l        m'       p  ■{-  m'q , 
oü  Ton  a.fait 

On  aura  donc  pour  le  cosinus  de  Tangle  (p  entre  ces  deux  tan- 
gentes,  c'est-ä-dire,  de  l'angle  sous  iequei  se  coupent  les  deux 
courbes  donnees, 

^  1  +  mm'  +  (/?+  mg)  (p  +  m'q) 

QU  ' 

\jos  q>  —  MM'  "    *     •  >  ^  ' 

Applications.    L*äquation  difförentielle  des  lignes  de  cour- 
bure  est 


»  •    1 


ioaCf  d'afria  ,les  propri^tös  def  raciiies  .4e  l^quation  du  sewond 
4eg'^5'    .'.'''..■ 

WtWl  =  —  Tf--^; äZ i  > 

.;.'■:-■.  -i 

substituant  ces  valeurs  dans  (I)  on  trouve: 

.     .  ■ '        :       •      .     .  .      ■      •    ■  :       .  ■  T  ■  =  ■ 

* 

et  par  consäquent  97  =  47?,  c'est-ä-dire^  les  lignes  de  courbure 
se  coupent  ä  angle  droit ,  proprietä  que  Tön  dömontre  ordinaire- 
ment  en  rapportant  T^quätion  de  la  surfacb  au  plan  tangent»  et 
faisant  ä  cet  eff^t  dans  T^qnation  differeutieüedes  ligoes^  de  cour- 
bure p=0,  ^=0. 

L'equation  difförentielle  des  lignes  de  oiveau  est,    en  suppo- 
sant  que  le  plan  xy  seit  horizontal, 

pda;  +  qdyz=:0, 
et  Celle  des  lignes  de  plus  grande  pente: 

pdy^^qda^=iO; 


uHM  äan$  iä  tMorie  difs  ^rfiiees  coürbes.  2äS 

oti  a  donc  dans  ce  casr 

m  ==  —  — ,     m  ==  —  » 

-  r  Q  P 

et  ron  trouve,  en  substituaot  ces  valeurs  dans  (1); 


«  .  - ' 


doDc  aussi  ees  lignes  se  coupeht  ä  angle  droit. 

■  -'■  ■ 
Avec  les  valeurs  des  Cosinus  des  angles  directeurs  des  deax 

tangentes  on  trouvera  facilement : 

et  par  cons^quent: 

T,,„„„ (m-m')V(l+p*  +  q^  . 

•  lang^-^^j  +  p*)  +  (1  +  q*)  mm'  +  pqim  +  m')' 

faisant 

»  « 

V(l4-P*+9')  =  A   et  TaDg9»=:o, 
la  derniire  formule  donnera: 

Im'+ajl+p^-i-pqm')  ^ 

qui  pourra  setvir  ^  obtenir  inim^diateinent  röqoa^on  diffärenticlle 
d'une  courbe»  qui  doit  couper  suivant  une  certaine  toi  un  systdme 
de  courbes  donnö  sur  une  surface« 

Supposons   qne  l*on  veuille  avoir  la  ligne   loxodromique  sur 
un  eliipsoidei  dont 

soit  r^qnation^  et  que  les  plans  paissant  par  l'axe  des  z  sout  les 
luäridiens^  alors  a  est  coDtant,  et  Ton  a: 


%  •  ■ 


L'äquation  de  la  surface  donne: 

et  fltibstituant'ices 'Valeurs  dans  (2),  on  troiiTe: 
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""  dx     Axi  —  aa^Cy  * 
od  1*00  a  fait: 

Sl  Ton  introdait  des  coordonnäes  polaires^  en  faisaiit 

x  =  QCo8ß,    y==QS\n6t 
la  dernidre  öquation  se  cbange  dans: 

#1     ^dQ        ^.   ^'^ AzCosO-aa^CSlne' 

et  aprös  la  röduction: 

a (a«CSin «fl  +  b^B  Cos «Ö)  ^  =  AQZ  +  aQ  (6«JB  •-  a«C)  Sin  Ö .  Cos  ». 

Cette  ^quation  n*est  intögrable  que  dans  le  cas  oü  l*oii  a  a^^b, 
ce  qai  donne  en  tndme  temps  ßzz  C»   aiors  eile  devient: 


tandis^que  Ton  a: 


•«''^i=^<?" 


e=s:-V(a*-«*)i    B  =  o«c"(a*--(a«— c«)^«),    A=aWB; 


1 

ce  qui  cbange  la  derniöre  ^quation  dans: 


tv 


5=  —  aö» 


^qaation  connue  de  la  loxodrome  sur  un  ölljpsoide  de  r^volution« 

2.  Pour  passer  d'un  Systeme  d'axes  rectangulaires 
ä  un  autre  Systeme  d'axes  aussi  rectangulaires,  qui  a 
la  m^me  origine  que  le  premier,  on  fait  dans  räquation  d'une 
surface  courbe: 

x  =  ax'  +  by'  +  cz'f  \ 

y  =  a'x'i^b'y'+c'z\  ( (3) 

on  X,  y  et  z  sont  les  coordonnäes  du  premier  et  x' ,  y'  et  z'  Cel- 
les du  nouveau  Systeme,  tandis-que  a»  a'  et  a"  8ont  lea  coaiotts 


u$i^9  äam  ia  ihäorii  des  iurfacn  couröeM.  2i& 

deii  anales  directeurfi 'du  nouTeau  a;^e  des  a^p  etc.  II  pent  arri-^ 
ver  que  Ton  veuille, faire  cette  subatitution  dans  uiie  öquatioq, 
diff^rentielle ,  oü  entrent  les  qoäfficients  diff^rentieis : 

d%  dz    '■'        dp  dp       dg  ^     ^9      a 

f"=^'  l-dy'  •'=35'  '-^  =  ^'      '=^'«*«-' 

il  s'agit  de  saToir  ee  que  Tod  doit  alors  8ubstitiier:{i  ces  symbo* 
les,  eo  fafisant  de  m^me  dans  le  nouyeau  Systeme; 

.      dz'         ,     dl'         ,      dp'        ,      dp'       dq'        .      dfjf 


dx'\  ^'^du'         '^doc"\'^dy'~dx"    \  ^ dy 

et  ä  cet  effdt  il  'faut  expriraer  p,  q^  r^  etc.  cn  fonetions  dei 
ff  9  9^9  r',  etc.  Si  dans  les  formales  (3)  on  cbange  les  qaantittfs^ 
de  l'une  des  deux  lignes  saivantes  dans  leurs  correspondantes« 
de  i'aiitre,     ....■■..  ,   •..  j,- 

X    y    t       a    b    c       q!    V    e'       a"    b"    c"       p    q    r    $    t 
af  y   x^     a    a'  a"     b     6'    b"       c      c'.    c"       p'  q*  r'   f^  if 

on  obtient  leurs  in\erses: 

x'  =  aa?*4"  «'y  +  o!'z,  \ 

y  =  *a?+^^  +  6''«,  (    .    .    .    ...    (5)    .. 

t' z=icx/\- c'y  •{■  c"z\  ]  '      •    '    ' 

tandis*que  Ton  a  entre  les  quantitös  a,  6,  e,  etc.  les  sixrälations: 

a*+a'*+a''*=l  ab^a'b'^a''b''=(i 

«f«+6'*+6''*  =  l  >?  +  aV  +  aV'=0  J         (6) 

'         ■     ■      »  •  '.   . 

dont  on-d^duit  de  la  meme  maniere.Ies  inverses: 

o«  +6»  +ca  =1         aa'  +66V+cc'  =0 

a«  +  6«  +  e«  =  l  öfl" +6ft?' +c<^asO  J,         (7) 

et  ces  r^lations  ont  encore  pMr  cohsäquenc)ds  P 

'•/■.■•  .'(8).       :•■...     .  '.  '       -'    ":'      ; 


f  ■    • 


i 


.'■>     •■■■ 


iäjfi      Bßehr:   Notk  imr  ^eignes  fihmuiei  qtti  pettteiit  itre 

qitf  re^teiit  Ibs  hidmce;  qii&bd  od  y  färt  le*  i^bähgei^i^  iYi'dfqii^  tl*'' 
dbi^^Üs:    On  peut  ttou^er  directenient  ces  d^rnl^res  'd^  la  lükili^V^ 
suivante.    Supposobk  quii  fes  deux  ^st^mes  d'aices'rectan^m^iy' 
soient  pri^^  dans  le  meme  ordre»  de  iprte  qu'en  faisant.^ourner 
un  cle'8'*sy8t^me^  autour  de  rorighieconDnütie  o,^  on'puiss!^  ^Mre 
coTncider  tes   directions  des   x^  y^  z  respectivement  avec  Celles 
deÄ  x'-;  y'eti'  pos'rtifs.    Äi  alors  on  preHd ,  ft  pärtir  de'  iWighid' 
Oy   sur  les  directions  positives  des  x^  et  des  y*y   des  iongueufti* 
ox'  et  Qy>*  Egales  ä  Tunit^,  .et  qu'on  jojgne  les  extrem it^s  x'  ety', 
oir  aura.  un  triangle   rectangle  x*^y^^  d ont '  la^«ar(ace  «st  ^i  .«t  Ja, 
surface  die  sa  projection  sur  le  plan  xy  sera    c*' 9  si  l'angle  qui  a 
c^'pear  Ciisi«uf»-'est  aigu.    Dans  ce  cas  au^si^lels  iih»jcct&ofls.>':d^> 
(KD*  Ißt  oy*  sür  le  plan  xy  seront  entre-'iälles:  däfas  Is  m^ihe.öfd/b 
qad  \e9>i9Lxe8  ox  et  oy;   et,  remarqäaot  qaeiileocoordönnäeside« 
la  projection  du  point  x*  parallele  ä  ces  axes  sont  resp^etitemißRC) 
a  et  a'y  tandis-que  Celles  du  point  y  sont  6  et  b*,  on  aura  dans 
tous  les  cas  pour  la  surface  de   la   projection  du  triangle  x'oy* 
sur  xy: 

ce  qai  se  räduit  k:  ' '"  ' 

I 

^gtftant  donc  les  deux  expiesstons  *  de  la  sarface  de  la  projection 
on  obtient  .  ,  -    ' 

qui  est  la  premiere  des  r^lations  (3).  Si  TaAgle  i.qyi;.  ft  c"  pour 
Cosinus  ^tatt  obti^s^^  U  surface  de  la  projection,^  qui  dbit  etre  une 
quan'tit^  pdsiÜre^  "serait  --ic'S  "i&'i^  datis  ce  cjis  aiFssr  les  pro- 
jections  de  dx'  ct.<>^' efor  j;^  seraient  entreeUejs-daif^  un  ordre 
inverse  de  celle  des  axes  ox  et  oy^  de  sor,te  qu'il  faudrait  en 
mdme  tenips  cbahger  le  slgne  de  (9). 

De  la  pfeniiere  des  telations  (8)  on  d^düit  \eä  aufres :  pre- 
mi^fement^  dlimehiarquakil;  que^  les  quantitä^d/  Ö,'  c  s<^  succödent 
dans  l'ordr^  ij  c^9\0  et  c,  ay  b,  de  sorte  que«  Top  peut  changer 
dans  cette  premi^re  relatioii  a  en  6,  6  en  o,  o  en  a  et  aussi  a 
en  c,  b  en  a,  c  Qn.&»5  ce  qiil  do^^i»  la  deu^^A  «t  fo  t^eisi<M^: 
relation  de  la  prämiere  colonne ;  secondement^  en  remarquant  quo 
les  groupes  (a,  6,  c),  («',  6','cJ^),  {a",  b",  c")  se  succ^dent 
Awrl^ordte' V*'cO>  {a"b"cU);'{iibe)  et  <ci"6'V0,  (ä6<^  {yafMe%,. 
d^  ..fiof te  que  j'on  peut  augmepter  cbaque  lettre  d'un  jicc^pt,  a 
conSition  d'effaicer  tous  les  accents  lorsque  leur  nomore  devien- 
^tf!^'^fir;''c<)  qui  donne'lini'telättoitö  4e  la  deaxi^i)lke^öftfe-)tt> 
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IrbhUme  dolonnvl  Soppoiotis  mainlmiQnt -qit'ane  fonetfon'l^df)  f^t} 
sfbban^e  en  g>ia^';f'f^ ,t%  lorsqu'ör»  y  äplmtitue  k  x'y*y,  t  le«! 
Taleurs  (3K  .aiors  ob  aura  par  la  difföpentiatton  de  r(>nctioiis  de 
fonctions:  ^:•> 

rfF_  <fy   dx^   dq>  dy\   dq>  dz'     dq> dF  dx    dF  dy    dF  dz 

dxf7Tdx\'  dx^3p\da    dtf  dx,    dx''^dx*3x'   dy  '  dx*  .dz  *  dx' 

dF dcp   dx'    d<p  dy'   dg)  di'    d<p  __dF  dx    dF  dy    dF   da 

'S^'^W''l^dp'dy^dz''dy  'd^'^'^' dy'^dy  "d^^'^'^'S^ 

dF^d^  dx'dcp  dy'    dq>  dz'     dq> dF  dx     dF  dy    dF  dt 

dz'rdx''^^d^'^'^d?"^    W''^^'äi^'^dy'dfl^dz   dP' 

Dans  ces  difförentiationg  x,  y,  z  sont  consideräes  comme  ijes 
variafafe^ind^p«nifoiiKfS'entre-ellei^^  et  de  m^me  eiles  ne'  Bt^pp'ö- 
a^t  aucqne  liaison  entl'e  x',  y'  et  z^,  de  sorte  que  les  valeurs  (5) 
dohnidht  pou^  ia-f>feiiii6^e  colonnec 


dx'  äd'    ^\     dx'       ,,     dy'      ^ 

dä'=^'  rf^^"*'  rfr=« '  5J=*---®*^' 

^t.Ies  valeurs  (3)  pour  la  seconc^e  colonne: 

'■'■•■  .^  _ ..      • »  ■■• ',        ■  ■.  ...  ■     -^^  -   v^-        •  ^■^■•.    ■.  •  • 

dx  dx  dx  dy 

et  par  cons^quent  Ton  aura: 


>  «    '         •  m.r         .    t     • 


dF  d(p-     .  d(p   .  ^  dq>,,.    dw  ,       dF  ^    .dF  .     ..dF 

^=«  rf?+*  ay+*^  5?'  5?==«^^+«  5^+«''7fa   ^ 

*'''_^/^9>  ,  r/^9>   .    .rf9>       d(p  ^^dF        dF ^'  .dF   *  ' 
rfF       ,/Ä<p  ,  ,..dtf>  ,    .,d<p       cZ<p        rfF  ,     .dF  .    ,,  rfF 


__dz  dF,^dP         ^ii^.dP     <■•"="•'•■'* 

. dz'  dip    dtp         ^         dq)    dtp      I 


S28       Baehr:    Note  sur  qutlquei  finrnuies  gui  peweni  itre 

de  #orte  qu'en'divisaiit  Ja  premiön»  et  la  secionde  iSquaiion  deila 
pr^mi^re  colonne  (10)  par  Ja  troisitote«!'et^ivJsaiit  les  deux'ter'-^ 

nies  de  lä  Iraction  du  second  membre  pär  ^5  öii  troavera«   en 

ayant  ögard  aux  relatioDs,(ll): 

^  ■ 

P         'i?*p'^^b"q'—e"*    ' a"p'-t-ö"q*-c"     ^'  ' 

.  ■ ,  ■\    . '.  .  .  '       - 

et  op^rantde  la  m^me  mant^re  avec  les  ^quatioos  de  la  seeoiDde 
colonne  (10),  ayant  ^gard  aux  relations  (11),  on  tröuve  les  inverses: 

■•■  ...  -..■  *.*' 

pifftfrentiant  la  premi^re  formule  (12)  par.  rapport  li  ar«  00  as 

ou 

l(a"6  -a6'0^'+ (c"a-ca'Ol  ^'—  {(a"6-aÄ'0p'+(A"c'7*c")  |^' 


et,  en  vertu  des  relations^ (3) : 


>  i   j. 


Mals  on  a: 

dp^^dp^   dx^   .  dp^  dy^       dq^  ^dq^  dx^  i,dq^  dy' 
dx  "^  ^Sx^'  dx  ^dp^dx*     dx       dx\dx      * dy'*  dx 

o&  II  faut  eonsiderer  2  et  %*  comme  des  variables  däpehdautes, 
de  Sorte  que  maintenant  les  ^quations  (5)  donnent : 

ee  qni  cbange  les  prtfe^dentes  daos: 

mats  la  Taleat  (12)  de  p  donne : 


uiii€$  dMi  iä  iUMie  des  sitrfli€€M  e^ur^ei.  iSI9 

de  Sorte  que  les  derni^re«  .^aatU^ns  devieonent; 

dar""      ,   aV+6Y-^cV       )'     i^o:"")  :    ä'y  +  6"5(— </       ' 

et  enfio  en  pocb^nt  ces  vaiears  daos  (14)  on  troavera  la  premi^e 
aes  ttols  formules  siiivantes: 

(15) 
*■       ^  (a'y+6'V— «")'  ' 


1.    1     -^ 


(cV4^0(ey'+*)r'H(«»'+*)(ey+aO+(cy+60(<P'+a)U^'l 


•  ■  1 


dont  les  deux  derniöres  se  trouvent  de.  la  m^rrie  manidre,  en  dif- 
färentiant  p  oü  q  par  rappört  ä  ^  oü  ^  et~9  parirapport  k  y. 

..ßchaDgeftot  entre-ielles  les  quantit^s  des  deu^x  lignes  (4)».a^ 
trouve  les  inverses^  ...  , 

06) 

.        (6"y  +  6S«T*^2(ft"g4ftO(ft>+ft')*-f(A"p-f  fe)«<' 

(cp.+  c'^-c")» 


i) 


-; 


ib-'q+bOi 


s'= 


;a"^+a0r-Ko^^9r+a0(6"p+6)+(6"y+A0(«"p+a)l*. 
-f  (a'^  +  g)  (6>  +  b)t ' 


...;;  f,9pi^P'9-c") 


•n ^"\»  .» 

1   "' 


(g^V  4-  o0'r-2(a^y  -f  äQ (:a'*y  +  a)f  f  (a"/>  -i- fl)«<     '  '       ' 

V^>\- ■,;  i  -  .J  ' :       ., :  •  (ejk-kiftrr  »^*  , .  •.  •     ■  -^H    :  ■  ■  •     ■.  -  - . :.--.-, 

*   Mtiltipliant  les  ni«nibr«0  tttirespflüdätits  äe  c«li«i$  in»  '^uA*' 
tt«ns'(10>  qui  sont  ^ites  dan«  noe  m^itfe  ligne'^rizontal»',  'ttt^ 

diTisant  les  prodaits  par  -;^'  ^Ä,<»,«i-CT««,encor;9i.le<i  ite|*(ti}>iif,», 


aSi)       Baehjt::  HoUiur  guelgmes  fi^rrnuiei  nui  pnmmi  Ure 

*      -••"  w'=(*P+*'*->0(«*p'  +  ÄV^c'),  >         "(17) 
1=  (cp  +  c'y-OCaV+ÄV-O; ) 

et  81  Ton  prend  la  somme  des  carr^s  de  Celles  des  öquations  (10) 
qui  sont  dans  uo6  mdiiie  eolonwe  verHcatoi-  "  '       ' 

Si  Pon  diffärentie  la  premidre  des  fbrmiifes  (10)  par  rapporif 
ä  ;r  on  a :  .  < 

dlff<örentiant  de  mdme  les  deux  autres  de  la  mdme  colonne  respec- 
tivMneilt  par  rupport  k  y  et  k  x^  et  ajoutant  les  Irpis  re^ultats, 
opi  aura,  ayant  ^gard  aux  relcitious  (ö):  [ 

dx^^ dy^"^  dz^-^  dx*^^ dy'^'^ d%'^^  ^^^^ 

aiiisi  les  expressions  diff^refttielles 

...  .    I      ■  ■ 

^tiservetit  les  -ihi^ee  formeei  et*  les  mdmes^  valetirs'en  ^ateant 
d'un  Systeme  d'axes  reetangulaires  k  un  autre. 

\  fdF  dtpY 

Divisant  lei?  deux  niembres  de  (13)  par  ( -37  *  ji;  J  *  on  obtient: 

.  ■  ,  •  j  ■■.«*'•■■    '\ .       v^  ^  \  *    \^'  \  ^ 


-     "V 


pHqHl  _  \dz')  .  .50^ 

■       t 

Si  Ton  consid^re  r^quatioii  du  sdcöiid  d^gr^  qui  donne  les  deux 
rayoDS  R  de  eourbure  d'une  su^fac^,  savpir; 

et.:<f9inar4uaM;q)ie  W:longIle^rs  .de  ^WAXWS^if^^  fi  soqt  iftdi^en- 
44ntei|:dft  Ja  Äreptiffn,4e8  aj;^  aHxqunla.AH  iwporto  Ti^^iatipjBij 
de  cette  surface»  de  sorte  que  lesvat^qrs  numöriques  des  racines 
il"ciitte"»qo^tIbri=«'de''W'*iiÄ*^nte,  '"-.r  "■'>  ^-'—'\  '"''  -^'^-^''^ 


*•  ■ .  \ 


devpni  ^tb' ^^gates  ]  ön  en '  concliit '  (Jue  les " i?6'^clenfe  icoi-l^espoii- 
'dantis  ^äds  tis \'deux  öqui^tiori^  ne  dlffi^reront  entre-eiii  ^ue/pa^ 
an  facteur  cömniüh  2V*    c'efi^t-ä-diro  que  T-bÄ  än^ikf 

*  ■  ■    * 

^        •      (21) 

TO'l'oÄ  av^ti  vertu  de  (20):  ■  ■    .  ;      '       '     1  ^^ 

Icliir  <lei]l  eqtiations.  de  ta  demii^re  ligne  horizontale  (I0)'idö^'ii(efct 


:.  7i; 


,'      ■  '   .    .   1^  '^ ** » 


et  par  la  derniere  relation  (17)  on  aura 

-  --  ••)  ■  --  «'•■.—  ..•..  ■•.•.■•■•■ 

done 


•:.r^'{OIt  i^^fieia  disement  les.fotmnie»  (21)  p^r  des  4mbatttiitii 
et  des  r^ductions  convetiiables.  •  ;;  j.r-    J         ..  ..i.  » 

.  .  3l;  Oo>  s^t  que.üiir  cbiiq«i0  sntface.  il  ei^iste  denx  ayat^mes 
de  opucbes;.  telles  que  des  rayo0s>  yenant  d!un  seul  point  lumif) 
neux  et  räfl^chis  sur  ehacune  d'elles,  forment  une  surfaciQ  d^ve^. 
loppable  dont  l'arrdte  de  r^brofi^sement  est  une  courbe  caustique. 
G^neralement  par  cKaque  point  de  la  surface  passent  deux  de 
M  eodHbed;  Irppel^e&'ügnes'  <de  r^fiexiönv  qui"  se  conpQreiit''i* 
angle*  dreif '  beolefftreBti  sl  le''tayon  inefdent  est  dans  nrie  d'eü 
s^cti(yns  [irincipaies  3e  la  sutfaee,  <^ui  passetit  p^y.le' point  dlttd^* 
dence.  :  /•  i't'i'I 

Ainsi  liets  poiots  -de  la  aurfcice,  ou  las  (igneä  de  ri^flexion  se 
coupen^  k  ^glo  dr9U« .  dc^yrQDf  4br^  ^tepni'^ifa  jiar.Ja  «nnditioo 


29i       Baekn   Note  ntr  gueifues  formuies  gni  pewelH  itre 

que l*iAe deli sectionspribcipalespour  ces  polnto  conäenUe  lepoinl 
lamioeuz. 


^i  i 


Soient  &  cet  ^ffet  tt^  ^  ^X  f  les  coordonnöes  da  poiqt  lami- 
neiüi:;  x^  y  ^\  %  Celles  d'un  point  dMncidence  quelconque^  alors» 
en'däsignaot  par  |,  ^,  {;  des  poordoi^nees  courantes: 

sera  Täquation  d'un  plan  quelconqae  passant  par  le  point  d'inci- 
dence;  pöur  quie  ce  plan  contienne  ausisi  le  pbint  lumineuz,  et 
par  const^quent  le  rayon  incident,  il  faudra  avoir  entre  A  et  B  la^ 
relation : 

,      «-ar  =  ^(|S-y)+Ä(y-:r), 

et  pour  que  ce  plan  contienne  aussi  la  normale  au  point  Xt  y»  h 
dont  les  ^quations  sont 

et  que  par  consäquent  il  puisse  etre  un  plan  principal,   ü  faudra 
avoir 

cea  deuz  conditions  donnent: 

et  par  cons^quent : 

=  [(a^x)+p{^^x)]  (fj^y)  +  [q((*-x)-p(ß-y)[(i^t) 


r^quation  d'un. plan  normal    qui  passe  par  an   pWhit'  quel- 
conque  de  la  surfaee  et  par  le  point  rayonnant;  -        < 

•  '  Pour  que  ce  plan  seit  celul  d'Mie  section  priitcipale^  i(  Taut 
qiie:  sä  commune  intemection^  a^ec  le  plan=  tangent  aa  point 
Xf'y;  Z9   dont  =■-''  '.  :  ■■     -■  :'.■■ 

f       ,  ■•  ;■■  ^  .-v-IJ..»?- 

Wt  r^quation^  spit  tangente  ä  we  des  ligues  jde  courbpres  qui 
IHUisent  par  le  qi^me  •  pol^ft^  :]Sp.:^liniinant:f  ou  plut^t  ir^x^i^jw^ 
tKopVf)  pow.  r^qua^ion  de  Ift  prpjectiöp;  de  cetfe  intprse(?tioa  tinr^la 
plan  zy:  .     i  1 


tUiles  dam  ia  th^rie  des  surfaces  conröes,  SS33 

et  Ia  tangente  B  de  l*angle  qu'elle  fait  avec  Taxe  des  .r  est  ainsl 

il  faut  done  que  l'äquation  diff^rentielle  des  lignes  de  courbure 
^((l+9»)*-P9n+^l(l+9'»)r-(l+/»»)<l-t(l+p«)*-p9rl=0 

soit  satisfaite  si  I'od  y  porte  poar   -r^   Ia  valeur  de  6. 
Faisant  cette   Substitution  on   a: 


+  [^(y-*)  +  (1  +  P*)  (^-2^)  -  P^Ctt-a:)] 
X[;'(y-*)-M(|S-»)  +  (l  +  9*)(«-a;)][(l+9*)r-(l+?>")«]- 

-  [p(y-*)  -  p?OS-»)  +  (1  +  9^)  («-  ^)?  [d +j»»)*  -  pgr]  =  0, 

ce  qui  se  reduif  ä: 

(22)  • 

[  (9®  -P^* +??(»•-  OJ  (y  -  »)• 

+  f  {29(1  +p«),-p(l  +p9)«+pr(l-9«))  (j?-j,) 

-  {2p (1+  y«)«  -  y(l  +  ?«)r  +  9(l_pa)/)  («-j;)]  (f-,) 
+  [(l +P'0*-P9r]  (/S-y)«  +  [r(l  +  9«) -<(1  +/»«)]  iß-yH«-*) 

+  [pg<-(l  +  ff«)«]  («-'a:)2  =  0. 

Si  dans  cette  equation  on  porte  les  valeqrs  ^e  p,  q,  r,  9,  % 
tirees  de  IVquation  d'une  surface  F(a:,yiZ)^=i09  e|le  däterminera, 
coujointeraent  avec  cette  derniere,  une  ou  plusieurs  courbes 
sur  Ia  surface;  qui  satisfont  k  Ia  condition  posee.  On  n*aura 
qu'fi  ^liminer  une  des  coordonnäes  entre  les  deux  äquations^f 
pouravoir  Ia  projection  de  ces' courbes  i^ur  le  plan  qui  est  per^ 
pepdiculaire  ä  cette  courdpnn^e., 

Pöur  Ia  Sphäre  F^quation  (22)  devient  identique,  ce  qu'on 
pouvait  pr^voir^  et  on  peut  encore  v^rifier  qu'en  gdn^ral  les  cour^ 
bes  qu'elles  d^t^rmine  passent  par  les  ombilics  de  Ia  surface« 
£n  eff^t  pour  Gea-polnts>  s'lls  existent ^  on  a  les  conditioos: 

Theil  XXXII.  16 


.t 


2S4  Zehfus^: '  Sur  le  iens  giomiiriqne  des  Quanüt^  imaginairei. 

r      —   »    "~      t     ' 

t 

arec  les-quelles  tous  les  coäfficients  entre  les  crochets  devieoDent 


Sur  le  sens  geometrique  des  quantites  imaginaires. 


Par 


Monsieur    G.  Zehfussy 

Dr.  pliiL  ä  Darm  Stadt. 


II  y  a  phisieurs  g^om^tres  qui  ont  proposäs  de  r^prä»enter 

d*une  maniere  symbolique  la  quantitä  *T+y  V  — 1  par  la  distance 
d'roite  entre  l'ortgine  des  coordonnäes  et  le  point,  dont  les  coor- 
donDees  rectangalaires  sont  x  et  y.  II  est  vrai>  que  cette  ihöo- 
rie,  qui  ä  re^ue  un  graiid  degrö  de  perfectionnement  le  premier 
par  M.  Argand  (voyez  le  6.  Vol.  des  Ann.  de  Gergonne)  en 
1806^  donne  beaucoup  de  r^sultats  justes^  et  quelquefois  m^me 
wie  voie  pour  faire  de  nouvelles  decouvertes,  Mais  neanmoins  il 
est  facile  de  se  eonvaincre,  que  cette  tb^orie  est  en  d^faut  dans 
quelques  cas,  et  nous  nous  bornerons  de  n'en  citer  que  denz, 
ponr  dömontrer  que  le  principe  fondamental  de  cette  thöorie  n'est 
pas  n^cessairement  vrai,  ä  moins  qu'on  prötende,  qu'elle  devait 
conduire  toiijours  ä  des  r^sultats  justes;  et  que  la  m^tbapbysi* 
que  de  cette  mäthode  s'appuie  en  quelque  sorte  sur  une  pro? 
pri^te  de  Tespace»  qui  n'a  pas  lieu  n^cessairement^  mais  pour 
ajpsi  dire  par  accident. 

1)  Si  la  direction  latörale  de  Taxe  des  F  par  rapport  ä  celle 
des  X  prö'd^it  les  quantites  simplement  imaginaires  et  de  la  forme 
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y^r — 1,  il  se  pr^ente  ^a  question:  „Quelle  sorte  de  quantit^s 
8ont  represeutees  par  la  troisi^me  direction  laterale  Z,  rectangu- 
laire  aax  deux  directions  des  X  et  des  F?''  On  sait«  que  jus* 
qu*iei  on  n'a  invente  que  des  quantites  reelles  et  des  quantitöa 
Imaginaines.  Les  lignes  dirig^es  parallelement  ä  Taxe  des  Z  de- 
vaient  done  repr^senter  un  oouveau  genre  de  quantites »  dont  jiis- 
qu'ici  on  ne  peut  point  du  tout  se  faire  une  idäe.  Mais  nou« 
croyons,  qu'il  n'y  a  pas  une  teile  espece,  et  nous  allons  dämon- 
trer,  que  la  theorie  ordinaire  des  quantitäs  gäometriquement  inia« 
ginaires,  appliquee  consequeniment  sur  ce  eas  donnö^  presente 
une  contradiction  remarquable. 

Car  la  ligne  2  =  1   est  reetangulaire  aux'deux  lignes  X'=-\ 
et  o:  =  —  1 ,    et    par   suite    sa    valeur    geomätrique    devait    6tre 

Vi.  —  1  =  V^ — 1,    niais  de  la   meme   maniere  on  trouve,  parce- 

qu'elle    est   aussi   reetangulaire    aux    deux    lignes    ^=V^ — l    et 

y  =—  V^,  quelle  devait  etre  egale  ä  V^ V^^ .  —  Viri=r±l. 

—  Mais  si  meme  nous  ignorons  cette  contradiction^  nous  pouvons 
trouver  une  autre  raison  >  que  les  resultats  precedents  sont  inad- 
missibles  tous  les  deux.  Car  si  p.  £.  nous  adoptons  Thypoth^se, 
que  les  lignes  dirigöes  parallelement  a  Taxe  des  Z  soient  räefles, 
comnie  celles  qui  se  trouvent  sur  Taxe  des  X,  chaque  construc- 
tion  gäometrique  devait  donner  le  meme  resultat,  si  nous^portions 
la  quantite  reelTe,  l'ahscisse  x  d'un  ou  de  plusieurs  points>  arbi- 
trairement  sur  Taxe  des  X  ou  sur  celle  des  Z.  Mais  il  est  ^vi* 
dent,  que  cbaque  figure  g^ometrjque  changera  beaucoup  de  forme, 
en  transportant  un  ou  plusieurs  de  ses  points  int^rants  de  Taxe 
des  X  sur  celle  des  Z. 

2)  Le  principe 9    de  designer  cbaque   quantite  geomätrique  a 
orthogonale   ä  deux   autres  directement   opposees,    -{■  a,  et  — a, 

par  cfV^— ]y  est  susceptible  aussi  d'une  application  aux  arcs 
de  cercle.  Concevons  un  arc  de  cercle  a,  döcrit  d'un  rayon 
ägal  ä  l'unite,  et  qui  aie  pour  centre  Torigine  O  des  coor- 
donnees.  A  partir  du  bout  A  du  rayon  l^  nous  decriyons  de 
m^me  un  arc  de  cercle  oppo3^  ä  Tarc  et,  et  qui  est  pour  ainsi 
dire  la  Prolongation  en  sens  contraire  de  l'arc  «,    et  d^signd  par 

—  a,  —  Maintenant  nous  ferons  faire  le  Systeme  de  ces  deux 
arcs  une  revolution  autour  de  leur  rayon  commun,  ou  autour  de 
Taxe  des  X,  de  sorte  que  le  plan  renfermaut  le  rayon  1  et  l'aPQ 
tt^^ou  le  pfan  des  (-f- A',  -f  F),  parcourt  dans  ses  diverses  posi^ 
tions  tout  Tespace.  Mais  entre  ces  positions  il  y  en  aura  une 
ortbogonale  au  plan  primitif  XY,  c'est-ä-dtre  celle  du  plan  XZ, 
et  dans  cette  position  nous  aureus  un  drca  orthogonal  aux  deux 
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arcs  primitifs  -f  «  et  —  a,  et  qni  d'apr^s  le  principe  fondamentai 
des  quaotitös  g^ometriquement  iniagiuaires  serait  ä  däsigner  par 

aV^ — 1.  Maintenatit  il  est  clair,  que  quoique  le  sinus  prend 
diverses  positions  dans  Tespace,  le  cosinus  de  l'arc  u,  pendant 
fa  rotation  de  cet  arc,  conserve  toujours  la  m^me  position  sur 
Taxe  des  Ä.    Si  donc  nous    r^gardons  la  position   intermediaire 

ci-dessus  inentionn^e  de  larc  cc,  nous  avons  eos«  =  cos(aV^^), 
•quation  ^videmment  fausse. 


Uebongsaufgaben  für  Schüler. 


Von   Herrn   Doctor  Völler    in  Saal  fei  d. 

1)  Durch  einen  Punkt  in  einem  Kreise  lassen  sich  unendlich 
viele  Sehnen  legen.  Unter  allen  diesen  Chorden  ist  —  wie  die 
Planimetrie  lehrt  —  der  Durchmesser  die  grüsste^  diejenige,  weiche 
in  diesem  Punkte  halbirt  wird,  die  kleinste,  und  alle  andern  sind 
kleiner,  als  die  erstere,  aber  grösser,  als  die  letztere. 

Wenn  nun  die  Grösse  des  Durchmessers  mit  a,  die  der  klein- 
sten Sehne  mit  6  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Neigungswinkel  zu 
bestimmen,    welchen  diejenige  Ghorde  mit  dem  Durchmesser  bil- 

det,   die,  durch  den  angenommenen  Punkt  gehend,  gleich  — gr~. 

2)  Ist  der  Neigungswinkel  einer  durch  den  gegebenen  Pnnkt 
gehenden  Chorde  gleich  45^,  wie  gross  ist  dann,  die  absolute 
Länge  dieser  Linif  ? 

3)  Unter  welchem  Winkel  schneidet  ferner  diejenige  Sehne  den 
Darehmesser  in  dem  angenommenen  Punkte,  deren  absolute  Länge 
a  — 6,  dnd  wann  ist  überhaupt  diese  Aufgabe  noch  möglich?    • 

^Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  allen  diesen  Aufgaben  für 
die  Grössen  a  und  b  bestimmte  Zahlenwerthe  beigefügt  werden. 
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XXIII. 

Misceiien« 


Von   dem   II  er  aasgebe  r. 

Der  allgemeiner  vorzuglich  durch  seine  Berechnung  von  n 
belcannte  englische  Mathematiker  Abraham  Sharp  war  in  vielen 
Beziehungen  ein  so  wunderlicher  Mann,  dass  die  folgenden  No- 
tizen über  denselben  wohl  von  einigem  Interesse  sein  därften : 

Abraham  Scharp,  1651  zu  Little- Horton  in  Yorkshire  von 
angesehenen  Eltern  geboren ,  kam  zu  einem  Kaufmann  in  Man- 
chester in  die  Lehre,  zeigte  aber  schon  frühzeitig  einen  so  ent- 
schiedenen Hang  für  exakte  Wissenschaften,  dasiä  er  den  Kaut*^ 
mannsstand  bald  aufgab  und  iii  Liverpool  eine  Schule  errichtete; 
wo  er  sich  einzig  mit  Mathematik  und  Astronomie  beschäftigte. 
ZußlUig  lernte  er  hier  einen  Londoner  Kaufmann  kennen,  in  des- 
sen Hause  der  damals  schon  als  Astronom  bekannte  Flamsteed 
wohnte ;  um  in  die  Nähe  dieses  Mannes  zu  kommen ,  engagirte 
sich  Scharp  bei  dem  Kaufmann  als  Buchhalter,  und  so  entstand 
seine  Bekanntschaft  mit  Flamsteed,  mit  dem  er  dann  bis  ab 
dessen  Tod   in   freundschaftlichen   Verhältnissen   blieb. 

Er  kam  im  Jahre  168S  als  Gehülfe  auf  die  berühmte 
Greenwicher  Sternwarte,  wo  er  im  Beobachten,  Rechnen,  Ver*^ 
fertigung  von  Instrumenten  und  Construction  des  Himmels -Atlas 
die  wesentlichsten  Dienste  leistete.  Allein  die  angestrengte  Thä-* 
tigkeit  untergrub  seine  Gesundheit,  so  dass  er  sich  genuthigt  sah, 
in  seine  väterliche  Wohnung  nach  Horton  zurückzugehen,  wo  er 
bald  selbst  eine  Sternwarte  errichtete  und  mit  zahlreichen,  durch- 
aus selbst  verfertigten  Instrumenten  versah.  Seine  1717  heraus- 
gegebene „Treatise  of  Geometry  improved**  hat  noch  jetzt  für 
den  Mathematiker  Werth,  einmal  durch  die  darinnen  befindlichen 
sehr  genauen  Tafeln  für  Kreisbogen  und  für  die  Logarithmen  bis 
1100  auf  61  Decimalcn,  und  dann  durch  seine  eigenthümliche  Be. 
handlungsart  körperlicher  Vielecke.    Alle  dabei  befindliehen  Figu- 


238  Miseellen. 

xtWy  die  er  selbst  zeichnete  und  in  Kupfer  stach,  besitzen  eine 
ungemeine  Nettigkeit  und  Schönheit.  Auch  das  Verhältniss  des 
Kreisumfanges  zum  Durchmesser  berechnete  er  im  Jahre  1699  zu 
seinem  Vergnügen  auf  72  Decimalen,  und  fand  im  Laufe  seiner 
zahlreichen  numerischen  Rechnungen  für  die  Construction  von 
logarithmischen  und  trigonometrischen  Tafeln  manche  wesentliche 
Verbesserungen.  Seine  Berechnung  der  Sinus,  Tangeuten  und 
Secanten  für  jede  Secunde  der  ersten  Minute,  befinden  sich  noch 
in  den  Archiven  der  königlichen  Societät,  und  sind  besonders 
auch  wegen  der  grossen  Eleganz  seiner  Handschrift  merkwürdig. 

Mit  Flamsteed,  Newton,  Halley,  Wallis,  Hodgson, 
Sherwin  und  mehreren  anderen  Gelehrten!  der  damaligen  Zeit 
stand  Scharp  im  Briefwechsel,  wie  die  bei  seinen  Verwandten 
vorhandenen  Briefe  zeigen,  die  darum  noch  merkwürdiger  sind, 
weil  Scharp  meistens  auf  die  leeren  Steilen  der  erhaltenen 
Briefe  seine  Antwort  im  Concept  schrieb.  Er  war  als  geschickt» 
ter  und  unermüdlicher  Rechner  so  allgemein  bekannt,  dass  Flam* 
steed,  Halley,  Moore  und  mehrere  der  damaligen  englischen 
Mathematiker  sich  jederzeit  an  Scharp  wandten,  um  schwierige 
Rechnungen  vollendet  zu  haben. 

In  seinem  häuslichen  Leben  hatte  er  manches  Eigenthümliche» 
was  wohl  einer  Erwähnung  verdient.  Scharp  blieb  unverhei- 
rathet  und  führte  ein  ganz  abgesondertes,  fast  einsiedlerisches 
Leben.  Vier  oder  fünf  Stuben,  die  er  in  seinem  Hause  zu  Little- 
Horton  zu  verschiedenen  wissenschaftlichen  Zwecken  bestimmt 
hatte,  durften  ohne  seine  ausdrückliche  Erlaubniss  von  keinem 
seiner  Verwandten  betreten  werden;  die  einzigen  Fremden,  die 
ei  zuweilen  sah,  waren  zwei  Einwohner  von.Bradford,  ein  Ma- 
thematiker und  ein  unterrichteter  Apotheker,  denen  er  seinen 
Wunsch,  sie  zu  sehen,  Verabredetermassen  dadurch  zu  erkennen 
gab,  dass  er  einen  Stein  gegen  einen  bestimmten  Platz  der  Mauer 
seines  Hauses  rieh.  (In  Hutton's  mathemat.  Dict.  T.  II.  p.  387* 
heisst  es:  „these  were  admitted,  when  he  chose  to  be  seen  by 
them,  by  the  signal  of  rubbing  a  stone  against  a  certain  part  of 
the  outside  wall  of  bis  house''.)  Sonntags  besuchte  er  jederzeit 
die  Kirche  (the  dissenting  chapel)  zu  Bradford,  und  war  dann 
allemal  mit  einer  Menge  half  pence  versehen,  die  er  sich  einzeln 
ohne  Rückblick  und  ohne  Frage  aus  den  auf  den  Rücken  gelegten 
Händen  nehmen  Hess.  In  seinen  Mahlzeiten  herrschte  keine  be- 
stimmte Ordnung;  in  dem  Zimmer,  wo  er  gewöhnlich  arbeitete, 
war  eine  kleine  Oeffnung  mit  einem  Schieber  angebracht,  auf  den 
sein  Bedienter,  ohne  ein  Wort  zu  sagen,  die  Speisen  setzte,  die 
aber  oft  am  Abend  unberührt  wieder  weggetragen  wurden,  wenn 
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irgend  eine  interessante  Arbeit  ihm  keine  Unterbrechung  gestattet 
hatte.  Merkwürdig  ist  es,  dass  das  ausgezeichnete  mechanische 
Genie  unsers  Abraham  Scharp  sich  in  seiner  Familie  weiter 
fortpflanzte,  indem  er  ein  Grossonkek  des  berühmten  Rams- 
den  war.  Er  starb  am  18.  Juli  1742  und  erreichte  trotz  einer 
schwächlichen  Gesundheit  das  hohe  Alter  von  91  Jahren. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Wolfers  in  Berlin  an 

den  Herausgeber. 


"A 


Am  Schlüsse  des  dritten  Theiles  von  Euler*s  Integral-/ 
Rechnung  befindet  sich  die  Abhandlung:  E?olutio  casuum 
prorsns  singularium  circa  integrationem  aequationuni 
differentialium.  In  §.  3.  behandelt  der  Verfasser  einige  DiflTe- 
rential- Gleichungen,  worunter  die  Gleichung 

sich  befindet.    Aus  deren  gewohnlichem  Integrale 

arc.tg.a:4-arc.tg.^=Const. 

findet  man,  trotz  Euler's  „nön  tam  facile'%  leicht  die  algebraische 
Form  des  Integrales 

Im  §.  6.  sagt  er  aber,    dass  man  dieses  Integral  ohne  Zweifel 

/dx 
|-r-^=arc.tg.a: 

sei*    Seine  Worte  lauten :   „eademque  integratto  sine  dubio  inve- 

dx 
niri  potuisset,  antequam  constaret  formulae  j-^ — 2  integrale  esse 

arcum  circuli  tangenti  x  respondentem.*'  Hierdurch  wurde  ich  dar- 
auf hingewiesen,  den  Integrabel  machenden  Multiplicator  der 
Gleichung 

1 +a?«'*^l  +  3^*-"  ' 

zu  suchen,  ohne  vorher  durch  Kreisbogen  zu  gehen.  Es  wird 
aber  in  der  That,  wenn  ich  die  Function  kurz  durch  c^F bezeichne: 

^P     {l^^y'^)dx^r{Hay^)dy  _  d.(x+y)  ^y{d.xy-xdy)  j^xid.xy-pdx) 

_  d .  (x+y)  -f  (x  +y)d.xy  -  xy(dx + dy) 

"•  a+a?«;(i+y«) 
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.p_  (1  -a^y)<?.  (a?  +  y)  —  (a?  +y)d.(l  — jry) 

Atfs  dieser  Form  sieht  man  sogleich^    dass   dieselbe  integre  bei 
wird«  wenn  man  sie  in   **  - 

(T+x^JI+y») 
multiplicirt«    worauf  dann 

wird. 

Da  diess  so  gut  gelungen  war»  versuchte  ich   es»  auch  die 

ähnliche  Form 

dx  dy 


dF=  f— -»  + 


1— a:»^I— ^' 

ohne  nach  der  genühnlichen  Weise  durch  Logarithmen  zu  gehen, 
zu  integriren.    Es  wird  in  der  That 

/'-         (I_a!«)(l-y«) 

d.(a:+y)  —  yjd.xy — xdy)  —  x{d.xy — ydx) 

d.(a;+y)  — (a;4-y)rf.ary  +  a:y(ctr  +  %) 
(l-a;*)(l-jya) 

(1  +  a;y)rf.  (x  •\-y)  —  (x-i-y)d.  (1  +a;ff). 

Hier  wird  daher  der  integrabel  machende  Multiplicator 

»=  (»-^'Kt-J!!)  „nd  dann  /J|fJF=^ 

sein.    Diese  Form  stimmt  mit  derjenigen  überein»    welche   man 
erhalten  würde»  wenn  man  aus  der  gegebenen  Gleichung 

dx  dv  "  X  "1"^  i-l-'i/ 

I j  +  TZZ^r^  zunächst  als  Integral  log.  jrj-  +log.|^=Const. 

ableitete  und  diese  Gleichung  auf  eine  algebraische  Form  brächte. 


Berichtigung 


Jini*"* 
an  dera  Aufsatze  in  Tbl.  XXX.  Nr*  XXL  des  Archivs  über    /       ~~^^  dXm 


/»Sil 


S.  181.  oben  und  S.  182.  oben  statt  die  gesonderten  Inte- 
grationen lies  die  geforderten  Integrationen. 
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*     I; 


!::» 


;>.'  i  •^■«r-W^rr  :.  -  >       '-'    ••<■    «>    :^   ■:'     '    '   ^'-^ 


I ;  •       •  •     ■         '  1  ■  j  .    •  .         '  ■    .  >      ..■•••  ■"•■■.■.•  ' »       ■■'"Mm 

'    '       ■'  '       f »  •'  I-       ,'■<■•    • 

Ueber  die  Inhaltsberechhung  der  Korper. 


Von 

Herrn  DoetorXtjroti;>s&», 


<  •! 


I  \- 


-      M 


Lehrer  an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenienr-Schnle  and  am  See» 

Kadetlen-Insti tot  Btt 'Berlin«  ^    '  .  -  1 


Die  folgenden  Entwickelungen  sollen  eine  Fortsetzung  deis; 
im  26sten  Bande  des  Archivs  gegebenen  Beitrags  zur  Inhaltsbe* 

rechnung  der  Körper  sein.  ^    \ 

•< 

Es  wird  zunächst  das  Volumen  eines  Körpers  gesucht^  des« 
sen  DurchschnittsfläcKe  in  der  Hohe  x  in  Bezug  auf  x  vom  nim 
Grade  ist;  alsdann  werden  mit  Hülfe  des  gefundenen  Resultats 
Formeln  für  das  Volumen  .solcher  Körper  entwickelt,,  in  welclfen 
nur  die  Höhe  und  eine  Anzahl  Dufchschnittsflächen  vorkommen. 
Die  sich  ergebendea  Ausdrücke  stimmen  mit  den  Formeln  fiir  difi 
niechanische  Quadratur,  sowohl  der  gewöhnlichen,  als  auch  d<lt 
von  Gausjs  gefundenen,  überein.  ,     \ 

Es  sei  die  Durchschnittsfläche  eines  Körpers  in  der  JSöhe  :r 

gegeben  dureh  /  ,  ^ 

•■                             •       '.                •  - 
^     <               f(x)::^d^-\-aiX^a^'^-\-a^x^....anX!^'> 

Von  ar=0  bis  xz=ix  sei  die  grösste  aller  Durchschnittsfläehen  G 
und  die  kleinste  K,  dann  ist,  wenn  V  das  Volumen  des  Kurper- 
stücks von  der  Höhe  o;  bezeichnete 

g.j:>  r>  K.x.  * 

Da  f(x)  eine  stetige  Function  ist, '  so  wird  auf  der  Strecke  x 
eine  Durchschnittsfläche  Jlf  liegen,  welche  so  beschaffen  ist,  dass 

Theü  XXXII.  17 
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ist.    Diese  Fläche  M  ist  eine  Function  von  a-,    und  zwar  von 
der  Form: 

daher  ' 

V=AoX  +  AiX^+AQiX^>.»>Ana^^^» 

Um  die  Coefifizienten  i^o»  Ai,  •.,.,  An  zu  betstimroen,  belrach- 
ten  wir  ein  zweites  Stück  des  Korpers  von  der  Höhe  y'^as,  und 
bezeichnen  das  Volumen  desselben  durch   F'»  dann  ist: 

F'  =  ^oy  +  ^ly" + ^a»'  •  •  •  •  ^"y"+* 

und 

Es  sei  /)[^)  >  f{x),   dann  lässt  sich  y  -^  ar  immer  so  klein  wäh- 
len,   dass 

gdßr 

Ist    Wäre  f{y)  K,f(ji)y   dann  erhielte  man: 

d«  b.  der  Quotient liegt  stets  zwischen  deq  Werthen  von 

f{y)  und  /(o:),  und  fölit  mit  diesen*  izusaramenr  wenn  ycsir  wird; 
Da  nun 

So  «ist  «ttch ; 

/(a;)  =  24o+2ilia:  +  3^*2^?*  +  — .  (n  + 1)  i^no:«. 
Dieser  Ausdruck  für  /(o:)  muss  aber  identisch  mit 

seinv  Mherist 
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Aq  =  ^^ 


Ax 

= 

2' 

A^ 

= 

3* 

• 

An 

• 

•        •        • 

Ol» 
L   i  1  » 

UDd  somit  das  Volumen 

F=ao^  +  "2-+-3-+-4-+-  n+1  " 

um  kürzere  Fotmeln  für  das  Volumen  der  betrachteten  KorpMr 
zn  erhalten,  setzen  wir: 

S^tzt  man  für  fiit^x),  f{i»xx)....  die  Ausdrucke 

«0  +  Oif*o^  +  fl2f*o*^*  •  •••  Oi«f*o"^'*» 

^0  +  ^  f*l^  +  «2^4*^*  •  •  •  •  Onfli^üS^  9  ö.  S.  W. 

ein,  und  vergleicht  den  für  V  angenommenen  Ausdruck  mit  if^ 
vorstehend  entwickelten,  dann  ^gebcin  sich  zur  Bestimmung  der 
Kf^9  Kij  K^,^,»,f  Kr  und  jf^o»  f^i>  f49***-»ftr  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

Kq       +  äi        +  Ä2      +i»5      «...Ar      =1» 
*0/*0   .+  ^1^    +A2fla   +*8f*8  ..-.Är/tf  =i» 


Die  Anzahl  der  Unbekannten  ist  2(r+l),  und  da  die  Anzahl 
der  Gleichungen  n-f  1  ist,  so  muss,  damit  die  Unbekannten  be- 
stimmte Werthe  erhalten,  2(r+l)^3zn^-l  sein. 

Subtrahirt  man  bei  den  Gleicljungen  (a)  jede  von  der  vorher 
gebenden,  und  verfährt  mit  dep  neu  erhaltenen  Gleichungen  eben 
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80,  und  mit  den  gefundenen  Differenzen  in  derselben  Weise,  und 
so  weiter«  so  lange  sich  subtrahiren  lässt,  dann  erbält  man: 

^0  +  Ä|  -|-  Äa  +  ^3 ^r  =  ^  * 

«■oa-fo)    +A^l(l-f*l)    +#4(1-»*«)   ....ÄTrO-M    =', 

iPo(l-f«o)'+  Ar,(l-,t,)'  +  ^«(l-(«a)»....Ä'r(l-M»=i.       \  <•») 

'■    » 

*^o(l-/^o)"+^ia-f»i)"+^a(l-f^)"""ÄV(l-f*r)»=;nri- 

Aus  der  Vergleichung  dieser  neuen  Gleicbungen  niit  den  zu- 
erst *  aufgestellten  :ergiebt  sich,  das»  je  zw.ej  der  unbekannten: Zah- 
len fi  zur  Summe  1  geben,  und  dass,  w^nn./ip  und  fi^  zwei  s.olc)be 
Unbekannte  sind,  für  welche  \k^-{- \iqz=.\  ist, n die  Coeffizienten  K^ 
und  £*9'eihander- gleich  sind.  Fqrner  folgt  auch  hieraus,  dass 
bei  ungerader  Anzahl  der  ^  ein  Werth  von  fi  gleich  \  ist.  Durch 
diese  Eigenschaften  der  Unbekannten  ^ird  die  Auflösung  d^r 
Gleichungen  ungemein  erleichtert    . 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (a)  n~  I,   dann  ergiebt  sich: 

iSo  =  l    und   (io  =  i5 

•J     :  f")  -J  :■-     f  ■■••..••■,     •  -     .      '  ■■     .  ... 

;.,,;'■■;  ,  "lifa  =  Ä,  =  J     1111^  .  (»o  =  i(l  "  V  J)  ,  •. 

...  .        .         -  •  l> •   • 

sowie 

fi  =  i(l  +  VJ) ; ' 

•f  flr  n  =  6 :  ..... 

I 

jro=ra=T'>,   Jfi2=TVund  Po  ='4(1^ V»),    (»i  =  i,  .J«a=  Id  +  Vi). 
Die  Formeln  für  V  sinddemnaöh  anter  der  gemachten  Annahme : 

« 

F   =^.r(f); 

t       ■  ..-.■,■ 

'•-;•'•■   'V  \=f  (r(M+/^J*i^)).  ■'f^=^4<l-Vi)i,-'  M=Ki+VJ); 

^=J(l  +  V*). 


-II     ■  »  .' 
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Vorstehendef  Formeln  stimmeo   mit  den  von   Gau&s  für  die 
mechanische  Quadratur  gegebenen  überein. 

Nimmt  man  fifr  |4  ^en  Wei^h  0  und  für  \iLr  deii  Werth  1  an, 
dann  ergeben  sich 

für  w=:l:    jro=Jri  =  i;  .^ 

„    «  =  3:    iro=Ar2=Ji    ^i=?J  und   fijÄj; 
'•„    n  =  5:    Aro=Jp3Äx^,    Äj  =i: iS^  =  r« ;V 

und  daher:  \ 

1)    för /ta:)=Oo  +  Oi«, 

r    =J  (/■(0)  + 4/^(0+ Ao;)); 

r    =g(/'(0)+5/][^a;)+5/-(fij^)+/'(:r)),    ^,=4(1 -Vi), 

W^i(I  +  Vi). 

Die  Formel 2)  ist  die  bekannte  Simpson* sehe  Reg^U  welche 
also  auch  gilt,  wenn  die  Durchschnittsfläche  f[x)  vom  dritten 
Grade  ist.  Setzt  man  fio=:0,  fii=^,  ff8==?  iHid;fi;4S^l,  d^n 
muss  fA2  =  7  sein,  und  für  die  Coeffizienten  ATq,  iTn....  ergeben 
sich :  \, 

„_„       27       ,^_«._125  128. 

ÄQ— A4— jg2»    ^1  —^»  —  482  .""•.*"" S2' 

und  mithin  für  f{x)  =  00  +  ^1^  +  ^^ä^*  +  f^s^'  f  «40:*  +  a^x^ : 

F=  ^ (27/(0)  + 125/'(|)  +.128/^(1)  f  l25/(^)  +27/-(:r)). 

Unter  den  unendlich  vielen   Annahmen^   welche, sich  für  die 

fio»  f^i**«*  machen  lassen,  betrachten  wir  nofch  den  l^all,  in  wel 

12        r 
cbem  für  fi^,  |»i,  fi«^.»«  der  Reihe  nach  Q,  — ,  —  ..•*t-....   und*  1 

gesetzt  wird.^   Dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Unbekann- 
ten JT^,  JTi»  A'^,.....  die  Gleichungen: 


246       Ligowtki:    üeber  die  InkMibereckminp  der  r§rper. 

Kq  -f"     <^1  "I"     -Äj       +     K^  ....  Kn  =  1» 

12  3 


(c) 


Setzt  man  der  Reihe  nach  für  n:    1,  2,  3,  4  und  5»  so  folgt: 

2)    Kq'^Ki^^q»        JS!)i=:g« 

1  3 

5^     JC^-JT-Ü       Jr-JT-"^^       K-K-^ 

D)    jlq — Ä5 — 283»    ^1 — ^^ — 288'    ^a~'^3"'288' 

Man  bat  daher  f&r    V  folgende  Ausdrücke: 
1)    wenn  /'(a?)  =  ao  +  aia:, 

V    =f(AO)+/la:)); 

r  =|(/'(0)+3/-(|)+3/(^)  +  A^)); 

F    =S(7A0)  +  32/-(f)  + 12/(0 +32/^(^)+7/(^J); 


5)    wenn  f(x)  =  Oq  +  UiX + AjO?*  +  a^x^  +  040;*+  m^x^ , 
JT  =  ^»AO)+75/{0  +  SOr(^) + 80/(y)+7ö/(^)+ 19^*)). 

Diese  Formelo  entsprechen  dann  der  gewöhnlichen  mechani- 
schen Quadratur. 

Nimnit  man  iiir  einige  der  fi  oder  für  alle  bestimmte  Werthe 
an,  dann  vergrossert  sich  die  Anzahl  der  in  den  Formeln  vor- 
kommenden Durchschnittsflächen  (wenn  n  dasselbe  bleibt)^  wel- 
ches für  die  Berechnung  des  Volumens  unbequemer  wird ;  in  dieser 
Beziehung  ist  also  die  zuerst  gemachte  Annahme  die  vortheilhafteste. 

Der  bessern  Uebersicht  wegen  stellen  wir  die  fiir  V  gefun- 
denen Formeln  zusammen: 

I.    f(x):=zao  +  ai.r, 

l)    V=^^(f(0)+f(x)); 


2)    F  =  f./(|); 


II.    /(a:)  =  ao +01* +  *>«**» 
1)     F=|(/-(0) +  4/^(0 +/1[^)); 

111.    fXx)  =  «0  +  "i^  +  Oa^*+  «8** « 


1)  y=2^iiH>^)-^f((^i^)).  Po=t(i-vi).  f*i=ia+vj); 

2)    F=|(/l[0)  +  4/'(|)  +  A^)); 

3)     r=f  (A0)+ 3/^(1)  f3/(y)+n*)); 

1 V.    f(x)  =  flo  +  ^1^  +  ^a^*  +  ^8^'  +  «4^> 

l)    F=^(7/(0)+32/'(j)+iy(f)+32/'(^)  +  7/![ar)); 

.  ')     ^=ß(5A'V«')+8/'(f)+5Af*.«)).    fto  =  4(l-V{), 
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>      1    •  1 


3j'  r=^(27m+iw{t)4m(^ym{T)-^^f^'^y' 


• .  ■ '  .     ;    . .  ,      •    '  1 


-••   4)     F=|^(19/(O)+76/(0+5O/'(|)t5(yf|) 


.  I  ■  f . 


"1  ■  ■  ■.     ;  ■       .    :      ' :    /     ;■> 


+75/{y)  +  lfe»- 


Wendet  man  die  vorstehenden  Formeln  auf  Functionen  von 
höheren  Graden  an>  als  für  welche  sie  gelten^  so  erhält  man, 
wenn  x  sehr  klein  ist»  angenäherte  Werthe  fQt  das  gesuchte  Volu- 
men. Diese  Annäherungen  haben  aber  keinen  Werth»  sobald 
man  nicht  im  Stande  ist^  ihre  Genauigkeit  anzugeben.  Berechnet 
man  nach  den  Formeln  1)  und  2)  in  No.  III.  und  No.  V.  das  Volumen 
eines  Körpers  ^  dessen  Durchschnittsfläche  vom  nten  Grade  ist, 
und  vergleicht  die  erhaltenen  Ausdrucke  mit    < 

r^a^x-t    2    +    3    "••  «  +  1  ' 

80  ergiebt  sich,  dass,  wenn  von  den  Formeln  1)  und  2)  in  No.lII. 
und  No.  V.  die  eine  das  Volumen  V  zu  gross  giebt«  dann  die 
andere  ein  zu  kleines  Resultat  liefert,    so  dass  also  der  genaue 

Werth  von   V  sowohl  zwischen 

•  ■■{■'  ■        • 

f(Af»oa:)  +  Af»i^))   und   f(A0)  +  4/-(f)+7i:ar)), 
als  auch  zwischen  ^ 

^m^)+8f(j)+6f{(iias))  und  ^mi^nn^HmihP'Hfi^)) 

•  ■ 

liegt. 

Wenn  ^^  nicht  so  klein  ist,  dass  eine  hinreichende  Annähe- 
rung erwartet  werden  kann,  dann  muss  man  den  Körper  in  meh- 
rere Stücke  zerlegen^  nn4  auf  j^edes  *  der  Stücke  die  obigen  For- 
meln anwenden.    Theilt  man  den  Körper  in  zwei  Stücke  von  der 

Höhe  ^,  iso  erhält  man  aus  IXünd'2)  in  No.  III.  .und  No.  V.  die 
Näherungsformefai : 
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» 

1)   f  if{H  f )  +  fil^i  |)  +  /((i  +  h)  |)  +A(J  +  h)  f ))» 

3)    J(5Af«of)  +  8/'(f)+ö/(^f)+6/-((l+^)f)+8/'^) 

'  +5/'((l+p,)|)). 


I 


+  5/((l  +  H2)f)4-/t^)). 

Der  genaue  Werth  des  gesuchten  Volumens  liegt  dann  wieder 
zwischen  den  Resultaten,  welche  aus  1)  und  2),  so  wie  auch 
zwischen  denen,  welche  aus  3)  und  4)  berechnet  sind. 

Wir  wenden  die  entwickelten  Formeln  zur  Berechnung  too 


/ 


•«  I 


1    dx 
f+^='^Snat2 


. »     J 


an.    Die  bieiden  Formeln  1)  und  2)  in  Nol  III.  ergeben: 

1        .  0,692  und:  0,694; 

da  deif' genaue  Werth  2^isb1ien  diesen  beiden  NSh^rungs^ei^then 
iiegjt,  so  sind  die  beiden  eristen  Dezimalen  genau. 

jl^iir  dasselbe  Integral  lieferii  die  Formeln  1)  und  2)  ix\  Hjlo.  Y«: 
■  '0,69312  und  0,69318,  -  «         • 

;  •  »     .    .  •  .   i  .     .       •  •  .  .  .  .         ,  . 

also  Fier  Deziroalst^llei]^. [richtig* 

''\    '  Ferher  erhSlt  Ihaiif  acÄs'den  Formeln  1)  und  2)  (d): 

V  ,  IM    :  i:  .  0,69308. ujnd  0,69325,      . 

ühd'äus  3)  und  4)  (d):  ' 

-    ■    «      •  r :   1  I    .   /  ■        #  ...■•• 

0.693146  und  0,693148,:. 
a^lso  im  .ersten  Falle  ^ei,  im  zweiten  fünf  Stellen  richtie. 

I 
'^     ■•■       : 1:1.       •'.     {J  /*.  if.   I      li.i;      -ii.  .\y  (  '       i   ■'        M     ilj  :       '    \-       .•■ 


2SQ  erun^ri:   Neu$  ämUptiseke  EiUtrt€k9km§ 


•   .  u 


,    1 

t     \  i 

• 

1 

• 

r^ 


•■••.;■  ■     '  V 


Neue  analytii^che  Entwickelang  der  Theorie  derv.ste- 
reographischen  Projection,  mit  neuen  Sätzen  und  For- 
meln,  und  neuen  Eigenschaften  derselben. 


Von 

',.•.'•■■  ■      ■ 


•t  • 


dem  Herausgeber^ 


.J?  ■■   I"        ; 


6.  1.    ' 

Die  Theorie  der  stereographischen  Projection  ist  wegen  der 
Wichtigkeit  dieser  Entwerfungsait  und  wegen  der  gr^s«Q9  Aar 
zahl  merkwürdiger  Eigenschaften  ^  welche  dieselbe  besitzt^  schon 
häufig  sowohl  mittelst  der  synthetischen,  als  auch  mittelst  der 
analyti^.c.h^Ji  Geoinetrie  entwickelt  worden.  Indes^  scheinen  mir 
diese  Entwickelungen,  namentlich  in  Bezug  auf  die  mannigfaltigeo 
Anwendungen,  welche  sich  von  den  nach  stereographischer  Pro- 
jectiX>n  entworfenen  Karten  machen  lassen,  nicht  allen  Anforde- 
rungen zu  genügen,  und  überhaupt-  dem  grösseren  Theile  nach 
mehr  den  rein  theoretischen,  als  den  praktischen  Gesichtspunkt 
festzuhalten,  indem  sie  hauptsächlich  darauf  ausgingen,  durch 
möglichst  einfache.  Betrachtungsweisen  in  grusster  -  Kürze  zu  den 
bekanntesten  »Sätzen  zu  gelangen,  was  natürlich  auch  seinen  ei- 
genthiimlichen,  wohlbegründeten  Werth  bat,  aber  nicht  immer  den 
praktischen  Zwecken  vollkommen  entspricht^  welche  in&besopd^re 
bei  der  analytischen  Entwickelungsweise  verlangen,  dass  den  be- 
treffenden Formeln  durch  Aufnahme  aller  erforderlichen  Elemente 
in  dieselben,  eine  solche  Gestalt  gegeben  werde,  welche  sie  zur 
leichten  unmittelbaren  praktischen  Anwendung  geschickt  macht* 
Insbesondere  haben  bei  Weitem  die  meisten  Schriftsteller  über 


»    ■••<»  ."■.       •  *vrw  ■ 
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diesen  'Gegensiand  einei»  nacb  meiner' Meinurig  ßTr  die*  praktische 
Aa^endang  sehf  wichtigen  Sats  gaoB  übersehen*),  welcher  fewdr 
echofD  vom  LambeTtr^gefanden»  jeden  falle  aber  in  etu-ae  unbe- 
quemer^ seine  praktische  Wichtigkeit  nicht  auf  der  Stelle  niii 
yülliger  Klarheit  hervortretiin  lassender  Weise  dargestellt  worden 
ist.  Neben  meiner  pral^tischen  Wichtigkeit  scheint  mir  gerade 
dieser  wenig  bekannte.  Satz  zugleich  die  beste  Grundlage  für  dici 
ganze  theoretische  Entwickehuig  der  Eigenschaften  der  «terecH 
graphischen  Frojection  abzugeben,  so  dass  man  dabei  von  dem« 
selben  am  zfveekmSssIgsten  seinen  Auslauf  nimmt.  Dies  sindrdle 
GriUide,  welche,  mich  veranlasst  haben,  die  Theorie  der  stereo- 
grapischen  Frojection  nach  den  aus  dem  Vorhergehenden  sich 
von  selbst  ergebenden  Grundsätzen  in  dieser  Abhandlung,  vveAtwi 
zugleich  auch  eine  grössere  Anzahl  neuer  Formeln  und  Ausdrilcke 
enUialten  wird,  einer  neuen  analytischen  Behandlung  zu  unte^- 
werfen. 


I.     -  ii 


5.  2. 

Indem  wir  den  allgemeinen' Begriff  der  stereographischen  Fro- 
jection als  bekannt  voraussetzen,  legen  wir  durch  den  Mittelpuoki 
der  Kugel  als  Grundlage  für  unsere  folgenden  Betrachtungen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensyi^tem  der  xffz,  desseÄ'  Anfang  also 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  istl  Die  Tafel  nehmen  wir,  wa_s  der 
Allge^einbeit  der  ,Betracbtung.  keinen  Einjtrag  thuji  wird,  der 
]^tiiene  der \ir3f  parallel  an;  die  Coordlnaten  ihres  Durchsei^ iiltts- 
puukts-mit  der  Axe  der  z  seien  0,  Ö,  a.  't)as  Aiiige  werde  in  ddi^ 
A^e  der  %  angenommen,  und  seine  Coördinaten  seien  0,  0,  Tiii» 
Den  Halbmesser  der  Kugel  bezeichndA  wir  durch  r,  und  fiehnein 
den  Durchschnittspunkt  der  Tafel  mit  der  Axe  der  'i'  im  Tdlgen- 
den  den  Mittelpunkt  der. TafeL. 


■  ♦ 


Hiernach  wollert'  wir  uns  nun  zuvorderst  mU^dbr  Bestimmung 
des  Bildes  eines  beliebigen  Funktes  der  Kugelfläche  im  Allgemei- 
nen beschäfftgen'.     2u  dein  Ende  denke  man  sich  von  dem  Mit- 


*)  Selbst  in  dem  ipnst  eehr  yolUt^dtgOD ^  von  Mo  II  weide  bear- 
beiteten Artikel:  Stereographische  Frojection  im  Klägei'schen 
IVörterbach«»  TliKIV.  S.  44^7;  fehU  dieser  {Sbtt;  eben  so  in  Astro- 
nomie th^oriqäb  et  pratiqa«  par  Delaoibr«.  T.  III.  Chap. 
XXXVII.  InTrait^  de  Topographie  etc.  par  Faissant.  Liv.Il. 
Chap.  I.  und  in  anderen  grösseren  Werken. ^  -   •   '  -  »it  >  •:.--:.  7 


telpim&te  der  Knj^el,  also  von  dem'Anfan^  d^i^arys^  na^h:-deiü' 
abzubildenden  Punkte  der  Kagelfläche  eine  Gerada' -gexogen^-alatf. 
einen  Halbmesser  der  Kogel;  ttnid  bezeichnen,  deren  Bastininiiii^f»^ 
Winkel ,  nämlich  die  von  dieser  C^eraden  od«r  diesem  Halbmesser- 
4e#' Kugel  mit  den  positiven  Theilen  der  'Axe  d^r  J^i  g'/z  eragfe-f 
schlossenen,  180^*  nicht  übersteigenden 'Wjnkel  respectiVe  mit 
Ooj  ßo9  Yo9  so  sind  die  Coohlinaten  Wq,  ^i»  to^em  abzubildenden 
Punktes  in  dem  aiigenomraenen  Systeme  oflEenbar: 


!    5/ 
I 


f  ■    .   ■ . 

Bezeichnen  wir  nun  die  BestimmungswiokeL  der  von  .dein 
Af  ge  nach  dem  abzubildenden  Punkte  gezogenen  Geraden«  welches 
wieder  die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  ,äer 
Axen  der  x\  y,  z  eiDgeschlosseneb  Winkel  sind,  re^pective  dürcÜ 
^0»  ^o>  ^0  9  ^o  ^^^^  überhaupt'  die  Gleichungen  der  durch  das 
Auge  und  den  abzubildenden  Funkt  gelegten  Geraden: 

COS^O       COSiPo       cosc3q, 

■'■■I,  "  '»  .•• 

öder  auch:  \  ■  . 

X — rcosc^     y— -rcospo z  — rcosyp 

COS^O  COSOo        "^    .COSÖ©    ,  *: 


■]!fi>«|-. 


•I    !■ 


Wenn  wir  also  die  Coordinaten  des  Durchschnittspünkts  dieser 
Geraden  mit  der  Tafel,  welchen  Punkt  wir  überhaupt  das  Bilcl 
des  abzubildenden  Punktes  (oTo^o^ti)  ^^^  Kugelfläche  auf  der  Ta- 
fel nennen  wollen,  durch  jTq»  t^Of  ?o  bezeichnen;  so  haben  wir  zii 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 


t        :        I  ^ 


Xq t^o     ?o  —  «1 

cos  ^0      c<>®  ^0       ^os  ^0 


=~  9 


yp— rco8ao_%— rcos/gp       ?o— rcosyp  , 

CpSdo  COSfOp  COSÖp         ' 


•  I 


und  folglich,  weil  offenbar  fpcsa  ist,  die  Gleichungen: 


n 


Xq ^0     a — Ol 

cos  öp  ""  cos  oop      cos  Öp 


^T       9 


cos  dp  ..  cos  07p         ""        COSOp       ' 


woraus  sich  durch  Division  < 


t.  f  .■' 
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also«    wie  man vlieicht  findet 
o.        ^  _,(ai,rr^g)rfco8ttöiv  .    _.(at'^a)re09ßo        _ 

ZI  •  »JAS: ' $      I/o—.  9     «)•"*• 

.«i-rr.cosyo  «i-^rcpsyo 

ergiebt. 

Offenbar  sind  Xo»  Pq  <I>e  Coordinaten  des  Bildes  des  in  Rede 
stehenden  Punktes  der  kiigelfläcihe  iii  Bezug  auf  zwei  durch  den 
Mittelpunkt  der  Tafel  $,iß  Apfang  ^arall^l  ipit  den  Axen  der  x,  y 
gelegten,  also  in  der  Tafel  liegeodep  Coordinatenaxen,  und  kthmeo 
folglich  unmittelbar  zur  Coüstructiob  des  Bildes  auf  der  Tafel  be* 
A«tzt-)-i4'«cdeh, 


.  ■  i^  •  > I    . .» 


5.4. 

.     -•  .  I  A       »  *  .  •  m  .  9 

Wenn  der  abzubildende '  Punkt  (^p^^o^)  ursprunglich  durch 
seine  polaren  Cbofäinafeh  'Lq,  B^f  die  sith  in'  bekannter  Weise 
auf  ein  gewisses;  durcH  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  X,  Y,  Z  beziebeo, 
bestimmt  ist;  so  wollen  wir  bezeichnen: 

die  Winkel,  weichender  positive Theil  derAxe  der  .r  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axe  der  .  ;     i 

eixischliessi^  respective  durch    ..  - 


die  Winkel,  welche. der  positive  Theil  der  Axe  der  y  mit 
den  positiven  li'heilen '  diäif  Axe  der 


X  F,  Z 


j 


..  •■.    . ,,.- 


einschTiessi,  rest)ective  'durch  ' 

'f's  Ihy  fMn; 

'•'  4ie  Winkel,  Weleh«  der  positive  Theil  der  Axe^^isr- s  mit  4«» 
poi^itlviBo  Theil*»  derAxe  dir:?' 


X,  Y,  Z 

einschliesst,  respective  durch 

;  V » .      "      i- "  '■.  ■         £       .■...;■. 

V,  Vi,  Va; 
indem  man  keinen^;  dieser  Wiilkel  grosser  als  180^  nimmt. 
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Dann  hat  niao  nach  d^t  Lebfe  vfxa  der  Veri>i:aii41vDg  der  Coor- 
dinateo  im  Allgemeinen  die  folg^den  Gleichupgeo: 

j:  = -Xcos  (a:-¥)  +  Fcos  (o:  F) + Z  cos  (a?Z) , 

^  =:  Xto9  (yX)  +  Fcos  (y  F) + Ä  cos  (y  Z) , 

X  =z  Jf  cos  (iX)  +  Fcos  (z  F)  +  Zcos  (2Z) ; 

also  in  Folge  der  eingefiihrten  Bezeichnungen: 

x^Xcosk-^-Fcosli^ZcoaX^p  . 

y  xs  JTCOS  fi  4- I^COS  fi|  4- ZCOS  |»29 

^  «  =  Jl  COS  V  +  Fcos  V|  +  Z  COS  Vjj; 

und  wenn   nun  2[q,    Yq,  Zq  die  Coordinaten   des   absublidendea 
Punktes  im  Systeme  der  JlFZ  sind,  so  iste 

otq  =  Xq  cos  ^-f  Fq  cosil|  -f  Zq  cosIs» 
yo^^X^cos  11+ Yf^cosiix+Zocos  (1^9 

Zo^XoC09V-{-¥oC08Vi  -{•  ZqC08P%. 

iNacb  1)  ist  aber 

aro  =  rcosoo,  go^^^rcosßo,,  lo^rcosj^^ 

» 

und  offenbar  ist 

jr^=:rcosXroCos  J?o»   Fq  =  rsinXroCos^o>    Zo=rsinßo; 

also  hat  man  zur  Bestimmung  der  Winkel  a^f,  ßof'Yo  die  folgen- 
den Formeln: 

3) 

COS  05  =  cos  k  cos  Lq  cos  ^0  +  cop  Xi  sin  L^  cos  ^q  ^  cos  Aj^  sin  ^p « .  ^ 

cos/?o  =  ^^^^f^c^^^o^^^'S'^o  :fc<>^f^i  sinXroCos^o  4~  cosfi^sin^o/ 
cos  yo  =  cos  V  cos  Xf^  cos  Bq  -{•  cos  i/|  sin  JC^  cos  Bq  +  cos  v^  sin  Bq., 

Wenn  man  in  der  Polarprojection,  wo  die  Ebene  des  Aequa- 
tors  die  Tafel  ist,  den  positiven*  Theil  der  Axe  der  a  nach  dem 
Ai/ange  -der  Längen,  den  positiven  Tb^ii  ddr  Axe  der  ;y  naqb  dem 
neunzigsten  Grade  der  Längen,  und  den  positiven.  Tbeil  d#r.  Axe 
der  2  nach  dem  Auge  bin  gerichtet  sein  lässt;  so  ist  offenbar: 

f*=90o,  fii=0,      fi,  =  l)0O; 


;•  .     .!'!        ■•"     ;  <|.'  I         ■  •  i:>i  '  .  -      :  •       :.  ••..•>  i 

••  '  •  .       /        ;*.      . 

f 

COSV  =  0,   COSV|=0,  C03Vj=:^±l; 

■  m 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  das 
Auge  in  dem  positiven  öder  hegätiven  TheTle  der  Axe  der  Z  liegt» 
bei  der  gewöhnlichen  stereographischen  Proj^ction  dea  .Nor^^ 
oder  Sudpol  der  Erde  einnimmt.  Also  ist  nach  3)  mit  derselben 
Bestimmung  wegen  ä^  V^riKe^chen: 


cos  otq  ==     cos  Lq  cos  ^0 , 
4) \  cosj|7o=     cosi^cos^o« 

cosyo  =  ±s'>n-ßo; 
folglich,  nach  2): 

{ai  —  g)rcos  Lp  cos  B^ 
^^-         fliTrsinÄo 

S)    .    •    .    .     <      (ot  —  a)r  aiii  X^  cos  Bf, 

^~         aiTrsinÄo 


• .     « 


(>>.li; 


1o  =  «« 


■) 


Für  4ie  AeqMatorialprojeption,  wenn  die  Ebene  des  ersten  Me- 
ridWns  die  Tafel  ist,  der  j^p^itive  Theil  der  Az6  der  x  dufbh  »^A 
Anfai^g  d^r  tiängen  geh'tl  der  positive  Theil  der  Axe  Aer ^  riaeft 
deifi' I^ordpoie"  und  de^  positive  Thcfil  der  Axe  der  t  nadfa  denk 
Äuge  liih  gericWet  iiöt,  Ist  ötfenliar:  '  •  "    ' 

■■'■•-•    ■  ■  .      ■•  ■  in«  ; 


:  I . 

'  r 

f..  •■ 


•  ■    « 


also: 

qosA^Ii,  cofiA|;;;;;Oi      cocfl^^^D; 

COSff=0,   COSfiiS=0,         C08fl2=i; 

•   *cösvi=0,  codvi  tiii'l,  cosVa-='0; 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  das 
Auge  in  dem  positiven  oder  negaftimi'Tbtfeider  Aoie  ilw  Fuiisgl( 


2SS  (ftitnert:   NeneMaimiBck^Emwiekeamr 

bei  der  gewöhnlichen  stereographischen  Projection  den  QOsftte 
oder  270sten  Gri^^  der;  ILiäng^n  einnimmt.  Folglich  ist  nach  3) 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen: 

T  .    « 

CÖ6  «0  =  ^0®  ^0  ^^^  ^0  9 


■1     ^'      -.  ,r'> 


.    J  I  ■■«■■■■«         _i^'-    '  •      -'-         l   '•«.    > 


6)    ....    .    \  co8ßo=8inAo, 

m  ....  I 

CO»  yo  ==  ±  ^»n  f'o  «|0»  ^0  ; 
tand  dahef^  nadh  2): 


•- .  1 


(«t  •— fl)rcQaZ4»cosJBift  , 
^"^     ai^prsinLo^os^o    ' 


»-. 


C       •  ' . '.  L 


I  * 


7)    ....      <  («i  —  a)r  sin  Ä, 

'••'     ai^rsibLoCosl^o 


?o 


=^a. 


!■    ■        I   I 


Für  den  Punkt  der  Kugelfläche»  dessen  Bild  die  Mitte  der 
Tafel  ist»  ist  offenbar 

■  fl      • 

«^  =  90O,  /So  ==90»,  yo  =    i80o5 


also  '  1 

cosao=0«  cosj5o=0»  cosyo==±l; 

*  ■  ■  ■  *      • 

.  •  j  ■.      .  .    ■    ■      ■ '  .'•"•■       .     .  ■  ■  . "         ■  ■  •      .  •    :     •    •  ; 

xvenn.  man  da^  eifere  pder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem.  der 
in  Rede  stehende  Pu^kt  in  dem  po&!itivei>  odpr  negativen  Theile 
jdes  Axe  der  z  liegt;  folglich  ist  nach  ß),,  wenn  wir  die  polfiren 
Coordinaten  dieses  Punktes  der  Kugelfläche  durch  L^  B  BezeicI^nen: 

.  .8) 

cosilcosXcos^  4-  c<;itsAisinXcos.^^cos^sinJ?=:0» 

cos  fi  cos  L  cosB  -f  cos  jiii  ii^in  fj  cos  B  4-  cos  fC2  sin  J?  =:  0» 

COS  vcos  L  cos  B  +  cos  v^  sin  L  cos  B  +  cos  V2  sin  ^ = ±  1 ; 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher. 
Die  beiden  ersten  dieser  drei  Gkichungen  kann  man  auf  die  fol- 
gende Form  bringen: 

coB  ^cos  £r  -l-  cos  Ix  siu  X  =  —  cpjS  A^  tang.^ » 

,       costtCos£4-cosMxsinX=: — cos^n^tsirigB; 

WPfttaä  mdk  dorcb^Divinofai  sogIeiGJb>i^  t'>1>>'  riv.  ::',)i:  i.;  .;,  i,i  ■)  :>/ 


der  tke$^  der  tfer^apr^phisf^hen  Pndec^an.  eu.  257 

cos  X  -^  cos  A|  tang  L      cosA^ 
cog  fi  4-  cos  ^  tang  L      cos  fi^ 

ergiebt    Also  ist,  wie  man  leicht  findet; 

-  GosAcosiis—- cosA^cosii 

^  C0Sil|C0Sfl2— C0SA2C0Sffr| 

.        n  cosAcosli  +  cosAi  sinXf  cos  u  cos  Xr -f  cos  ih  sin  JL 

tangÄ  =  «— z = ^ . 

°  cos  A2  cos  fl^ 

Weil  man  nur  weiss»  dass  L  zwischen  0  und  360^  Hegt^  so 
liefern  diese  Formeln  jederzeit  zwei  Systeme  von  Werthen  def 
Coordinaten  L,  B»  von  denen  man  dasjenige  zu  wählen  batj,  durch 
welches  die  dritte  der  Gleichungen  8)  erfüllt  wird. 


5.  6. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Bildes  iXo%}o)  des  Punk« 
tes  (^zToyo^)  ^^^  Kugelfläche  von  dem  Mittelpunkte  der  Tafel  durch 
Eq,  so  ist  offenbar: 

also  nach  2): 

f..      («I  —  fl)  V(cos  «o<  +  cos  Po«) 
^  ^  —  (aj— rcosyo)*  * 

und  folglich,  weil 

'    C08a^*+cos/?o*+cot5yo*«l#  cos«o*  +  co8/?o'  =  sinyo* 

# 
.  fl 

ist: 

®         i   Ol  —  rcosyo~  '     ' 

Wenn  die  Tafel  von  der  von  dem  in  der  Axe  der  z  liegenden 
Auge  nach  dem  Punkte  der  Kugelfläche  gezogenen  Geraden  ge- 
troffen wird,  so  haben  offenbar  sowohl  otq  und  Xqs  als  auch  y^ 
und  t)o»  gleiche  Vorzeichen.,  Wenn  dagegen  die  Tafel  von  der  von 
dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf  der  Kugelfläche  gezogenen  Ge* 
raden  nicht,  folglich  von  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  an 
gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  getroffen  wird,  so  haben 
sowohl  jcq  und  to,  als  auch  y^  und  t^o,  entgegengesetzte  Vor* 
zeichen.  Es  haben  folglich  sowohl  ocq  und  jTq,  als  auch  j^o^^^  9o» 
also  nach  1)  und  2)  sowohl 
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,   (Ci — a)r  cos  cfo 
Ol— rcosyo 

als  auch 

•^n-Ä     „«^  -(ai-g)rco8i3o 

r  cos  Po    und » 

«i-ri'cosyo 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen,  oder  die  Grosse 

Ol  —  r  cos  yo 

ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  das  Bild  in  der  von  dem  Auge 
nach  dem  Panicte  auf  der  Kngelfläcbe  gezogenen  Geraden ,  oder 
In  der  dieser  Geraden,  von  dem  An^^e  an  gerechnet»  entgegen- 
gesetzten Geraden  liegt.    Weil  nun  nach  dem  Obigen 


£o*=l ^ .rsinvol    > 

f^i — rcosyo  ' 


weil  ferner  E^  seiner  Natur  nach  stets  positiv^  und  weil  auch  we- 
gen des  immer  zwischen  0  und  180^  liegenden  Winkels  y^  die 
GrOisse  r sin }^  stets  positiv  ist;  so  ist 

10)  .  .  .  .  ;    £i,=±<az:^252. 

''  u      -»-  ß^ — rcosyo 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt» 
Jenachdem  das  Bild  in  der  von  dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf 
der  Kugelfläciie  gezogenen  Geraden,  oder  in  der  dieser  Geraden, 
von  dem  Auge  an  gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  liegt. 
Betrachten  wir  aber  £o  uicht,  wie  bisber,  immer  als  positiv,  son« 
dem  von  jetzt  an  als  positiv  oder  als  negativ»  jenachdem  das  Bild 
in  der  von  dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf  der  Kugelfläche  ge« 
zogenen  Geraden,  oder  in  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  an 
gei;echnet,  entgegengesetzten  Geraden  liegt;  so  können  wir  all* 
gemein: 

"^ ^0-    fl,-rcosyr 

setzen* 

.  Für  Ol  =:  r  ist 


jr,  _  (r— fl)sinyo 

"  1 — COSVa 


yo 

also,  wie  man  leicht  findet: 
12)    ......    .    £o  =  (''""<')  cot  ly©. 


der  ntm$  4g^  Mntttmpklitkin  PntfteUtm  «Ar.  SSO 


5.  6. 
Um  aus  der  Gleichung  11)  den  Winkel  y^  zu  finden,  setze  manr 

.  .         •  • 

'^      1  +  tanglyo*  ^^      1  +  taogtyo* 

Dann  ist«  wie  man  leicht  findet» 


JE  ^       2(g^— fl)ftangiyo 
^      «i  — r  +  (Ol  +  r)  tangiyo* ' 


und  folglich! 


'  ,  .  .       •  .  .      . 

Darch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  erhält  man: 


ii\       ♦«„,1« —iELZ:''^'"  ii/^iftZf)?*"*       ^i-' 
13)  .  .  tangiyo==(5-f^j^±V  (STR^i?  ~  ^Tr 


»f-! 


oderi 


14)    tang.y„- ^^^-^p^^;  ^^1  .    .., 

Das  Product  der  beiden  Werthe  Tön  tangiyo  ist 


»^r« 


Ol  +r  ^  («i+r)*' 
und  dieses  Product  ist  also  negativ,  ntllv  fK>9Mvv  jeBaickd#s|^  n't 

ist    Nehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  der  Kurze  wegen 
d  als  positW  aQ>  «o  ist  das  in  Rede  stehende  Prodi^^t , 

negativ,  null,  positiv, 
jenacbdem 

«1  <»*»    a,  asr,    ö,  >r 

ist. 

'•      '  .  •      •  •    -  '  -  ' 

Wenn  OfZsr  ist,   so  ist  jiacb  12):- 

•  '  ■■■•..  ••..•» 

JSo=sCr— a)collyb. 

18» 


also :  ' 

15)     .    .    .     cotlyo^jnfä»    ♦angiyo  =  -£^» 

.  '  ■  ■       ..        , 

woraus,  weil  \y^  zwischen  0^  nod  90°  Hegt,  yo  ohne  Zweideutig' 
kelt  gefundeD  wird.     Weil 


l-cotjyo« 


ist»  80  ist  Dach  15)  t 


16)   .  .  .    co8yo=s->^       ;^^  Y^Ep'^  +  ir^a)*' 
Weil  ferner,   da  i/o  zwischen  0^  und  W*  liegt, 

V 1  +  cot 4yo*  V  l-t  cot iy^« 

ist>  so  ist 

2  cot Iy 
sinyo=2siniyoCostyo=:  ^^^^^/y^a' 

also  nach  15)  t  • 

2£„ 


r — a  ■     __    2En(f — o) 
17) «jnn^^-j-jTEry  ~  £o»  +  (r-a?' 

EndKeh  ist  nach  16)  und  17)  auchj 

2£;o  (r—o)  ,         £„»-(r-o)« 

18)         taDgy,=^^,_^^_^^„    coty.=  ^fj^^-a)  ' 

Wenn  fri<r  ist,  so  haben  die  beiden  Werthe  von  tangfyo, 
da  ihr  Product  negativ  ist,  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und 
man  muss  also,  da  tang^y^  nur  positiv  sein  kann,  in  der  For- 
mel 14)  das  Zeichen  nehmen,  welches  taoglyo  positiv  liefert« 
Wenn  cii>r  ist,  so  hat  taog^yo  zwei  positive  Werthe,  weil  das 
Product  beider  Werthe  positiv  ist  und  tangiyo  nur  positiv  sein 
kann.  Weil  ai>r  ist,  so  liegt  das  Auge  ausserhaib  der  Kugel. 
Wenn  Oi  >  a,  also  (oi  '-ä)r  positiv  ist,  so  liefern  In  dem  Aus- 
drucke 14)   beide  Zeichen  den  Zähler  von  tangjy^  positiv,   und 


der  Tk$99ie  der  iienätfMpkisehm  PrattdUon  eie.  SSSl 

E^  ist  also  positiv.  Das  obere  Zeichen  liefert  fOr  tang}yo  einen 
grosseren  Werth  als  das  untere.  Also  mnss  man  in  diesem  Falle 
pffehbar  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  der 
abgebildete  Punkt  der  Kugelfläche«  welchem  E^  entspricht»  fai 
der  von  dem  Auge  abgewandten  oder  in  der  dem  Auge  zuge« 
wandten  Halbkugelfläthe  liegt.  Wenn  Oi  <  n»  also  (a^ — a)T  ne- 
gativ ist,  so  liefern  in  dem  Ausdrucke  14)  beide  Zeichen  deii 
Zähler  von  tangj^^o  negativ ,  und  E^  ist  also  negativ.  Das  obercf 
Zeichen  liefert  för  tangi/^  einen  kleineren  Werth  als  das  untere. 
Also  muss  rnan  in  diesem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen,  jenachdem  der  abgebildete  Punkt  der  Kugelfläche,  wel- 
*  chem  Eq  entspricht,  in  der  dem  Auge  zugewandten  oder  in  der 
von  dem  Auge  abgewandten  Halbkugelfläche  liegt. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  man  bei  der  Bestimmung 
des  Winkels  y^  sich  auch  auf  folgende  Art  verhalten  kann.  Leicht 
bringt  man  die  Gleichung  11)  auf  folgende  Formi 

slnyo  +  — ^^cosyo  =  ; — ' — \   • 
Berechnet  man  nun  9>o  mittelst  der  Formel 


sa  ist 


oder,   weil 


ist. 


E 
•in  (y,  +  9o)  =  (5~-^  cos  9o 


cos  tpo  s=  -^ —  «in  9>o 


—  ?i- 


und  man  hat  also  cur  Berechnung  von  y^  die  folgenden  Formeln : 


^X^      «i„r«  x«^^?l 


19)  .  .  .    tang9oS=J^irö*    «*"(yo  +  gE>o)  =  7öJn9>o^ 


«.7. 

Wir  betrachten  Jetzt  zwei  Punkte  (o^o^o^o)  und  (^i^i^i)  auf 
der  Kugelfläche  und  bezeichnen  die  diese  beiden  Punkte  mit  ein- 
ander verbindende  Chorde  durch  C^,!»  so  Ist 
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■ 

Sind  nun  aber  a^^  |3o »  Vo  ^^^  ^i»  ßi»  Yi  ^'^  ^^^  ^^9^^  überstei- 
([^diB»  Winkel  9  welche  die  nach  den  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkten  gesogenen  Bltibmesser  der  Kugel  mit  den  positiven  Thei- 
Icii  A^t  Axen  der  x,  y,  z  eiDScbiiessen;  so  Ist: 


a!p=srcoaa^»    yg:=zrco8ßo9    x^^rcoay^  i      , 

und  .  " 

sisot 

C#n*=?=»**4  (cos  «e — CQS  i3f|)«  +  (cos  /Jo— cos  ft)*  +  (cosy^  r-cosyi)«  I, 
woraus  sich,  weil 

.  ^  cosiKo?  t|-i50S /So*  +  cosyo*  « 1»    costti* + eos j}|'  +  cosyi*  =5 1 
Ist»  leicht  ergiebt: 

Co,i*  =  2r*  { 1  -*  (co*  «•  cos  ofi  +  cos  jJ^  cos  ßi  +  cos  y©  cos  yi) ). 

Bezeichnen  wir  aber  durch  b^,i  den  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welchen  die  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  nach 
den  Punkten  (^o^o^ö)  ^^  i^i^iH)  gezogenen  Halbmesser  der 
Kugel  mit  einander  einschllessen ,   so  ist  bekanntlich 

cos Bqh  =  cos a^^cosäi  +  cos ß^J  cos ßi  -|- cos y^ cos yi , 

also : 

Co,i«  =  2r2  (1  —  cos  Co,i)  =  4ra  sin  J««,!«. 

und  folglich: 
20) Co,i  =2rsini«o5i» 

wie  sich  auch  aus  ganz  einfachen  geometrischen  Gründen  auf  der 
Steile  ergiebt. 

Die  Bilder  der  Punkte  (^r^^^^^o)  und  (^Tj^iyjZi)  sind  respective 
(jTot^oJo)  ^^^  (^i^h)»  deren  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der 
Tafel  wir,  analog  mit  dem  Obigen,  durch  £o  und  £|  bezeichnen, 
indem  wir  diese  Entfernungen  zugleich  gehörig  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten.  Wenn  wir  nun  aber  die  immer  als  posi« 
tiv  betrachtete  Entfernung  der  beiden  Bilder  (j^o^do)  und  (jT^t^xh) 
von  C^itiander  auf  der  Tafel  durch  £q,|  bezeichnen;   so  ist ^ 

Eon^  =  (ro-/i)«  +  (%  -  %P+  (lo  --h)*. 
also  nach  2):  . 


der  Tk$9ri0  4kft  Bierje^ßjr^^ktscf^en  Pr0t$cfiOH  eie.  g^ 

rCOS«o  COft«!        "1* 

ai— rcosyo""«!  — »'Co«nJ 

,  r    cos/gft cosft    n» 

■  Löi-rrcosyo       «i  —  rcosyiü 
woraus  sich  ferner,  weil 

cosao*+coßft,*5=:ßlDyo**    cosa|*  +  co8ft*j=:  sioyi* 
Ist.   leicht  ergiebt: 

'      sinyo^      ^      slnyi*  äcosypcosyi 

j(ai— rcosyo)*    («i-rcosyi)«    (ai-rcosyo)(ai-rcosyj|)i 

2  (cos  «0  cos  «1  +  cos  jSp  cosft  -f  cosyp  oosyi) 
"~  (a|-rcosyö)(äi— rcosyj) 

oder 

sipyo*  sin  yi* 2cosyocosyt 

J(ai— rcosy^)*    (a^— rcosyi)«    (a, -rcosyo)(ai-rcosyi)i 

.  2  cos  Cq,! 

""(«1  — rcosyo)  (fii-^r  cos 3^), 
Nun  ist  aber  nach  11) : 


also 


„  _(fli— q)r sin yp  (gf  fl)r  siny^ , 

"        fl|«— rcosyp    •       *        ax — rcosy^ 


Ol — rcosyo       sinyp*     ai— rcosyi       sinyi* 


folglich   nach  dem  Vorhergehenden: 

21),  .£o„»=£o»  +  £iH2£ofii  cotyo  ««»yi  -^%^^-« 
woraus  umgekehrt: 

^m  n^«e          (^o^+fi*~iSo>i^V^go^iCotyo cotyi)sinyp siny, 
22)  cos  ep„  ^ •  2i;£i ^— ^ 

oder 

23) ... .  coscp,!  scosyo  cosyi  +         ^E  E — ^^^^^^^^  *^^i 
folgt. 
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F0r  OizsT  ist  nach  17): 

also: 

ginyosinyt  4(r — c)* 

Nach  16)  ist  aber: 

2(r-o)«  -  2(r-«)«     . 

l-cosyo  =  ^^s  +  (,_„).'     '-«»«y»  =  £,«  +  (r_a?' 

also: 

(l--cosyo)(l — cosyi) 4(r^fl)*    

ond  folglich 

sipyosiny^ (I — cosyp)  (1  — cosyi) 

also  nach  23) : 

cosro,!  =3  cosyo  cosyi  + 2(r— aj« (1 — cosyo)  (1  -  cosyi). 

Es  ist  aber  nach  16): 

also ; 

l_eo8y„  =  — ^^-y.    l-cosy.  =  — -;^~y,  ; 

folglich : 

•24)    co8ffo>i== 

■■-(^)'h'-C-§.)''  .  ^  i(;5;)X^)'-(£7)'i 

woraus  mittelst  der  Formel 


cosyo  =  — 


der  fMmrH,  0kr  stm^HfnußAisd^  Frtifeeihm  0te.  985 

2  sin  l«o»i*  =  1  —  cos  e©»! 
sogleich 

'        2s'mcon*= 

.h(;§:)'">+(;^)''-"-(;^)"'"-(;5=)"' 


,J    «  «        •* 


-»!(;§:)%  (;§.)--(^Jf 


U+(;§,)-Mi  +  (Ä)"' 

also  na^h- gehdriger  Entwickelung  des  Zählers: 

\      ■  »  ■ 

(Eon  Y 
25)    ...   sinlcpa^ss 


l;.!ti 


u+{Ä)-u.+(ÄX' 


oder 

-Eo»i 


:"f 


26)  .  .  smito'i^db 


V.'+(Ä)-n'+(;^r 


I 


folgt,  wenn  man  das  obere  oder  ontere  Zeichen  nimmt«  jenach- 
dem  r-^a  positiv  oder  negativ  ist. 

Wegen  der  Formel 

cos  Co,i  Ä  I  —  2sin  i«o>i* 
ist  also  auch: 

27)    .  .    cosffoii  =  l  — 


Bezeichnet  man  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  nach  den  Punkten  (^o.Vo^o)  ^"^  {^iVtH)  ^®'  Kugelfläcbe  ge- 
zogenen Halbmesser  der  Kugel  mit  dem  nach  dem  Punkte  der 
Kugelfläche,  dessen  Bild  der  Mittelpunkt  der  Tafel  ist,  gezoge* 
nen  Halbiinesser  der  Kugel  eioschliessen ,  in^em  man  diese  Win- 
kel als  positiv  oder  als;  negativ  betpachjtet,  jenachdem  respective 
die  Grossen  E^  und  £|  positiv  oder  negativ  sind,  durch  t^  und 
«1 ,  so  ist  nach  26)  ofenbar: 


.  t    * 


•l«J»«=db— 7=====,    rf«lii=± 


«r«mi  flum  die  ofeereo  oder  usteren  Zeichen  mimmit,  jenatAdei 
«  poeitfir  odef  ae^ilb  ief ;   dsq,  wie  eogleicli  erhellet: 

29)  .      , 


coeif^gg    ^       X  y    xi'    ^«*^i  = 


ood  folglich : 
30).    .    .   tangliotz±^.    Uing\ii=±^i 

fnit  dereelben  BestimmnDg  wegen  der  Vorzelcheo  wie  vorher. 
Aleo  iet^ 

siDi(e^-f-  e|)=:etnifpC08i£i  -f  cos^fo^nj^i 


^ I  r—a     r — a 


Vu+(Ä)'-i'+(Ä)" 


I 


Eq  El 

~  V"+(Ä)"ii«+C-§;)"'' 


folglich : 


K*  15* 

Nach  96)  Ist  Khen  ..a    < 


der  Xiim?t^4ßt  $400mr^»*i^^^  Prfii$cam  tU.  26i 


al«o: 


1^      »in  l(«o  +  «i)  "^^  «in  K^o— «i) 


oder: 

8in|€o»i       8m4(eo±*i;  ^ 

oder: 

4 

32)  •    .    .    Efi±ExiEofX  —  smVjh±,B{)xAn\Bo,^. 

Nach  26)  und  29)  ist 

r»       * 
ßin  l«o.i  =  db  p:r^  co^^4^co8 1«|  > 

und  man  kaiin  also  fo*i  auch  .nach  den  folgenden  Formein  be- 

,     ;       „.mim  «  ,   ■.  .  ."•--.  ?•-■-• 

rechnen  i     ' 

sin  Uo>i  =  ±  j;:il^  cos  4^0  cos  U| . 

r 

Alle  im  Vorhergehenden  entwicicelten.  In  vielen  Beziehungen 
sehr  merkwürdigen  Formeln  dienen,  auk  den  anf  der  Karte  ge- 
messeuen  geradlinigen  £ntferntanged  -  £o»  £] »  Eo»i'  den  Winkel 
^oa>.nnd  demzufolge  auch  die  wirkliche  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (^o9o^)  nnd  (^i^iZi)  von  einander  auf  der  .Kugelfläche  zu 
berechnen,  woraus  die  grosse  praktische  Wichtigkeit  dieser  For- 
meln von  gelbst  erbellet  Pikss  dieselben  aber  auch  zu  weiteren 
theoretischen  Folgerungen  fähren »  werden  wb  sogleich  sehen». ; 

•       §.  8. 

Wir  müssen  zuerst  die  folgende  allgemeine  geometrische  Be* 
trabhtnng  vorausschicken. 

Es  seieÄ  (aobö)  und  .(a|b|)  zwei  durch  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  Sq,  bo^^und.  ar»  b^  bestimÄitil^  Pt^pkte  Inifeiner  Eben^»  die 
als  fest  und  unveränderlich  betrachtet  werden.  Sind  nun  Uq  und 
tti  idie  Entiernon^Bn  eines,  «ermulorlidbeii  Punktes  in  4fii)se(|ieii, 
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Ebene  von  diesen -beiden  festen  Punicten,  und  findet  zwischen 
diesen  Entfernungen ,  wenn  r  und  fi  qonstante^GrcIsseilr  bezeich- 
nen» die  Gleichung  / 


•        ■    • 


« 

Statt 9   so  soll  man  ermitteln,    ob  und  was  Tfir  eine  Curve  durch 
diese  Gleichung  charakterisirt  wird. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  in  Rede  stehenden  Punktes  in  Bezug  auf  das  angenomviehe 
Coordinatensystem  durdh  it^  y\   so  is^:  , 

«,«=  («- a„)«  +  (y-b J«,    «i»=(*-«»)«+(y-bi)«, 

und  die  Gleichung  34)  ist  also : 

(a?-ao)«+(y-bo)«      _   , 
r«  +  («-a,)«  +  (y-b,)«-'* 
oder 

(a?-a.)«  +  (y-bo)«  =  /t«|r«+(«-ai)«  +  (y-b,)«}.       ' 

also; 

d-p«)  (««+y«)  -  2(ao-/t«a,)«  -3(b,— (k«bi)^ 

=  f*"lr«- i(a,«  +  b,«)  +  (a,«+bi«) }. 
r 

FOr  fi^=l  wird  diese  Gleichung: 

2(»o-ai)a;  +  2(bo-bi)y  =  (ao«  +  b««)  -  (a^«  +  b|«)-.r». 

und  stellt  also  eine  gerade  Linie  dar. 

Wenn  dagegen  nicht  f(^=l  ist»  so  kann  man  die  obige  Glei* 
chung  auf  die  Form 

oder»   wie  sogleich  erhellet»   auf  die  Form 


—  T^>'+(3'-T^)' 


( 

/a.  -  ,«aA.      Ao  -i»«b,  V  ^  t*'t'"-^.(''»HM)+(a.--fb,«)) 
alao,  ^ie  man  iDiMeLsf  leichter  Reebanng  findet,  auf  die 


der  mtr^äir  $ltna^iipMuktn  Prtiittttm  tte.  JtfKf 

bringen,  woraa^  Folgendes  erhellet: 

» 

Wenn 

(a.-ai)«  +  (b.-b,)»  +  (l-^«)r«>0 

ist,  stellt  die  GieSchaiH<  ^  einen  Kreis  dsr^/Wenn 

(ao  -  8i)«  +  (b.  -  bj)« + (1 -^«)  r«  <  0 

Urt ,  hat  die  Glei«hnng  34)  ^r  keine  geometrische  Bedeutung.  Wenn 

(a«-a,)»  + (b.-bj)«+(l-f*")r»=0 

ist,  ist 

a.~ft«a.      ,  b, ->«!>,    ^ 

oder 

ttnä  die  Gleichung  34}  stellt  also  in  diesem  Falle  einen  Punkt  dar« 

.  Welches  im  ersten-  dieser  drei  Fälle  der  Halbmesser  und  die 
Cbördinaieoi  des  Mittelpunkts'  des  betreffenden  Kreises  sind^  c^ 
hell^aus.dem  Vorst^^en^eh  von  selbst. 


§.9. 

Nehmen  wir  jetzt,  mit  Beziehung  auf  den  vorherg^hendeo 
Paragraphen,  in  der  Tafel  den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  das 
Bild  des  sphärisehen  Mlttdpuekts  eineis  beliebigen  Kngelkreises, 
^reichem  letzteren  die  Entfernung  Eo  von  dem  Mittelpunkte  der 
Tafel  entstireehen  mag,  als  feste  Punkte  an;  so  ist  für  jeden 
Punkt  dieses  Kugelkreises,  welchem  die  Entfernung  Ei  von  dem 
Mittelpunkte  der  Tafel  und  die  Entfernung  £0,1  von  dem\Bilde 
des  sphftrischen. Mittelpunkts  des  Kugdkreises  entsprechen  mag, 
offenbar  So'i  eine  constante  Grösse.  Zwischen  den  so  eben  ge- 
nannten Grossen  findet  aber  flür  a|  =  r  nach  26)  die  Gleichung : 

.'■>.'■ 


•   1  ■  r  —  a 


also  die  Gleichui«,,. .,,     ,  ,       .i  .,.,,  ,,,.,., 


■'  i  -. 


■>    'i      !• 


oder  die  Gleichung:  ' 

statt 

.  Teigkicbt  man  dieise  GMcbang  mit  4er  Gleicl|oiigs34)>  ro 
sieht  man»  dass  (ät 

in  derselben  respective 

U  +  (j^)'l8in4«o«».    (r-a)«.    'Eo,i\    E^* 

BU  setzen  ist.  . 

Nehmen  wir  aber  den  Mittelpunkt  der  Tafel  als  Anfang  eines 
T^pciitwinkligen  Goordinatensystems  der  oy,  und  die  von  dem  Mit« 
telps^te  der.  Tafel  nao^i  deii|  Bilde^  ^es  sphärischen  ^Mittelpunkts 
iflß  K^elkreises  gezogene  Gerade  als.  den  positivefi  oder  negati- 
Ten  Theii  der  Axe  der  x  in  diesem  Systeme,  jenachdem  £o  po<( 
sitiv  oder  negativ  ist,  an ;  so  ist  in  dem  Torhergebenäen  t^ara- 
graphen  offenbar 

ao  =  £o>    bo  =  0;    a^rrO,    bi=:0 
fQ.  setzen,  wotaus  sich 

(ao-at)«  +  (bo -bi)»  +  (1  -  fi^r« 


I  f  • .  I ;  • 


•     fj      |. 


also,  wie  sogleich  erhellet: 

ergiebt.    Uiecans  erhellet,  dass  im  AUgemeiitea  <■ 


(a„-a,)« +•  (bo-lh)»  +  (l-^«)r»  >  0. 

folglich  nachdem  vorhergehenden  Paragraphen  das  Bild  nns^rs 
Kugelkreises  ein  Kreis  ist -)• 

Nach  dem  Obigen  ist: 

folglich  \ 

^  (r— a)* 

also  nach  36): 
:      ^  fi*  { (ao  -  a^)* + (bo  --  bQ«  +  (1  -  <*^)  r«) 

(l^fr)*     l 


>!  •     .•  -    •  ;-Ml  ,!-.!-»...      •  ;  .  ;..  ■•  ;..  -  -J 


oder: 


,     . — liT^li^ — ~" 


folglich  nach  dem   vorhergehenden  Paragraphen »   wenn   vrir  ^f^i 
Halbmesser  des  Bildes  unsers  Kugelkreises  durch  Tq  bezeichnen: 

37)        >  . 

ro=vaLabs,(r-a)s»niaonCosiso.i(^,^^.,^,.,^^^,_^^^^ 

oder  ...•.'   ':■.  '  ;. 

38) 

(l*— .0)2  J.£  % 

~*  (r — a;»cos  J^oji*  —  ^o*sin  Jf©,! 

Ferner  ist  nach  dem  ToHi^r^ehenden  Paragraplieo  und  4em 
Obigen,  wenn  wir  die^Cbordfnaten  des  Mittelpunkts  «fes  Bildes 
unsers  Kugelkreises  durch  po$  ^o .  bezeichnen : 


*)  Die  bekannte  Eigenschaft  der  stei'eograpjiischen  ll^rojectlon ,  de- 
ren Begründung  abe«  üarch  das  Vorhergehende  unter  einer  gani  neuen 
Gestalt  erscheint. 


ov)      •      .      •       •      ' 


»*»' 


(  ».-  i_„«  -0; 


woraus  steh  ergiebt,  dass  (Jer  Mittelpunkt  des  Bildes  je- 
derzeit in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  das 
Bild  des  sphärischen  Mittelpunkts  des  Kugelkreises 
gehenden  Geraden  liegt. 

Leicht  erhält  man  mittelst  der  vorhergehenden  Formeint 

40) 

£o JSo(r— g)« 

cos  i..„«  -  {t^J^-  i^oa«""  ('•->^-^*^oa»-^o«slnieo„*- 

und  hieraus  ergiebt  sich  ferner  mittelst  leichter  Rechnung: 

...  -.  _         g„|(r-a)«  +  £„«)8ini8,.i.« 

41)         ^«-P«— (r_fl)aco84£o««-A',«8ini«.,i«* 

Aus  37)  und  41),  wenn  man  diese  beide  Gleichungen  auf  das 
Quadrat  erhebt ,  folgt  aber  augenblicklich  durch  Division : 


i»«  = 


oder  '■ 

43) 

Man  kann  die  Formeln  ßfr  fo  und  po  noch  auf  andere  Weise 
ausdrücken. 

Mach  30)  ist  nämlich : 

tangi6o  =  ±— ^. 


I  ■ 


w«^  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt«  jonacbd^m  r—a 
positiv  oder  negativ  ist    Nach  37)  ist  aber; 

1 + C^\ 

r^«=(r— a)« sin  4«o,i*  cos  i€on*  ^ 


folglich: 


der  Tkem^i^  d(sr  üet^offt^JU^Men  Prejecäm  eU,  27S 

(r  —  a)2  sjn  i€o»i*cos  lfo»i* 


{ cos  4^0*  cos  i^oti^ ""  sin  sEo^sin  Jfou*  I*  * 
und  folglich,   wenn  man  den  Nenner  in  Factoren  zerlegt: 

^  o_  (r— a)gsingon* 

®       4  cos  i(eo  +  fo»i)*  cos  J(«o— «on)*  * 
also: 

(r— a)6info»i 


0     ^^  •  *  ^-  2cos  i(«o +fo'i)  cos  4(^0  —  «on) 
Ferner  ist  nach  40): 

Eq ^ EqQobIb^ 

''^ "~  cos4«o»i*— tangieo^sinjfo»!*     cos4fo^osi5o»i*""S*'*i^o*s*'nJ^o»i*' 

also: 

Eq  cos  i^o* 


und  weil  nun 

iEo  =  +  (r-^«)tang|5o 
ist 9  so  Ist  auch: 

(r — a)sineo      


46)  •    .    .    j»o=± 


2cos  J(«o+«o»i)cos  4(«o— «on) 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  t-^a  poiA- 
tiv  oder  negativ  ist. 

Weil 

«o>i  ^=  U^o + ^n)  "^  i(*o  —  ^o>i ) » 

«0    =i(fo+«o>i)  +  i(«o  — «Ol) 

ist,  so  ist  auch: 

iro=val.  abs.  U»^«)ttangi(fo + «o»i)— tangK^Q-^oa)! » 
jt?o=         ±i(»— «)UangJ(€o+«o»i)+taßgi(«o-«oa))» 
welche  GteichungiNi^  ebenfall»  sehr  elegant  sind. 

8.  10. 

Wenn  (fgh)  ein  beriebiger  Punkt  im  Räume  ist,  so  sind 

■  jT      9       *— ai 
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die^  Gleichungen  iet  vom  Auge  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Qe- 
radeü;  und  sind  also  /o»  g^,  Ao  die  Coordinaten  des  Bildes  des 
Punktes  (fgh)^  so  ist: 

/o  ^^  ~  *o""^ 
f       g        A— aj  • 

Weil  aber  offenbar  Aq^ssq  ist»  so  werden  diese  Gleichungen: 

f        g       h-ai' 

und  wir  erhalten  also  zur  Bestimmung  der  Coordinateii  des  Bil- 
des die  folgenden  Formeln: 

.^>-    •    •    f^^TT^/'    9o^hi:^^9.    Ao=o. 


8-  IL 

Es  sejen  jetzt  Uq  ,  v^' ,  Wq  die  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel»  welche  eine  beliebige/  von  dem  Punkte  (^o^o^o)  ^^s* 
gehende  Gerade  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .r»  y,  x 
einschliesst ;  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  {x^'g^^'t^') 
In  dieser  Geraden  von  dem  Punkte  (^a^o^o)  'sei  qJ,  Dann  ist 
offenbar: 

irö'5=fi^e  +  ^'«o««o'»    »o'=yo  +  ^o'cosro',    xo'=^2o  +  ^o'cosii?o'- 
Ist  nun  (ro%'?o')  ^^^  B*>W  des  Punktes  {xoyjif/)»  so  ist  nach  48): 

ro'=^  I    ■      ^oS    «?o=pr~-yo»    ?o  =tf. 

Sind  jetzt  »o'»  V»  «»o'  <^»e  180<>  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Bilde  (ro%}o)  des  Punktes  (^oZ^o^o)  ^^^^  ^^^ 
Bilde  (ro'VJoO  ^«^  Punktes  (a:ogo^o)  gezogene  Gerade  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst,  und  Ut  V 
die  Entfernung  der  beiden  Bilder  von  einander,  so  ist: 

V=to+ro'costto',    Wrst^o  +  VcösV*    ?o' «?o+to'cosWo^; 

wo 

a — tti  «— 0|  ^ 

2:0  —  «Ti  .       ^0  ~"  ^I 

ist. 

Nacih  den  vorhergebenden  i«*ormeln  ist  nun: 


dtf  Thimi$  der  täetwgrupMHihtn  l^^eeM»  etc.  83% 

also : 

ro'-jro=(  rri:v--i:z:Ty^o+r7z:7:Po'co8V 

Jo'— lo  =  0; 
oder: 

.  o  — Ol      ,  ,  .    g  — «1     «o-^«o'_ 

f  a  — «1       ,  ,  ,    a— Ol     «0*^*0' 

folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Xo'—To—  —I — jr 9o  (cosMo' -"_Z„  cogw)> 

Zq  —  «X  »0        "l 

%' -%=  77 — T-^o'(co8ro  --r±-rco«W). 
*o  : — "I  *o     "i 

Ig'— lo  =  0; 

•■ .  > 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

cos  V^"  ri — f-  -^  (cos  V  — ; — costToOt 

1  cos  V = rr- :^  •  ^/  (cos  r©'  —  r^~-  cos  iPo )  # 

costt>o'=0. 
Weil 

costto'*  +  cos  V*  +  cos  Wo'*  =1 
ist,  so  ist 
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und  folglich,    weil   offenbar 


cos 


■^«-2=^-<+(;j^)'— .■•=(Ä)*-"^'' 


ist: 


costfo  *— 2-^^ -coswo  +1  —       j  COStOo* 

2o  —  «1  V^—fll/ 


COSWf/* 


C08tV(/ 


j_/o— «1  Po  y. )  *o-«i        \.*o-«i/ 

Vco8tCo«-'-S^^'co8w„'+(^5_yeos»ro' 

also : 

/  1  .    r*— ff.* 

Steht  nun  aber  die  von  dem  Punkte  (oto^o^^o)  ^u^g^'h^"^^  ^®' 
rade  auf  dem  nach  dem  Punkte  (^o^o^o)  gezogenen  Halbmeft^ser 
der  Kugel  senkrecht,  so  ist 

<  I      .  . . . 

cosufycosuj  -i^  cos/?ocosro'  +  cosyocosti?o'=0, 
also  nach  1):     .  ...»  '  i 

Xo  cos  Mo'  +  yocosro'  +,  ZqCoswo'sizO, 

\-  .       •      ' 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Wir  wollen  uns  jetzt  von  dem  Punkte  (^Tq^o^  )  ^'^^^  zweite 
Gerade  ausgehend  denken ,  und  die  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel»  welche  diese  Gerade  mit  den  positiven  T heilen  der  Axeii. 


*4.  • 


der  The&rte  ifor^  $0ßreoffraplii9chen  firctfet^tiiti  "iic. 


fn 


der  X,  y^  z  einschli.essf^  ducch  Uq',  Vq",  Wq'  bezeiebaeo»  Ober- 
haupt aber  für  *  diese  zweite  Gerade  uns  ganz  ähnlicher  Bezeich- 
nungen bedienen^  wie  für  die  vorher '  betrachtete  Gerade,  indem 
wir  statt  eines  oberen  Accents  überall  zwei  obere.  Aocente 
setzen;    so  ist  nach  49): 


,,       a  —  Ol     Qq 
cosUo"  ^TTi — ^-  — 


tf 


,  .t 


Xq 


(n  '*'0  /A  • 

COS  V — r-zzTr  «®»  «^0  )  * 


51) 


//_  «  — %    Po 


// 


cos  t>o"  =    ff         •  -^  (cos  »o" 


^^costVO. 


20  — «1 

costt>o"  =  0, 

und  y  wenn  auch  diese  zweite  Gerade  auf  dem  nach  dem  Punkte 
(^o^Q^)  gezogenen  Halbmesser  der  Kugel  senkrecht  steht^  nach 50): 

52)  .  .  .  1  =  ^-^--.^^  ^{,.^.___costßo  \ 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel^  wel- 
chen die  beiden .  von  dem  Punkte  (^^o^^)  ausgehenden;  Linien 
mit  einander  einsch Hessen  /  durch  Wq,  den  von  ihren  Bildern 
oderProjeetionen  auf  der  Tafel  eingeschlossenen,  ISO^ntcbt  lüber- 
steigenden  Winkel  durch  IVq;  <so  ist  nach  einer  beklünnten  For-,. 
mel  der  analytischen  Geonietrie: 

cos  Wo  =  cos  M()'  cos  u^'  +  cos  ©o'  cos  t?o"  +  cos  Wo'  cos  Wo"  > 

cos  J^o  =  cos  tlo'  cos  Mo"  +  cos  »o'  cos  t)o" + cos  tDo'  cos  Wo"- 

Nach  49)  und  61)  ist  aber: 

cos  Wo'  cos  Üq"  +  cos  t)o'  cos  Po"  +  cos  Wo'  cos  »Q*'       ^  ; 

Zq  -^aj     Zo  —"«1    »0  *o 
cos  «o'  cos  «o"  +  cos  fo'  cos  »o" 

~  COS  ITo    '■^  — — — —  cos  Wi\ 

20— «1  *0— «l 


X 


^o  cos  Mo                  /        ^oCOSto  f 

-^ ^  cos  Wq  —  ^-^^ ^  cos  W?o 

«0  — «'l  2=0 -«1 


V^o— «1/ 


COStCo'COSfOo 


COStTo  C0St05 


If 


und  folglich,   weil  offenbar 
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cos  Wq  cos  tto   — ' ^  CO«  Wo    —  -^ ^^  CO«  M^' 

+  (^=^y^^<^^*^o''=(;;;^y  €o«< 


ist: 


2o  —  öf    ?o  —ö|   Tq  r© 
CO«  Uq  COS  «o"  +  COS  Vo  cos  To''  +  cos  u>o  cos  «e^''        ^ 

.TpCOSt/Q^  ypCOSfo^  20<^06fC(/  , 

• -— COStTo  -^^^^ ^COStCo  — -^ '-^osfiu' 


.  I 


V  «.    ^«vo««    '/  *    A«^o«^    // 


^Tocosuo'                  yocosro'            ,     t^^OSWe;  . 

!>^  i ;; ^COStTo'— ^~ — r^€os»o— -T ^COSUb^l 

+fr~^)  coswo'costCo"+rr-^^  J  cosiTo'coswo'' 

f  f     _^  )  co»««V)'costc\)''— T— f^     COStOo'<^0«<^ 

Stehen  abet  beide  Linien  aaf  dem  nach  dem  Punkte  (^o^o^) 
gesogenen  Halbmesser  der  Kagel  senkrecht,  so  ist 

:roCos«o'-|-^oCosroH26CO8t(7o'=0,    arocostfo"+yocosro"+rocost0o''=0; 

also  offenbar: 

Ö3) 

cosn>o  =  ^  /    „  ' :  //_„  •ttj-ttIcosWo  +  r —^coswo'coswo  K 

welche  Formel  ich  für  sehr  merkwQrdig  halte. 

Nimmt  man  den  Durchschnittspunkt  der  Tafel  mit  der  Axe 
der  z  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  so  sind  die  dritten  Coordi- 
naten  des  Punktes  (^Vyo'^oO  ""^  ^®s  Auges  respectire  Zq'  —  a 
und  üi  —  a,  und  diese  Coordinaten  haben  offenbar  gleiche  oder 
ungleiche  Vorzeichen ,  jenachdem  der  Punkt  (a^oyoZo')  und  das 
Auge  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Tafel  Begen.    Also  ist  der  Bruch 

üi  —  a 

Zq'^Ü 

positiv  oder  negativ,   folglich  der  Bruch 

V  —  « 
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negativ  oder  positiv,  jenachdem  der  Punkt  (^o'^o'^O  u«id  das 
Auge  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Selten  der 
Tafel  liegen.    Folglich  \^\  nach  50)  offenbar: 


54) 


—  «0—«    ^0   ^         («0  — fli)*  " 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt«  jenachdem  der 
Punkt  (^oVo'^oO  und  das  Auge  auf  verschiedenen  Seiten  oder 
auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen ;  und  ganz  eben  so  Ist  nach  52) : 


55) 


,      .    «  — «1    Po   4/ \  .  ^ — «1  H 

•  •  •  1— db— t; — ^pT^V  1+7 *vöC08wo"*» 

«0  —«1  ^^^0    ^         (^o— Ol)* 


wienn  man  das  obere  oder  untere  Zei<chen  nimmt,  jenachdem  der^ 
Punkt  (^o"^o''^o'0  ^^^  d^s  Auge  auf  verschiedenen  Seiten  oder 
auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen. 

Denkt  man  sich  nun,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  die 
Entfernungen  qq'  und  qq^'  der  beiden  Punkte  (^tq^^o'^oO  ^°^ 
(^o"yo"2^o")  von  dem  Punkte  (^o^o'o)  so  klein,  dass  diese  bei- 
den Punkte  auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen;  so  ist  nach  54) 
Uiid  55)  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein* 
ahder: 


g— ffi     Po''_  .____i 


^,=± 


V 1  +  (^1?""^^' 


X0''  —  Ol     I^O'  mi    ,     .       .    — -1  ^ 


folglich  durch  Multiplication : 

66)  ....  .  ü=:£l  .  JLzfu .  £o;£o 


4t 

Tt 


l 


\^ 


" + (^=SI?'"'"'''''I'+(S=^«'^"''"*' 


was  in  Verbindung  mit  53)  zu  der  folgenden  sehr  werkwärdigeii 
Formel  föhrt :  * 

cosWo  +  z-^^;;;; — ijjcostco'coswo" 
57)  co8tt)o=-r ,_     /""     '^^  ^_    , 
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Für  <ii=:±r  i«t  algo 

^    *  .         .  t 

C08lt)o=COsWo,  . 

folglich  Jt>o'=iWoy    welches .  eine  längst  bekannte    Eigenschaft 
der  stereographischen  Projection  ist.  :  - 


§,  11.  ■•  ■■   \ 

'  "  ': 

Wir  wollen  ans  eine  KegelflSchebesrchrlehen^ Zeniten,  welche 
die  KugelflSche  in  dem  vorher  betrachteten  Kugelkreise,  dessen 
sphärischer  Mittelpunkt  der  Punkt  (^toyQtQY  seivr  m»g» .  beröhrt. 
Die  Entfernung  der  Spitze  dieser  Ke^elfläche  von  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel  ist  augenscheinlich  rsec^o»!»  und  die  Coord}? 
naten  der  Spitze  sind  folglich,  pffenbar :  '     - 

rsec^oficostfo»    rsecsQyiCosßo,    rsec^o>iC08yo« 

Wenn  wir,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll,  01=  r  setzen,  so 
sind  die  Coordinaten  des  Auges  0,  0,  r.  Legen,  wir  aber  wie- 
der das  in  §.9.  gebrauchte  Coordinatensystem  zu  Grunde,  so  «Ipd 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Bildes  unsers  Kugelkreises 
Po»  9o»  o*  ^1®  Gleichungen  der  durch  die  beiden  ersten  der 
drei  so  eben  genannten  Punkte  gelegten  Geraden  sind : 

a ^  _^  y ^—r 

rsecfou  cosoq.      rsece^u  cosj?o  "~  »"secfo»!  cosyo  —  »• 
oder. 

—  (^'^^)^^^^on  cos  «0         _  (z — r)secgo,|  cos/?o , 
sec  fo>i  cosyo — 1    '  sec  £o»i  cos  yo  —  ^ 

und  soll  nun  der  dritte  der  drei  oben  genannten  Punkte  in  die- 
ser Geraden  liegen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 

(r  —  a)  sec  gQ,|  cos  «q  (r  —  g) sec  gp,!  cos  ß^ 

'^^        1 — secfojicosyo    '     "0-7-     | — secgo^cosy^ 

erfüllt  sein.  ~  Weil  offenbar  /?o  =  90^,  also  cos /?o  =  0,  und  nach 
§.  9.  auch  ^0  =  0  ist ,  so  ist  die  zweite  der  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  jedenfalls  erfüllt,  so  dass  sich  also  nur  fragt,  ob 
auch  die  erste  erfüllt  ist,  was  wir  also  jetzt  untersuchen  müssen. 

Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung^  * 
dass  immer  entweder  uqZizyo — ^**   oder   «0  =  90®  —  Yo»    folglich 
jederzeit  cosaj=:sinyo,  und  daher  die  zu  erfüllende  Gleichung 

—  (»• —  <»)  'sec  eQ,i  sin  y^ 
P^'^    I  —  secco,!  cosyo 
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Ist.    Nach  16)  und  17)  ist : 

£^a-(r-a)«       .       _   2Eo(r~-«)    .    -  .' ■       ■ 

also :  :  - 

(r — a)  sec  gp,!  sin  ytt 
•     '  1 — seccoucos^o 

2£o  (rr-a)*  secfo»! 


!', 


—  J?o*  +  (r-a)>  -  (i;««— (r  -  a)«| sec£o,i 

'    ,  2go(r-a)»8ecfo,i 

•    •      -"(r-«)«(8ecf„„+l)-£o*(secfo,i  — 1) 

_  .         2go(r-a)»      . 

(r— a)«  (1+ cos«o,i)  — -^"(l  —  «»s«brt) 

.  » 

_         '  Eo(r-a)'  .      , 

(r  —  a)«  cos  Jfo,|*  —  £;)»sin4£on*' 

*       *  ■ 

folglich  nach  40)  wirklich 

(>-i-ii)secco>i  ««"/o  * 
1 — sec€o>iCOSyo 

Die  drei  oben  genannten,  Punkte  liegen  also  in  einer  und  der- 
selben Geraden 9^~wa;ii  zu  dem  folgenden,  von  Chasles  gefunde- 
nen Satze  führt,  den^  nach  dem  Obis;en  natürlich  die  Voraus- 
Setzung  /7|  =  r  zu  Grunde  liegt : 

Bei  der  gewöhnlichen  stereographischen  Projec- 
tion,  wo  das  Auge  sichMn  d^r  Oberfläche  der  Kugel 
befindet,  ist'das  Bild  dei*  Spitze  der  die  Kugel  in  einem 
gewissen  Kugelkreia^.  berührenden  Keg^lfläche  der 
Mittelpunkt  des  Bildes  dieses  Kugelkreises. 


Von  den  in  §.  7.  entwickelten  Formeln  lässt  sich  noch  eine 
praktisch  wichtige  Anwendung  machen. 

•        * 

Wir  wollen  uns  auf  einer,  nach  stereographischer  Projection 
entworfenen  Karte  drei  Punkte  denken,  die  also  die  Bilder  ge- 
wisser Punkte  auf  der  Kugeffläcbe  sind.  Die  Entfernungen  die- 
ser Bilder  vom  Mittelpunkte  der  Tafel  seien  £Jq,  E^,  E^i  und 
ihre  Entfernungen  unter  einander  seißn  ^o^M^ii^f  ^2>o*  Alle 
diese  Entfernun);en  kennen  akf^jler  Karte  gemessen  werden,    und 


2^  ß runer t:    Neue  amlplfscA^  EnUci^kfft^  .  , 

man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,,  aus  diesen  auf  dj^r  Karle 
gemessenen  Entfernungen  den  Flächeninhalt  J  des  sphärischen 
Dreiecks  auf  der  Kugelfläche  zu  berechnen^  dessen  Spitzen  die 
drei  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Kürte  als  Bilder  ent- 
sprechen« 

Nehmen  wir  den  sphärischen  Octanten  als  Flächeneinheit, 
den  rechten  Winkel  als  Winkeleinheit  an,  so  wird  bekanntlich 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  durch  seinen  soge- 
nannten .sphärischen  Excess  ausgedrflckt,  weshalb  von  jetzt  an 
J  den  sphärischen  Excess  bezeichnen  mag.  Macli  §.  7.  sind  die 
drei  Seiten  unsers  sphäriscben  Dreiecks  durch  £o>i»  hf%9  ^sk)  ^u 
bezeichnen^  und  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  haben  wir 
für  den  sphärischen  Excess  den  folgenden  Ausdruck: 

t        \yi^  i  +  cos  gp,!.  4  cos  gl  ,a  +  cog  ^»o 
58).    .    .    cos,^-    4costgo.icosigi,acosifa,o    * 

Nach  27)  ist: 

C0Sg|,2--A  /   E.    \*  /  JS«»\*    • 

also,  wie  sich  hieraus  auf  der  Stelle  ergiebt: 

/^o>i  y 

,       2—1      \r  —  aJ 

cos  jgp,i   —  1  —  -y-jn    r"3  /  p    \ «  * 

»h(^J  Hl  +  (;i-„)  ^ 


iu(;§;)-".t(Ä)V 

i       a      1  Vr— 0/ 

C0S4g2K)'=l /y     vi: /  /r    vy    ' 

"+(Ä).«Vh:C^,).!, 


If  1  .  »f     » 
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Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen : 


rr-o 


59)    .    •    .    Uo=— ^-j    Ut  = — -,    Ua  =  — 


und 

so  ist: 

—  1  2qcbt* _i  2ui^* 

_,      __2iW__. 
cose„o-l-(l_^^^2)(i^.„^«)» 

also: 

1  +  cosfoa  +  ^^^  h*2  +  cos  e,^ 

-^•"f  (1  +  Uo*)  (1  +  Ui«)  (l  +  Ua«) 


oder: 


1  -f  cosgQa  +  cosci^  -f  cosca,o 

4 

~*-^  2(l+Uo*)(l  +  u,2)(l  +  ua«) 


Ferner  Ist: 


«0.1*  1.      •_!         "1.2* 


cos4fo,i'--l-^q— ^-^jqp^^,    cosiei^«-.  ^""a+Ui«)(l  +  q^)' 

cos^«a.o  -^■^(l  +  Ua«)(l  +  V)' 
also: 

.  cos  4f 0.1*  cos  4h V  cos  4«2»0* 

_{(Hqo^(Htit«)>no.,«ir(Ho|axUV)^u>,2«li(l+Ua»)(l4no«M^ 

(l  +  tio*)*(i  +  Ui*)*(l  +  "a«)« 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen: 

61)  .  .  vo»  =  1  +  uo«.    x>*«=  1  +  "i".    n*  =  1  +  V; 
80  ist; 


1  -f  COSgp,!  +COSg|^+C08g2iO  _^  ,        «»0»I^2* 4  «1  »«'V  +  "«10*^1  * 

4'      '  ■       ^  .=8 1  ^ ^ AJ  •,.  k-'*'" 
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und  '  :    :    .        L:  v  j.-'  *< 

.   cos  |eo,i^  C06  fi  ,a* cos  \b^ 

(io»i^  -To»Vi«)  (ai>a^  -  vi^va^)  Oig,ö*- ^Vq*) 


VoS*V2* 


Also  ist  nach  58) : 


m\      rs^  1  "y  -         ^  V^i^^2^  -"  K>l%*  +  0|^%*  +  "2H>^V|^) 


oder: 


i'> 


■V^CV^i«  -  iio„*).(Vi*Va«  -  Uj.8«)  Cv,«Vo«  -  ua.„«) 
Setzt  man  noch  der  Kürze,  wegen  :  ,    . 


<  <• 


!■»;*•» 


so  ist: 
65)  .  .  .  cosJ^=         t-l(»oaJ'tw.^g»  +  wg^^) 

Also  ist:  ,     ;       . 

.    ,  ^      (l-Wo.i»)(l-wi,a')(l-Wa,„»)-|l-Uw,,iHW,,a't^a.o*)i' 

Der  ZXhier  Ist,   wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet': 

und  folglich  nach  einer  bekamüen  Zerlegung^  w^nn  man  der  Kürze 
X(wo,i  -  Wi,2  +  Wa.o)  (wo,i  +Wi,a-Wa.o) 

■      *  ?     ■  '*,!•*'  ^      •    '  -   - 

setzt : 
Alfiio   ist: 


.      <      4 


67)  .  .   .«,^,^,^V  (I^Wo.,«)(l-w,,,»)(l-K',.o«)' 


■^  ■    *  *         *  1 
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Nach  65)  und  67)  ist  auch: 


68)     .     .    .     tang  ,J  =  2-  (wo,iH^  i,aH^2K>*) 
oder: 


69)   .  .  .   te"gi^=i=T(;;;;;iq^^^;^+;^,.o«)- 

Nach  26),  59),  60)  ist  auch: 

''"•'"'-*  \^(TTV)(r+T;?)' 

I        .     ,  .   %»0 . 

^  V(l  +  U2*)(l  +  Uo*) 

oder  nach  61): 

71)    sinifoa=+r-r-*    sm^Ci^— ±--— ,    siiii«2,o  =  ±^V 

VqVj  mV2  '^l'^O 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt,  jenacbdem  respective  die  Grössen  Vq^i,  ^v^t  »2,0  positiv 
oder  negativ  sind.  Natürlich  kann  man,  wenn  man  etwa  nach 
dreseh  Formeln  die  VViTikel  f(,'i,  ^i»2»  ^2^0  oder  die  Seiten  unsers 
sphärischen  Dreiecks  Berechnet  hat,  'naturlich  den  sphSrischen 
Exce^ss  2f  nach  allen  ^en  Formeln  berechnen,  welche  in  der  spbä- 
rischen  THgononietrie  2u  diesem  Zweck  entwickelt  zu  werden  pflegea. 

13'erechnet    man    aie   zwischen    —90®    und     +  90^   liegend^i^, 
Hulfswirikel  g)o>  .5Pir:9^a  mittelst  der  Formeln: 

^•2)   ^  .  .  UngipQ'^'uo,    tang9>i=r:?/i,    tang9a  =  W2; 

so  ist  nach  61):  ,      .  ^  .  ., 


73)  ;  .  .  .  vöiiöec^o*   >is=2'secg)i,    v'^'siznectpi; 

■  •  ■ '.      "■  •  '        *  *  « ff  >      '  t 

.-t  .•  t  •     .  ••'    .     ■    .  ■• . .    I.\'.. ;   -■     >;    •  '■■       ;  ....  ;     ..    ..  •     '    »'  • 

also  pftch  68)  iqU  ^en^elb^D  Bestimnu^ng  wegen  der  Vorzeichen  1 
wie  oben :  ;  : .  .  » 

,     ;:(.:Sin4iEo>inS.±.U(^,|COS9^€OSy,y 


ri'.|  I  t  i  ■-  .-• 


1  .  .  •  •  »      ,  ■     I  t  .**•'■ 


74)  ;.;  ;..*<sitf  5^1,2  ==+T?i52cp!^<9Pi 

V  sii},ifia>p?=dbu^ip?os;g?ftCOsg)^  ,  ^  .x< 

Ob  dii^^^r  Gegenstai^d  noch  ,ei,i^-.  weiteren  4u«fißhning  und 
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Eine  Bemerkung   fiber   die   besonderen   Anfloguiigen 
einer   Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit 

zwei  Veränderlichen. 

Von 

Herrn  Üoctor  ^  fWeiler, 

Lehrer  der  Miitheiiiatik  nn  der  höheren  Bärgerschule  zu  Mann  hei  in« 


Es  ist  bekat^nnt,  dass  die  Integration  einer  Differentialglei- 
chung mit  zwei  Veränderlichen  x  und  y  darauf  hinzielt,  alle 
möglichen  Funktionen  von  y  anzugeben ,  welche  der  Differentiaf- 
gleichung  genügen ,  wenn  man  dieselben  an  die  Stelle  von  z 
einsetzt.  Dieses  Ziel  erreicht  die  Integralrechnung  jedesmal  durch 
die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  oder  der  allgemeinsten 
endlichen  Gleichung,  woraus  die  vorliegende  Differentialgleichung 
abgeleitet  werden  kann.  Die  fraglichen  Funktionen  ergeben  sich 
alsdann  nach  einfachen  Regeln.  Doch  zerfallen  dieselben  in  zwei 
verschiedene  Klassen.  Alle  diejenigen  Funktionen,  welche  dem 
allgemeinen  Integrale  geniigen,  nachdem  man  die  darin  vorkom- 
menden willkührlichen  Grussen  irgend  wie  spezialisirt  hat,  gehS* 
renin  die  erste  Klasse,  tind  heissen  besondere  Integrale.  Irt  die 
andere  Klasse  rechnet  man  alle  diejenigen  Funktionen;  welche 
zwar  der  Differentialgleichung,  nicht  aber  dem  ajigeilieinen  Inte- 
grale  genügen,  wie  man  auch  immer  die  willkührlichen  Bestfin- 
digen  darin  angeben  mag.  Man  hat  diese  letzteren  FunktioneD 
besondere  Auflösungen  der  Differentlalgieichnng  genannt. 

In  den  vorliegenden  Zellen  beabsichtige  ich,  auf  einen  Üm- 
bUM  auMeMäk  w  iiMheh,  wetcUer  b^i  der  Becrtiiiittitthg^  def 
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besonderen  Auflösungen  einer  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  nicht  übersehen  werden  darf.  Es  sei  desshalb  a  =  6 
das  zweite  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung mit  zwei  Veränderlichen ;  c  sei  die  willkuhrliche  Beständige 
and  a  eine  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  z  und  y  und  der 
zweiten  wlllkuhrlichen  Beständigen  6.  Wenn  dies  zweite  Integral 
In  der' Form 

«i(«— p)™  +  «a  =  c 

auftritt,  worin  Oi  und  oc^  wieder  Funktionen  von  z,  y  und  b  sind, 
p  aber  eine  Funktion  von  y  und  b,  und  m  eine  zwischen  0  und  1 
liegende  Zahl  vorstellt,  so  genögt  man  bekanntlich  durch  2  =p 
der  entsprechenden  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung« 
Man  weiss  auch,  dass  diese  Eigenschaft  niemals  verloren  gebt, 
wenn  irgend  ein  Faktor  aus  der  Differentialgleichung 

.«.(,-p)-.(.'-p')  +  (S'.'  +  §)(-P)'-+$^'  +  f»=0 

wegfällt.  Da  aber  die  Gleichung  z  =  p  in  keiner  Weise  der  In« 
tegralform  a=rc  Genüge  leistet,  so  ist  dieselbe  eine  besondere 
Auflösung  der  vorliegenden  Differentialgleichung. 

Um  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  darzustel- 
len,  deren  allgemeines  Integral  in  der  Form  a  =  c  angeschrieben 
worden  ist,  so  hat  man  die  obige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  in  der  Weise  zu  differentiireu,  dass  dadurch  auch  die 
andere  willkuhrliche  Beständige  b  zum  Verschwinden  kommt. 
Setzt  man  abkürzend  z  —  /?  =  «>  so  schreibt  man  jene  Gleichung 
in  der  Form: 

Durch  die  Differentiation  entsteht: 

2. 

'^^^Vf       *VT   s\dz*  +  dyj+dz  *  +dz^^    '*'^dld^'^+dy^ 

Man  erhält  aber  die  erwähnte  Differentialgleichung  der  zwei«' 
ten  Ordnung  a^icb  dadurch,  dass  man  aus  den  beiden  Gleichun« 
gen  1.  und  2.  die  willkuhrliche  Beständige  eliminirt.    Wenn  null 

die  Grosse  s  nur  in  den  Quotienten  —  lind  —  vorkäme,  so  witrde 
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in  allen  Fällen  « =:  0  der ,  so  entätebenden  Differentialgleichong 
der  zweiten  Ordnung  Genüge  leisten.  Da  aber  $  aucb  in  solcher 
\iyeise  vorkommt 9  dass  für  5  =  0  gewisse  Glieder  der  Gleichnn* 
gen  1.  und  2.  den  Werth  00  annehmen^  so  kann  es  vorkoromcui» 
dass  durch  die  Elimination  von  6  in  der  neuen  Gleichung  Glieder 
entstehen,  welche  für  5=0  einen  endlichen  Werth  erhalten,  ^äh* 
rend  alle  übrigen  Glieder  für  5  =  0  verschwinden.  Daraus  iolg^» 
dass  es  Fälle  giebt,  wo  die  Gleichung  5  =  0  oder  z=^p  der  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  nicht  mehr  genügt,  wäh« 
rend  doch  diese  Gleichung  als  besondere  Auflösung  der  Diffe» 
rentialgleichung  der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden  inäss« 
Diesen  Umstand  also  bat  man  zu  beachten,  wenn  es  aiif  die  Be- 
stimmung der  besonderen  Auflösungen  einer  Differedtialgleichung 
del*  zweiten  Ordnung  ankommt. 

Es  sei  z.  B.  ' 

V'i«— ^2  ^  ^  -3  ay  +  c 

das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung,  so  dass  b  und  e  die  willkührlichen  Beständigen  vor- 
stellen.   Durch  die  Differentiation  entsteht  die  Gleichung  s 

22'— y  =  a  V"««  -y  +"6, 

für  welche  die  besondere  Auflösung  z^=^>-— 6  besteht.  Um 
durch  die  zweite  Differentiation  die  Beständige  b  wegzuschaffen, 
SQ  schreibe  man  diese  Gleichung  in  der  Form : 

(zz' — y)2  =  a«(2«  -  y2  ^  ft). 
Die  Differentiation  führt  auf:  .      ' 

izi'-y)  (2z"  +  z'2-l)  =  a2(zz'-y), 

oder  auch,  wenn  man  den  gemeinsamen  Faktor  %%'  —  y  streicht, 
auf  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung : 

iz"  +  2*2  =  1  +  a«, 

der  man  offenbar  nicht  mehr  durch  %^z=y^  —  b  genügt. 

Das  Vorstehende  enthält  zugleich  die  Berichtigung  einer  ^ite^le 
in  meiner  Abhandlung  über  Integration  der  Differentialgleichabgen 
erster  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen,  welche.  In 
dem  29sten  Theile  dieses  Archivs  erschienen  ist  DoYt  Ji^ 
nämlich  (S.  50.  Zeile  4 — 8)  der  hier  auseinandergesetzte  Umstand 
übersehen  uiid  als  ansgeiiiacht  angenommen,  dass  jede  Funiction  von 
^V  welche  an  der  Stelle  von  z  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  genügt,  auch  die  daraus  abgeleitete  Differentialgleichung 
dgrjBweiten  Ordnung  befriedige. 
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Die  Radien  der  in/  und  um  die  regulären«'  Polyedec 

beschriebenen  Kugelti«    "  '      '' 

'' '-  •■■  Von        -  :■  ■■..•-   .  :^ 

Herrn  Doelor  J?<  SormiHi^r 

au«  Ccblenz  "![)•  ^  ,     n. 

•  ■  i  .  ■    -.  •-'     *  •  ■  .i\  i  •       .     .   ..  I 

:  .  ■      .  '\\    ":;'  •>    ■  -.ir»  Im?  s*  i«! 

Ich  gebe  hier  eine  Methode  der 'Auffindung  dieser  Radien« 
die  mir  die  einfachste  zu  sein  scheint.    Sie  beruht  auf  dem  Satze; 

»yWenn  man  die  Mittelpunkte  der  anstossenden  Flächen 
eines  regulären  Polyeders  mit  F  Flächen  und  E  Ecken 
durch  Kanten  verbindet ,  so  erhält  man  ein  reguläres 
Polyeder  mit  JE  Flächen  und  F  Ecken." 

La  Fremoire  (ubers.. von  Kaufmann)  führt  diesen  Säte  in 
seioer. »Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  ".jauch  an, 

M-s.vii.44.  .  ..      ■■;.;■.;; 

Def  erstere  dieser  regulären  Körper  sei  diev -primltife/  dlet 
anjder^  der  abgeleitete;  betrachtet  man  diesen  letzter^p,  wieder 
als  priniitifen  Körper  und  leitet  einen  dritten  Körper  ab^^o  fkiist 
sich  leicht  zeigen,  dass  diesem  letztere  dem  ersteren  |lb|il|cli  .i^ 
hierauf  stützt  sich  die  Herleitung.  ^  .     i 

Die  Kante  des  ersten  Körpers  sqi  a,  die  des  zweiten  6,  die 
des  dritten  e;  ß  sei  der  Radius  der  uihbe^rchrlebenen  Kugel,  r 
der  der  etnbeschriebenen  Kugel;  der  Peutlicbkeit  wegen  füge  leb 
diesem  letzten  oben  die  K^nte  und  unten  die  Anzahl  der  FlkcheQ 
des  Polyeders  bei,  so  dass 

.  JS  den.  Radius  deri\i|i  4en\  er^^pp  ,Kurp^r  be9chrl[f.^en^A 

*)  Dem  ll^ratta|/ebM*%A4-€r4«f  fei^andlA-      ''•^    *  y'^zju<^,0^\  i^ 
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h 
T  den  Radius  der  In  den  zweiten  KSrper  beschriebenen 

Kugel 

anseigt.  Ferner  sei  q  die  LSnge  des  Radius  des  Kreises,  den 
man  in  eine  der  Seitenflächen  dieser  Korper  beschreiben  kann. 
Ich  nehme  an,  der  erste  Körper  habe  als  Seitenflächen  lauter 
Polygone  von  m  Seiten»  der  zweite  lauter  solche  von  n  Seiten^ 
dann  hat_der  dritte  wieder  solche  von  m  Seiten;  diese  Anzahl 
ii^-S^Heii  hünge^^kh  dem^  an,  während  oben  die  Kante  ange*^ 
deutet  ist;  so  ist  also  z.  B. 

h 
Q  der  Radius  des  Kreises,  den  man  in  die  Seitenfläche 

fi 

des  zweiten. Koppers  beschreiben  kann. 

Als  erste  Relation  ergibt  sieh  nun  direct^  weil  die  in  den  primi« 
tifen  Korper  beschriebene  Kugel  gleichzeitig  für -den  abgeleiteten 
Körper  umbeschrieben  ist: 


t  • 


a 

b 

r  Ä 

R; 

F 

B 

b     . 

0 

r  = 

B. 

E 

F 

*  *  •  ■    . 

•  r  =  Ä.  .  (2) 

Eine  zweite  Beziehung  findet  sich  auf  folgende  Art:  Es  sei 
O  der  MUteIpbAkt  der  beiden  Kugeln,  C  und  C"  seien  die' Mit- 
t^Ühkie  zweier  anstossender  Seltenflächen  des  primldfen  KSf«' 
pers,  ST  sei  die  Kante  dieser  Seitenflächen,  D  der  flalbintngih 
ffiliktL'difRer  ^aiftte;  4ie;  Länge  der  Kante  sei  gleich  k\  ifapp  ist 

djiX^'cb^'^q.    Si>=Ti)=i&,    OC=OC'=r,   OS=Ot=R} 

CC^  iäi'  Hiih  die  Käl]t(9  des' labgeleiteten  KS^rfibrs;  ihre  Länge '»«t 
L    Es  ist  ferner 


»;;:  ..     .     .     • 

I  ■     • 


obf=  V  ö^-D^  =  VäOja» 


;  » .•   -  M 


ber  doppelte  Inhalt  des  rechtwinkligen  Dreiecks  OCD  ht  n^ü 
ieicä{'äuf  zwei  Arten  au^drückbar:  er  ist  1)  gleich  OCj^Olll 
oder  gleich  vq  und  2)  gleich  OD  mal  dem  Perpendikel,  Vbii  & 
auf  OP  geföjlt.  Dieses  letztere  Perpendikel  ist  aber  gleich  dem- 
jeni^^fi',  welches. mäh  -Von  C*  auf  Oi9  föllt,  nnd  da  beide  zusam- 
men die  Linie  CC  bilden,  so  hat  man  jedes  der  Perpendikel 
=:iCC',  d.h.  iL  Man  hat  daher  so  den  doppelten  Inhalt  von 
A  OCD=\l.  Vä»-!^,   und  daher  die  Gleichung:  ^  , 
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rp  =  J/VÄ*-lÄ«  oder  4r«^«=i»(iZ«— J*»).  » 

Betrachtet  man  nun  zuerst  den  ersten  Körper  als  primitifen  und 
nachher  den  zureiten  als  primitifen  >  so  ergeben  sich  die  zwei 
Gleichungen : 

4(r")«.(^")*=6»(Ä'»-J),  (3) 

Reducirt  man  nun  alle  diese  Radien  auf  die  Länge  der  Kante>^ar 
80  findet  man»  wenn  X  der  allgemeine  Repräsentant  dieser 
Ri  r,  Q  ist,  vermöge  der  Proportionen: 

nun 

a      *  a 

Fuhrt  man  diese  Reductionen  ein  in  die  Gleichungen  (I)  bis  (4)» 
80  entsteht,  wenn  man  nun  die  Buchstaben  a  ganz  weglässt»  wo 
man  sie  über  den  Radien  angebracht  hat,  da  diese  Radien  sich 
jetzt  alle  auf  die  Länge  der  Kante  a  beziehen: 

bR  ^^  ar  \    cR  ^=br  » 
B         P  F         B 

F     m  F        4 

46«rV=:c«a«(Ä«-~). 

E  n  JT       4 

ff 

Aus  den  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  ergibt  sich: 

bRs  c  r% 

F        a        E     o       ^ 

dies  in  die  letzten  beiden  Gleicbangen  gesetzt,  gibt: 

S  m  F         * 

4Ä«fl«=fl*(Ä«--?); 

F  n  E         * 

woraiu  sieb  ergibt : 

p,_     g*(o»+4g«.«)    .  ' 

^-4[aM4(^!^*  ^ 
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m 

der  Werth  vonJB^  ergibt  sich  durch  Teftaosehung  yon  m  und  n. 

E 

1     -  Beaeicfaneft  man  mit  P  den,  Radius  des  Kreises,  den  man  nm 

eine  Selteiifläcbe  beschreiben  kann,   so   ist  P^^q^^-^,  daher 
AP^=:iQ^  +  a^,   folglich  ist  dann: 

Um  r  zu  finden,  benutzt  mati  die  Beziehung;  Ä^  =  r*+P*,  die 
allen  regulären  Körpern  eigenthiimlich  ist,  und  findet  mit  Hülfe 
des 'gefundenenr  ß  nun; 


(II) 


Fär  den  Fall  des  Tetraeders  ergibt  sich  eine  Vereinfachung  fiSr 
/2,  da  dies  ein  regulärer  Korper  ist,  und  zwar  der  einzige,  bei 
welchem  der  abgeleitete  Körper  direct  schon  dem  primitifen  ähn- 
lich Ist;   es  ist  für  dasselbe  m^^n,  daher  dann 


'4 


o  -7 


-4(a*  +  4e,«)' 


ivSe  man  am- einfachsten  •  aus  dem  Weithe  (5)  ersieht. 

Man  kann  auch  die  Crieichungen  (1)  und  (11)  benutzen,  um 
zu  zeigen,  dass  nur  fünf  reguläre  Körper  möglich  sind.  Da  näm- 
lich r  das  Perpendikel  von  O  auf  die  Seitenfläche  ist,  so  bat  man 
r  kleiner  als  R;  dadurch  entsteht  die  Bedingung  der  Möglichkeit 
för  Polyeder,  vermöge  (1)  und  (11) : 

a*  >  16^1»^ i>fi*    oder   a^  >  igmQn» 

-1      ^  a         180O        .  a         180O  _ 

oder  da  Qm  =  \\  cotg  -—  und ,  ßn  =  k  cotg  — -  ist : 

.  w      .  180«  180»     j  ^         /180O  .  180o\     ^ 

l>cotg-^cotg--^,    d.  h.  cos^-^  +— J<0. 

18Ö<>  180®     .  '•    ' 

Mithin,  weil   — -  und  -— beide  positive  Werthe  haben  und  spitze 

Winkel  sind : 

'JO! ^  180:' > 900  oder    l  +  l>i.  (6) 

Nun  sind  aber  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  dnd  im  Minimitiii 
gleich  3,  wodurch  sich  die  fänf  Zusammenstellungen  für  m  und  n 
ergeben:    3,  3;   3,  4;i?,6>  4,  3;   5,  3. 
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Zwischen   m,n,  F,  E   bestehen  vermöge  des  Euler'schen 
Satzes  die  Beziehungen: 

Anzahl  der  Kanten  =  F  +  JE  —  2  =  JwiF  =  InÄ, 

woher  sich  fär  die  schon  bestimmten  Werthe  von  m  und  n  pao 
ergeben : 


F  = 


im 


,    £  = 


in 


2(m+«) — mn*  ^(m  +  n)-^wm* 


/ 


wp  der  Nenner  2(?it  4  ^)  —  ^^  nur  für  die  fünf  angegebenep  Werf  ho 
von  m  and  n  positiv  bleibt,  da  die  Bedingung  2(??il-|- it)  —  m^>4^ 
identisch  mit  (6)  ist 


•••|,    ! 


Ich  habe  diese  Behandlung  dieses  Gegenstandes  in  der  Sitzung 
der  Soci^t^  physique  et  de  i'histoire  naturelle  d^e  Ger 
növe  am  2ten  Dezember  1858  vorgelesen. 


■  i 


.'. 


I    »— 


( 


XXVI II. 

Beweis   der  allgemeinen   Gültigkeit  der  Formeln 

oos  (a -f  j9)  ==  cos  CK  cos /} — sin  «  sin  j?. 

Von 

Herrn   Dr.   Carl  Spitz, 

Lehrer  am  Polyteciinikuiii   zu  Carlgruhe.    !* 


1.     Bei  Gelegenheit   der  Bearbeitung  eines  Lehrbuches  der 
ebenen  Trigonometrie  fär  den  Schulgebraucb  *)  sah  ich  mich  ver 
gebens   in  Büchern    und  Zeitschriften    nach    einem    allgemeinen 
Beweis  der  Gültigkeit  der  Formeln 


*)  Dasselbe  ist    in   der   C.  F.  Winter'schen    Verlagshandlung    in 
Leipiig  erschienen. 
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sin(a-f  ß)x=:8inocos|9-f  cosasin^, 

cos(a  f  j3)=cosacosj3— sinasinj? 

um,  welcher  zur  Aufnahme  in  ein  solches  Buch  geeignet  gewesen 
wäre.  In  einem  grossen  Theile  der  vorhandenen  Lehrbücher  fin- 
den sich  nicht  einmal  Beweise  der  Allgemeinheit  dieser  för  spe« 
cielle  Annahmen  entwickeilen  goniometrischen  Formeln ,  wohl  aber 
die  Anwendungen  derselben  auf  die  allgemeinsten  Voraussetzun- 
Mn>  gleichsam  als  verstehe  sich  die  Allgemeinheit  der  erhaltenen^ 
Kesultäfe  von  selbst;  in  anderen  dagegen  sind  zwar  Beweise 
daf&r  gegeben,  aber  alle  stimmen  darin  übereln,  dass  zuerst  die 
GOltiglEelt  der  fraglichen  Formel  för  den  Fall  dargethan  wird,  wo 

tt  +  /'<2»   ^™   alsdann  aus   dieser  in  Verbindung  mit '  anderen, 

zwar  früher  schon,  aber  durch  Einzelbetrachtungen  allge- 
mein erwiesenen  Relationen,  die  Richtigkeit  für  alle  innerhalb 
der  vier  ersten  Quadranten  liegenden  Werthe  von  a  und  ß  nach- 
zuweisen, wobei  es  dann  nothwendig  wird,  wenn  q>  und  if;  zwei 
spitze  Winkel  bezeichnen,  den  Beweis  für  jeden  der  nachstehen- 
den 10  Fälle  besonders  zu  führen,  nämlich  für: 


1)  tt — 9            und  ß  — 1|;, 

6)  a — TT +  9    und  ß — n — 1|;, 

2)  «— TT— g>      .,     /J  — ij;. 

* 

7)  et     2n — q>     „     |S=jr — i/;. 

3)    «rrrt  +  9        «      /^  =  *> 

8)  a=7r+9       „     /5=jr  +  i/;, 

4)  a— 2»— 9    „     jS  — tf;, 

9)  a=27i;  — 9     „     ßz=zn-\"^. 

ö)  «  =  2jt  +  9    „     ßzzin  — 

.-^j;. 

10)  «  =  2^—9     „     ^==2ä— 1/;. 

Diese  Beweisart  bietet  allerdings  keinerlei  Schwierigkeiten  dar 
und  wird  sich  darum  auch  immerhin  in  den  Lehrbüchern  behaup- 
ten. Der  Umstand  aber,  dass  dieser  Nachweis  zu  sehr  durch 
Einzelbetrachtungen  zersplittert  wird ,  berechtigt  mich  zu  der  Hoff- 
nung, dass  der  nachfolgende  elementare  Beweis  den  Lesern  die- 
ses Journals  nicht  unangenehm  sein  werde. 

2.    Bekanntlich  ist: 

sin^  —  +  I ,  cos^  =0, 

sin2h3=0,  cos2ä-  =  -— 1, 

sin3j?-=  —  1,  cos35-  =  0, 

Sin45-=:0;  cos4;y  =  +  l; 


tin(m-^)s^iftaciiMfi^€Wumlafi  r  cM(«^/9>sso«MMi^-T«iwilV/'*  SSÖ' 


und  allgemein: 

^  n 

8in{4ii  +  l)|  =  +  l,[     (I) 
8ln(4n  +  3)|=— 1. 


n 


ca8(2ii  +  l)js:Q, 


.  .■ » 


co8(4ii  +  2)|=5-l,  >    (2) 


COSiftQ-^  -f  !• 


Die  oachfolgeode  Betrachtung  macht  es  nan  nothwendig»  die 
Ponyeln  (1),  ao  me  auch  die  Forni.elp  (2)^  Ip  ein|e^ej97s|ge, zu- 
sammenzufassen. 


n  .■    .. 


j{r=  ♦ 


Um  zunächst  die  drei  Gleichungen  (1)  in  eine  einzige  zusam- 
menzuziehen,   ersehen  wir  sogfeiQh,    dass,  wenn  a  eine  positive 
gan^e  Zahl  bedeutet,  die  zu  suchende  Formel  sein  wird: 


■  \ 


wenn  a  gerade; 


1)    8inY=0. 


2)    8ln^=+l, 
a— 1 


_  .    \ 


':(:i     -'.i 


wenn  a  =  4n+l,    also    —^z=i2n  oder  gerade; 


3)    8ln?^  =  -l, 


wenn  a=4»i  +  3,   also    —55 — 2=2n-f  1  oder  ungerade  ist  —  Wir 

haben  daher  eine  Function  der  Zahl  a  zu  finden,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  sie  för  ein  gerades  a  Null,   ffir  ein  unge- 

- I 

rades  a  aber  +1  oder  — 1  wird,  je  nachdem  — 5—  gerade  oder 
ungerade  ist.  "  i"  '/ 

Stellen  wir  an  die  Function  zuerst  nur  die  Bedingung,  dass 
sie  für  ein  gerades  a  Null,  fiir  ein  ungerades  a  aber  -f  1 
werde,  so  erhalten  wir  als  einfachste  dieser  Art: 

Soll  diese  Fonction  nun  auch  noch  die  swelte  Bedioguilg  erfOl- 
len,   nMmlich  för  —^gerade  In  +1  und  für  -o—  ungerade 

in  —1  fiberzugehen,  so  bietet  sich  uns  dafür  ß\B  die  einfachste 
die  Function  ••''^''     '■■    .^ 
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(-1)*    ....(V) 

dar.    Multipliciren  wir  demnach   die  Functionen  (f^)  und  (v)  mit 
einander,  so  hat  offenbar 

-■.■•.'  tri      j  I  ..-   ■  .  . 


:  ....  ..^««^f  =  .i[l-(-J>^](-l)".^.  .. 


die  zwei I Eigenschaften  zugleich^  und  wir  kSnnen  dahjer  setzen: 

•*     !    -  ■  ...  1    ■      • 

—  iri— ./'— .^^a^/'_^ 

öiier»  'M>Un^w1r  der  kürze' we^geh  die  rechte  Seite  dii^ser 'Glei- 
chung durch   (Ta   bezeichnen ,  ' 

'  ■  .  .  ..  ■ 

Wir  erkennen  nun  leicht,  dass  in  der  Function  <Sa  der  Aus- 

druck  ( — I)  ^  für  ein  gerades  a  imaginär  und  zweiwerthig  wird. 
Die  Function  (Sa  würde  somit  in  diesem  Falle  selbst  zweideutig 
erscheinen,  wenn  nicht  eben  für  diese  Annahme  von  a  der  andere 
Factor  von  <Sa  in  Null  übierginge.     £s   ist  hiernach  also  einerlei, 

welchen  der  zwei  Werthe  man  dem  Ausdrucke  ( — 1)  *     beilegt. 

Um  nun  ebenso  die   drei  Gleichungen  (2)   in   eine  einzige 
zusammenzufassen,    ersehen  wir,    dass  dieselbe  sein  wird: 


an 


wenq  a  ungerade; 


1)    cos-^=0. 


2)    cos-H^  =  -l, 


wenn   ^  ungerade; 


3)    cos  -^'  =  +  1 , 


wenn    ^gerade 

ist.    Wii^^haben  detfiMäch  eine  zweite  Function  von  a  zu  suchen» 
welcher  die  Eigenschaft  zukommt/  dass  sie  für  ein  gerades  a 

Mu(l,  iffir  ein  ungerades  a  aber  -f1  oder  —1  wird,  je  nachdem 

•  ■ .    » 

o   ungerade  oder  gerade  ist. 


•in  (a4^)«^  aingi  oai^-fsi^df«  tißß, ,-.  w»  («+/0  c?:  «MMr^^^S-^  ^10  Jiin/f .  JftJ 


lüiegen  .>^ir  .defiFoüctiob:  wfedlei;.  nur,  tli/9  I9r8t(h  Eigen^pbaft  ,bei# 
•ohisftldiQTeififadhate  der  ;Art;    11:,::.  .  : ü       i^    ...i 

**  I      -    »  ^  .  _     . 

und  ebenso  fiiidfQ.\%ir.a)s..  einfach;s^e  Function  von  der  zweiten 
Eigenschaft:  '^ 

Folglich  Icönnen  wir  schi^eifoeii : ;  - 

an  - 

cos-^i=j(i+r(-.i)«](-i)«, 

oder,    wenn  wir  wieder  die  rechte  Seite   dieser  Gfei'chung'df&'f<ib 

Va  bezeichnen:       »   •  1^^ 

-•     ,  I  ...•-     ■■■■'..       -     • 
•        ^    an 

cos  -A-  =  Va« 

2       '  '  'I» 


*  ■ 

Wir  bemerken  auch  {hier  wieder j.  das«  die  Function  y  ^r  ein 
ungerades  a  imaginär  und  zweideutig  erscheinen  würde 9  wenn 
nicht  gerade  in   diesem   Falle  der  Factor   ^1-4- (-^J)*]    in  NiitI 


! 


überginge,  und  dass  es  also  einerlei  ist,  was  man  unter  ( — 1)^ 
versteht,  im  Falle  Ulit^sei*  'Alüisdriick  in  Forni  einer  gebrocbenen 
Potenz  erscheint.  Wir  dürfen  daher  mit  den  beiden  Functionen 
ffa'fitid  ym  genau  iebenso:  Verfahren,  als  wenn  sie  stets  eindeutig 
wären. 


{ t 


3.  Zwei  Eigenschaften  der  beiden^  Functionen  öa  und  ya  sind 
es  nun  insbesondere»  welöhe'  uns  b^i  dem  vorliegenden  Beweise 
wesentliche  Dienste  leisten.  Wir  wollen,  um  später  den  Zusam- 
menhang nicht  unterbrechen  zu  müssen, 'sogleich  dcu  dbi^n  EAt^ 
Wickelung  .übergeh.en,     ... ,  ^.o  r=  . . 

Sind  a  und„6:|>.4siUve  ganze  21abl«A,  /sa, hat  man : , 

aa=:l[l-(-l)«](-l)^, 

»-1 

y»  =  i[H-(-.l)«](^l)i. 

■'Wir  haben  •schon  oben^benieAt?  d«86  zwar  Factoren  der  Aas- 


2d6      Sp1i% :   Bewea  der  oUgemHnm  MUÜfkßti  der  F^mrwiUm 

drficke  tr«,  y«»  ci,  yi  nnbestimmt  werden  kSnneii;  dieses  jedoch 
die  Bestimmtheit  der  Functionen  nicht  beeintricbtigt«  In-^der 
Folge  wollen  wir  aber,  sobald  die  Factoren 

(-!)•  ,    (-1)».    (-1)«.   (-1)« 

unbestimmt  werden,  unter  denselben  immer  einerlei  Werth  ver- 
stehen»    und  annehmen  9   es  sei 

(-i)i=  +  V=i, 

also  auch 

(-.  1)1  (-.1)4=1-1;  ■ 

4ann  finden  die  Gleichungen  statt : 

(-!)•  .(-1)«  =(-IX    • 
and        / 

6-^  a  a^6-l 

(-1)»  .(-!)*  i=(-.i)  *  .     ■ 

Bilden  wir  jetxt  den  Ausdruck    .   . 

Oafh  +  ymOh$ 

■  ■  •  ■  .  "  ■ 

ao  erhalten  wir  daflBr  mit  aller  Beetininitbeit : 

j(-l)~s^l[l-(-l)«][H- (-1)*] +  [l-(-l)»][l+(-- l)^]l 

oder 

o+»-l 

4(-i)     ■•     [l-(--l)H-*]  =  0H^,: 
so  dass  wir  nun  haben: 

fiafh  +  ya<Jft  =  <r«+».    .    *.'..-*     (8) 
Unter  denselben  Voraussetzungen  wie  vorhin  Ist: 

.(-.l)«.(-l)ä  =  (-I)-^, 
(_  1)V .  (_  1)T  :=  _  (_  l).+6. 

Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 
so  gelangen  wir  su  der  Gleichung 


r    ./ 


•ln(fi'f^s»alimfl!^'|-ciiMi«lii/9,  mM(fi-f/?)s=eoMico«/?-~«iii«tlii/?.ä90 


n 


4.    Bemerken   wir  nun   ferner,    dass  tut   val.  abs.  a<^    die 
Relationen   stattflnden : 


snia=:sina9 


9S. 


8in(a4-   ^)  =  eoso» 

n 
sin  («  +  2  2  )==  —  «in«. 

8in(a-f  3^)=: — cosa, 
6in(a-f  4^)=8ina; 


cos  a=i:  cosa. 


n 


co8(« -|-    o")= — sin«. 


COH  («  +  25^)^"^  COS.«, 


TT 

cos(a+  4^-)=co8a; 


und  allgemein: 


sin(a  +  4nä-)       =:sina,       i 


JT. 


co8(a  +  4it<r)      =cosa. 


7C^ 


sin[a+(4n+l)2]=cosa,     I  cos[a+(4«+l)tj]  = — sin«, 

.   '/  (5)  V  (6) 

8in[a+(4n+2)5-]=:  — sin«,  I  co8[«-|-(4n+2)^-]=  —  cos«, 


TT  I  üt 

8lt)[a+(4n-|3)2]  =  — cos«;  |  C08[a-|-(4nHh3)(rJ=sina; 


j        I 


lind  suchen  wir  wieder  sowohl  die  Relationen  (5),  als  auch  (6), 
je  in  eine  einzige  Gleichung  zusammenzufassen;  so  erhalten  wir 
zimächst  (ur  die  ersteren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  immer 
noch  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet: 

1)    sin(a-f  "^)  =  8ina. 


wenn  n  gerade  und    x^  gerade; 


•         • 


an,         n 


2)    sin(a+  -2)  =  — .sin« 


a 


wenn  a  gerade,   a)l)er    5-  ungerade; 


SCX)  -.   8pU%:'  Beweis  der  Mgemeitum  eüii^kßii  äer  fwHfßflm  ■■ 

07t 
3)    Hill'(a  +  rg-)  =  cos  «i   ■     ■'    .äV!     -li       .1 


•   • 


Heim  a   ungerade,  aber  —7,—  gerade; 


■  it 


an 


4)  '«in(a  +  -2-)  =— eoa^ä,  ♦ 

I 

wenn  a"dngeradei  und  ^ö~   ungerade'lst. ■  - 

Setzen  wir  nun 

an 
6in(a-f  "ö")  =  8ina.;r  +  eo8«.y, 

.•.■--  ■  ■  .  .    t  ■«  _    ■     , 

80  gehen  die  Eigenschaften,    welche  a:  und  ^  besitzen  niiissen» 

aus  folgender  Zusammenstellung  hervor: 

•     •  . 

a  gerade ^=0, 

und  dabei 


'.  -:.. 


a  j  - 

rt"  gerade     .    .     .     .    a:=  +  l, 

.  ■  ■•       •  "    » 

rt   ungerade     .     .    .    x-^. —  1; 

a  ungerade    .    .    - a:  =  0, 

und  dabei 

-o—  gerade    ...    ^=  +  1, 

..-■.:••'■  .       • .       i   ■  ■  ■■  ■   ■  :         • 

'    •  -  . .    a-^l  .  ,   .  _ 

o     ungerade     .    .    w= — I. 

!•■.■-  ...  ■.••  ^'.■■ 

Stellen  wir  nun,  der  besseren  Uebersicht  wegen,  auch  die 
Eigenschaften  der  zwei  Functionen  Ca  und  ya  in  ähnlicher  Weise 
zusammen,   wie  folgt: 

a  gerade  .........    Ca^=0, 

und  dabei 

j  gerade    ....    yo=+l, 
^ungerade-.    .!    ,  .j^=^-4-l5 


a  ubgerade. ......     .....     ^«=0, 

und  dabei 

a — 1  , 

'  :  2      gerade  -i^-r.    .     aa=  +  1, 

a— -1 
•  ^  »    Q    •  ungerade:  •.    .    <;«= —  l; 

so  ergibt  sich  •durch.  Vergleicbung,  dass  gesetzt  werden  kann : 

Wir  erhalten  daher    . 

j    I  ftui.(a  -j-  -Q-/  *=  sin  a.ya  +  cos a,  Oa» 

...    Um!'niois..ai|(:{ftbnlich^:.Weise   die  Gleichungen  (6)    in'eif)^ 
einzige  zusamoi6n;EUSsiebent^  haben  »*ir:   :: 


■  •  -1 


I)    cos  (a  +  -ä")  =  cos  of 


vienn  a  gerade  und   5-  gerade.; 


2)    co8(a  + y)=-cos«, 


,VV^.:.'  a       l    . 


i^enn  a  gerade»    aber  ^  ungerade; 

:     ■    ,.  ,:,.;  ,'.     -7  .■3)..,cp8(«,ti:f:)=f-»|n«,, 

1  . 

«  ■ 

wenn  a  ungerade,   aber    „q      gerade; 


; ' I  ■  ff 


an 


■"•i  Är^'^'W^  •' ■  vi'""   !--fi:  i«n^'^'    ,Ho!^i-  -j^J-  i-i  ^.  ,    .    .  .-,  i;:.;, 
Wir  können  demnach  setzen  t 

cos(a  +  -^)  =  cosc(.;r  -l-'sina.^, 

1      ■  '      •      i    '■      '  ■  ••     I  ■      !  r 

il^e'die  FühcttMibi.^  «ud.  i^  iurqfi  ja  -Ctlg^ndeBilBedtiigaBf^eii  g«ti*«f 
gen  mOssen:  .i:,M..  m;;;....  m  ».Mo'?,;:.,,i  r*«ij-jii<.»:;*iii»;  «il^ 


aOS      8pn% :    BemHt  der  nii§eme1mn  eütügkeU  d^  Fwm^m 

a  gerade yssO, 

und  dabei 

2  gerade    ....    ar=s  +  1 , 

2  QHgerade     ....  j;=— 1; 

«  ungerade  •    •    .         ...    .    .    dSssÖ» 

und  dabei 

•  — 2~  gerade   .    •    .    jfBs— I^ 

a  — I  . 

—5— ungerade   .    .    y  =  -f]. 

Verj^leichen  wir  diese  Resultate  wieder  mit  obigem  Schema  Ar 
Cm  und  y«y  so  ergibt  sich,   dass  gesetzt  werden  kannt 

wodurch  wir  erhalten: 

cos  (a  +  -^) = cos  a .  j^«— sin  a.aa« 

Wir  haben  also  folgende  zwei  Formeln : 

an 
sin  (a  +  •^)  =  sin  «.y«  +  cos  «.tf« ,  ....    (7) 

cos(a+ -^-)=cosa.y«^-sma.<r«,    .    .    .- .    (^ 

welche  gfiltig  sind  fSr  jedeir  positiven  ganzeo  Wertb  von  a»  und 
wofär  wir  auch  schreiben  können: 

Q,%  Qfc  nn 

sin(o  +  -^)=  sin  «cos -5"  +cosasin-Ä-» 

cos(a  +  -ov=cosaco«-3-  — -smasm  -«"  • 

Aus  Vorstehendem  erkennen  wir»  dass  die  Formeln  f&r  Bin(m^ß) 
und  cos(a-f  ^  offenbar  gelten »  wenn  tf  <a  und  ß  ein  ganzes  po- 

sitives  Vielfaches  von  »    ist 

5.  Gehen  wir  nun  zu  dem  Fall  über,  wo  u  und  ß  beliebige 
positive  Winkel  bedeuten,  und  zeigen,  dass  auch  für  diesen  Füll 
die  aufgeistellten  Relationen  gfiltig  sind. 


,8mtis/BU  4f  ir  sn  diesein^  Ende 


a 


=  a'  +  ^,    ^=/J'  +  -3^, 


7t 

WO  a^  und  ^^  absolut  genommen  kleiner  als  j  sind^  und  a  und  6 
positive  ganae  Zahlen  bedeuten,  und  setzen  uir  der  Kürze  halber 

80  ist  auch  c  eine  positive  ganze  Zahl,   und 

WO  val.  abs.  («'  +  /J')  <  g-* 

Wenden  wir  nun  die  Formeln  (7)  und  (8)  auf  die  Entnicke- 
iung  von 

sin  ,  .  .  an        sin  ,_  ,  äjt^      sin  ,  ,  .  ^,      cjt 
an  f    sb  erhalten,  wir  die  Gleichungen  t 

* 

sin  «  =  sin(a'  +  -^)  =  «in«',  y^  \  cos«^  a« , 
cos  a  3=  cos  («'  +  Y")  =  cos«  •  ya^  sm  «'.  ff« ; 

sin  /?  =  sin  (/3'  +  ij-)  =  ***"*  Z'''  y»— cos/J'.ff», 

hn 
cos  /J  =  cos  (/J'  +  y)  =  cos  /3'.  y»— sin/J'.ff* ; 

CK 

sin(a+/J>=sin(«'+/5'+2-)=sin(a'+/J0.ye+cos(a'+/30.ffc.     (9) 

cos(a+/J)=rcos(«'+/3'+Y)=cos(a'+/5').y«-sin(a'+/J').tf-.    (10) 

Aus  den    vier  ersten   derselben   ergibt  sich   durch   einfache 
Rechnung  für 

sinacos/} -f- cosasin/} 

der  Ausdruck  ^ 


(sin  a'  cos  /3'  +  cos  «'sin  /3')  y«y6  '-i(B\mtt''ii09ß^+ee8a^a\mß^  wid 
+  (cos  «'  cos  j3'  —  «in«*  sin  ß')  ya^k  +  X^9  «'  cos  ß*  —  sin  «'  siu  jJ')  <r«y* 

oder 

(8ipa'cos/?'-|-cosa'sinj3')(yayA~<fa(f6f+(coso'cosj3— sinn'sin/?OO^is<^ft-^«^^ 
= Sin  (a'"+i30 '.  {yayb  —  tfaöÄ)*+  cos  (a'+ /5') .  (/aC^i + <Jayi)  '*) » 


«    « 1 


woraus  durch  Vergleichung  mit  obigen  Relationen  (3)  und  (4)  die 
Beziehung  hervorgeht: 


\:  • 


sinacosjS-f  coscfsin/S  ^  6ip(«'+/50'yc+cos(«'  +  /5').<ye.  (11) 

Aus  (9)  und  (11)  fliesst  aber  unmittelbar  das  Resultat 

.  ■        ■  * 
sin(a4- j5)=sin«C08/J  +  coffasin/S. 

Durch  eine  ähnliche  Entwickelung*  des' Ausdrucks 

cos  a  cos  ß  —  sin  a  sin  j3 

gelangen  wir  zu  der  Relation    '    '  ' 

cos  (a -f- ^)  =  cos  tt  cos  |3  —  sin  a  sin  j3. 

Wir  behalten  uns  vor,  später  auf  die  nähere  Betrachtung  der 
oben  angeführtdu'  Functionen  (Sr«  und  ya  ztirScIczukotnmen. 


;'•  3 


*)  Denn  die  Richtigkeit  der  fraglichen  Formel  för  den  Fall,  wo 
Tftl.  abs.  (a'-f-/^')  ^  ^9  ii^K^  ^^  deren  Herleitung  unter  eben  diener  Vor- 
auMeUnng. 


'  1 1  •• 


\ 


(t   l  •       ■^■.'\  .;■.-■-      -  ^.i     .  ■    .  '       \  .      I     •.  i     ••    ■  ■■  '       '^''  i 


*••.  .      !      *     -■    -i  .■i  ..,'■ 


J:tli\[J'rAl/.    ■;     '. 
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Ueber  die  SchiSfahrt  auf  dem  grossten  Kreise. 

Ein  Beitrag  zur  Nautik. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Wenn  der  Schiffer »  um  Ton  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  *) 
2U  einem  anderen  zu  gelangen,  die  diese  beiden  Punkte  verbin- 
dende Loxodrome  verfolgt»  so  gelangt  er  keineswegs  auf  dem 
kürzesten  Wege  von  dem  einen  Punkte  zu  dem  anderen,  indem 
dieser  kürzeste  Weg  bekanntlich  vielmehr  der  entsprechende,  diese 
beiden  Punkte  verbindende  Bogen  eines  grossten  Kreises  der  Erde 
ist;  und  der  Unterschied  zwischen  beiden  Wegen  kann,  wie  sich 
durch  die  Berechnung  einiger  numerischen  Beispiele  leicht  zeigen 
liesse,  in  vielen  Fällen  ein  sehr  erheblicher  werden.  Es  scheint 
daher  sehr  wichtig  zu  sein  und  im  Interesse  der  neueren  Schiff- 
fahrt zu  liegen,  die  Wege  auf  der  See  durch  Segeln  auf  dem 
grossten  Kreise,  so  weit  dies  überhaupt  möglich  und  ausführbar 
ist,  abzukürzen*^),    weshalb  sich  auch  in  den  meisten   neueren 


'  *)  Die  wir  hier  als  sphärisch  annehmeD» 

**)  In  dem  „Lehrbache  der  Navigation  fär  die  preassi- 
schen  Nnviga tions-Scliiilen,  bearbeitet  von  M.  F.  Albrecht 
und  C.  S.  Vierow«  Zweite  A nf läge.  Berlin.  1857.  S.  192.<f  heisat 
est  ',)  Da  es  dem  Seemann  besonder^  daran  gelegen  ist,  auf  dem  mdg> 
liehst  kürzesten  Wege  über  See  an  seinen  Bestimmungsort  za  gelangen, 
so  hat  dies  besonders  in  neuerer  Zelt  die  Navigatenre  veranlasst,  durch 
grösste  Kreissegelung  ihren  Weg  möglichst  abzukürzen/'  Merkwürdige 
Beispiele,   wie  viel  Kosten   durch  Abkürzung  der  Fahrt  erspart  werden, 

Theil  XXXIL  21 


306   &rmneri:    Oeber  die  geMfftikrf  auf  dem  gröseten  Kreiee. 

Lehrbüchern  der  Schifffahrtskunde  Betrachtungen  über  diesen  Ge- 
genstand und  Regeln,  nach  denen  man,  um  sich  möglichst  auf 
dem  grössten  Kreise  zu  halten,  verfahren  soll,  finden.  Es  scheint 
mir  aber  diese  Partie  in  den  genannten  Büchern,  wie  noch  man- 
ches Andere,  sehr  schwach  zu  sein,  und  ganz  besonders  zunächst  in 
theoretischer  Beziehung  Vieles  zu  wünschen  übrig  zu  lassen  *)• 
Aber  auch  bei  einem  an  sich  rein  praktischen  (gegenstände,  der 
noch  vielfach  der  Bearbeitung  und  Erledigung  bedarf,  kommt  es 
'  nach  meiner  Ueberzeugung  immer  zunächst  auf  eine  ^ütrenge,  zugleich 
möglichst  elegante  theoretische  Darstellung  an,  durch  welche 
man  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  Natur  desselben  gewinnt 
und  die  zu  besiegenden  Schwierigkeiten  genau  kennen  lernt.  Denn 
ist  man  nur  erst  im  Besitz  einer  solchen  strengen  theoretischen 
Darstellung,  so  wird  die  Praxis  schon  nach  und  nach  die  Mittel 
finden,  durch  welche  sie  die  entwickelte  Theorie  sich  aneignen 
und  für  sich  anwendbar  machen  kann.  Ich  glaube  daher,  der 
wissenschaftlichen  Schifffahrtskunde  Einiges  zu  nützen,  wenn  icb 
in  der  vorliegenden  kleinen  Abhandlung  zunächst  eine  strenge 
theoretische  Darstellung  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegenstan- 
des liefere,  indem  ich  zeige,  welche  theoretischen  Vorschriften 
man  zu  befolgen  haben  würde,  um  sich  bei  der  Schifffahrt  dem 
grössten  Kreise  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit 
au  nähern  oder  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Gen«iuigkeit  isich 
auf  demselben  zu  halten.  Denn  dass  hier  überhaupt  nur  von 
einer  Näherungsmethode  die  Rede  sein  kann,  versteht  sich  von 
selbst,  weil  ja  in  der  Praxis  eine  stetige  Veränderung  des  Cur- 
ses,  die  das  Segeln  auf  dem  grössten  Kreise  erfordern  würde, 
weon  sich  auch  ein  einfaches  theoretisches  Gesetz  derselben  an- 
^ben  liesse,  unmöglich  ist,  indem  der  Schiffer  immer  und  unter 


fuhrt  Herr  Fregatten -Capitain  H.  v.  Littrow,  Dirertor  der  k.  k.  nau- 
liAchcn  Akademie  in  Triest,  in  seinem  kurzlich  ersrhieneiien  Handbach 
d'er  See  mann  Schaft.  Wien.  1859.  S.  304.  an.  Die  Engländer  z.B. 
geben  ihren  in  dem  Handel  nach  Indien  und  Australien  durch  Abkürzung 
der  Fahrt,  mit  Beriicksiclitigung  aller  neueren  Hülfsmittcl,  erzielten 
Gewinn  auf  ein  bis  zwei  Millionen  Dollars  im  Jahre  an. 

*)  Das  Beste  über  diesen  Gegenstand  findet  sich  noch  in  dem  treff- 
lichen:.  „Trait^  de  navigation  ä  l'usage  de  la  marine  mili- 
taire  et  de  la  marine  da  commerce,  par  V.  Caillet.  Brest. 
T.  I.  1848.  p.  251.  §.362. -^§.365.«'  ein  Buch,  das  sich,  wie  in  Yie- 
len  anderen  Beziehungen,  namentlich^  auch  durch  eine  sehr  ansprechende, 
dem  neaeren  Zustande  der  mathematischen  Wissenschaften  sich  mdfflichat 
anschliessende  theoretische  Darstellung  auf  das  Vortheilhafteste  Tor  den 
.meisten  anderen,  io  theoretischer  Rücksicht  oft  sehr  schwerfällig  ver- 
fassten  Werken  aaszeichoet. 
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»llen  BediDgungea  genutbigt  «ein  wird,  einige  Zeit  lang  denselben 
Curs  ;5u  halten,  also  auf  einer  Loxodrorae  zu  segeln.  Ich  be- 
merke nochmals  ^  dass  ich  bei  der  folgenden  Entwickelung  zunächst 
und  vor  allen  Dingen  die  der  weiteren  Bearbeitung  noch  so  sehr 
bedürfende  wissenschaftliche  Nautik  und  den  Nutzen  für  den 
Unterricht  in  derselben  im  Auge  habe,  indem  ich  aber  immer 
auch,  wie  schon  erwähnt,  hier  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen  den 
Grundsatz  festhalte,  dass  jeder  praktische  Gegenstand  zunächst 
eine  solche  strenge  theoretische  Entwickelung  fordert,  wie  ich 
sie  im  vorliegenden  Falle  zu  geben  versuche  werde,  indem  seine 
weitere  praktische  Ausbildung  auf  dem  dadurch  gelegten  Grunde 
sich  dann  schon  von  selbst  finden  wird. 


§2. 

Zunächst  und  vor  allen  Dingen  kommt  es  darauf  an,  die  all- 
gemeine Bedingungsgleichung  zu  entwickeln»  welche  erfdilt  sein 
muss,   wenn  drei  Punkte 

Aq,    Ai#    A2 

auf  der  Erdoberfläche,  deren  Längen  und  Breiten  respective 

sein  mögen,  in  einem  grövssten  Kreise  liegen  sollen,  zu  der  man 
auf  verschiedene  Weise  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie 
oder  der  analytischen  Geometrie  gelangen  kann,  von  welchen  zwei 
Wegen  ich  absichtlich  den  letzteren,  als  den  weniger  bekannten» 
einschlagen  werde,  indem  überhaupt  sehr  zu  wünschen  ist,  dass 
dem  Unterrichte  in  der  analytischen  Geometrie  immer  mehr  und 
mehr  Eingang  verschafft  werde. 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyz  zu 
Grunde,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist;  die  Ebene 
des  Aequators  sei  die  Ebene  der  scy ;  der  positive  Theil  der  Axe 
der  X  sei  nach  dem  Nullpunkte  der  Längen,  der  positive  Theil 
der  Axe  der  y  dagegen  sei  nach  dem  neunzigsten  Grade  der 
Längen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  nach  dem 
Nordpole  der  Erde  gerichtet.  Der  Halbmesser  der  Erde  sei  r 
und  die  Coordinaten  der  drei  Punkte 

Ao>    A|,     Aa 
in  dem  angenommenen  Systeme  seien  respective 

21» 
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Die  Gleichung  der  immer  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde,  also 
durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  eines  grOssten 
Kreises  hat  im  Allgemeinen  die  Form 

und  wenn  nun  unsere  drei  Punkte  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 
80  mfissen  die  drei  Gleichungen : 

Axq  +  ByQ  +  Czo  =0, 

erfüllt  sein,  so  dass  sich  nämlich  die  drei  Constanten  A,  B,  C 
oder  eigentlich  bloss  die  zwei  Brüche  oder  Verhältnisse,  die 
man  erhält,  wenn  man  mit  der  einen  der  drei  Constanten  in  die 
beiden  andern  dividirt,  so  bestimmen  lassen,  dass  die  drei  Tor- 
stehenden  Gleichungen  erfüllt  werden.  Multiplicirt  man  aber  diese 
drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  etwa  *)  mit 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander;    so  erhält  man,  weil 

yo  (yi  «2—21^2) + Vi  (y22o-'^o)+y2(yoh  -  «o.yi) =0, 

*o  (»1««— «ly«)  +  H  (^2*0  -  Hyo)  +  Hiyoh  — «öyi)  =  0 
ist,   die  Gleichung: 

oder: 

2)  ...^0  (^^2—^1 2»)  +^1  («2-'«^ö  -«^22^0)+ ^2  («0^1  -«aro2;i)=0, 

s 

oder : 

3). .. Zo  (^i3^2-yi^2)  +  2^i  (^22^0 -^2^0) +  ^2(^0^1  ~S/o^i)=0; 

welche  offenbar  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist,  dass  die 
drei  Punkte  Ao,  Ai,  A2  in  einem  grössten  Kreise  liegen. 

Nun  ist  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt,  in  Tolliger  All- 
gemeinheit : 


*)  Man  könnte  anch   mit 
oder 

raultipliciren  und  dann  addiren« 
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^o=:rcos£<^G08j9o »    d?i=rcosX/iCos/^i ,    x^'=^niosIj^o&B^ 

4)  ^  yQ=Te\nLQCOsBQf    yi=r6inX|C08J9|,    y^=rAnL^co&B^ 
Z(i=rsinfio;  Zi=rsinßi;  z^^:st  Bin  B%\ 

also  offenbar: 

^oyi  —  yo^i  =  —  r  sin  {Lq — i| )  cos  Bq  cos  JSj  , 

a?iya — .yi^2==  —  rsin(I»i — L^cosBiQOsB^, 

x^ffo "-"  ya^o  =  —  ••«'"  (J^ —  ^o)  cosÄjCosÄo ; 

folglich  die  obige  Bediugangsgieichung,    «renn  man   die  Form  3) 
derselben  anwendet: 

5)  .  .  .  .      sin  (Lq — Li)  cos  Bq  cos  Bi  sin  B^ 

-f  sin  (Lj  —  ü^  sin  Bq  cos  ßi  cos  £3^=0; 
-f  sin  (L2 —  Lo)'cos  Bq  sin  ^  cos  B^ 
oder,   wenn  man  durch 

cos  ^0  c^^  ^1  co'S  ^a 
dividirt : 

6) 

sin(£|  —£«2)  tangÄo  +  sin(X«2 — I^)  tangÄ|  +  sin(Xo— -Li)  tangi?^ =0; 
oder  auch  9   wenn  man  durch 

sin  Bq  sin  Bi  sin  B^ 

dividirt: 

7)    sin  (Lq-^  Li)  cot  Bq  cot  Bi 

+  8in(Li — Xi2)cot£^cot^  }  =0. 
+  sin  (L^  —  Lq)  cot  J?2  cot  B^ 


§.  3. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Punkte  A^  und  A|  der  Erdober- 
fläche und  bezeichnen  deren  Längen  und  Breiten  wie  vorher 
respective  durch  Lq»  Bq  und  £|,  Bi,  Nehmen  wir  dann  Li  als 
die  grössere  der  beiden  Längen  Lq,  Li  an,  und  bezeichnen  den 
Curs,  worunter  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  ver- 
stehen,   welchen  die  der  Längendifferenz  Li-^Lq  entsprechende. 
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die  beiden  Punkte  Aq  und  A]  mit  einander  verbindende  Loxo- 
drome  mit  den  Meridianen  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die 
Längen  gezählt  werden,  und,  von  ihr  an  gerechnet,  nach  der 
Seite  des  positiven  Pols  der  Erde  hin  einschliesst »  -durch  Bq,i, 
die  im  vorhergehenden  Sinne  genommene  loxodromische  Entfer- 
nung der  berden  Punkte  Aq  und  A|  von  einander  aber  durch  Sq,i  \ 
so  ist  nach  den  Formeln  der  Loxödromischen  Trigonome- 
trie*) bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit: 

/   r        F        .       ^     ,tang  (450+1^1) 
8)  .  .  .  .       ^^-^o  =  tang0o,ilt^„g(45o+tÄ^)' 

\  ^>i  =  T  (Bi  —  Bq)  sec  6o»i  • 

Wenn  wir  von  jetzt  an  immer  Aq  als  den  Punkt  der  Abfahrt, 
A|  als  den  Punkt  der  Ankunft  betrachten,  so  kann  man  offenbar 
von  Ao  nach  Aj  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gelangen.  Fassen 
wir  daher  immer  nur  einen  dieser  beiden  Wege,  welchen  man 
nun  auch  einschlagen  mag,  bestimmt  in's  Auge,  und  bezeichnen 
die  diesem  Wege  entsprechende,  immer  als  positiv  zu  betrach- 
.  tende  Längendifferenz  der  beiden  Punkte  Aq  und  Ai  überhaupt 
durch  ^Q,i ;  ferner  den  Curs,  worunter  wir  jetzt  den  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  verstehen,  welchen  die  gesegelte,  nämlich 
der  in  dem  vorhergehenden  Sinne  genommenen  Längendifferenz 
Jq,i  entsprechende  loxodromische  Linie  nach  der  Seite  der  Rich- 
tung der  Fahrt  hin  und,  von  der  Loxodrome  an  gerechnet,  nach 
der  Seite  des  positiven  Pols  der  Erde  hin  mit  den  Meridianen 
einschliesst^  durch  &q,i  ;  endlich  die  in  dem  vorhergehenden  Sinne 
genommene  loxodromische  Entfernung  der  beiden  Punkte  A©  und 
Aj  von  einander  durch  5o^i ;  so  \at  nach  den  Formeln  8)  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

^0,1  =  lang  00,1 1  t^g  (45^i5;;) ' 

(  So,i  =r(ßi— Äo)sec0on- 

In  diesen  Formeln  sind  alle  Grössen  in  Theilen  der  Einheit 
ausgedrückt,  und  die  Logarithmen  sind  natürliche. 

Um  zuerst  statt  der  natürlichen  Logarithmen  gewöhnliche 
Brigg 'sehe  Logarithmen  einzuführen,  bezeichnen  wir  den  Modu- 
lus  des  Brigg' sehen  Systems  durch  M,   und  bemerken,    dass 

Ar=0,4342945  log  ill= 0,6377843—  1 


*)  M,  8.  meine  ,, Loxodromische  Trigonometrie.    Ein  Bei- 
trag «urKa  11  tik.     Leipzig.  1B49. '' 


Ein  Beitrag  %ur  Nauäh.  /311 

ist.    Also  ist 

^0,1,=  ;g tang  ©on  »og tang(45o+JßJ  • 

Soll  nun  ferner  Jq^i  nicht  in  Theilen  der  Einheit^  sondern  in 
Minuten  ausgedrückt  sein,  so  müssen  wir  statt  ^o>i  '■"  ^^^  ^<^''' 
stehenden  Formel  bekanntlich 


10800 


O'l 


setzen,    wodurch  dieselbe  die  Gestalt 

10800^       .     ,     tang(45«+|Fi) 

also 

tang Uo,i  -  10800       tang(45o  +  ii?|) 

Triir  '^^tang(45<»  +  ii?o) 
erhält,   wo  bekanntlich 

log  ;s  =  0,4971499 
ist. 

Also  ist,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

Soll  ferner  in  der  zweiten  der  Formeln  9)  auch  Bi  —  Bq  in  Minu- 
ten ausgedrückt  sein,  so  muss  man  daför 

iÖ8Ö0  ^^^  "-^^^ 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Formel  die  Gestalt 

*^'^  ^  i^öö  ^^* """  ^^^  ®®^  ®*^'^ 

oder 

2r7r 
«on  =  216Ö0  ^    * "~  ^^  ^^^  ^'^ ' 

erhält.  Will  man  aber  So,i  in  Seemeilen ,  deren  bekanntlich  60  auf 
einen  Grad  des  Aequators  gehen,  ausgedrückt  haben,  so  erhält  man, 
weil  hiernach  der  Aequator  360.60^21600  Seemeilen  enthält, 
folglich 

1  Seemeile  i=  iöifinn 
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ist 9   für  e^x  d^n  einfachen  Ausdruck: 

«ou  =  (^1  —  -ßo)  sec  0on  • 
Wenn  also  die  Längendifferenz  A^y^  ^^^^  ^'^  Breitendifferenz 
Bi — Aq  ^i'   Minuten,  die  Distanz  «O'i    >"  Seemeilen  ausgedrückt 
ist,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Curses  und  der  Distanz  die 
folgenden  bekannten  bequemen  Formeln: 

*o,i  =  (^1  —  ßo)  «ec  ®o>i  • 


§.4. 

Um  nun  aber  von  dem  Punkte  Aq  zu  dem  Punkte  Ai  nicht 
auf  der  diese  beiden  Punkte^  mit  einander  verbindenden,  der  Län« 
gendifferenz  z/o^i  entsprechenden  Loxodrome ,  sondern,  wenigstens 
60  genau  als  möglich,  auf  dem,  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkte  mit  einander  verbindenden ,  der  Längendifferenz  ^on  ®^^' 
sprechenden  Bogen  eines  grössten  Kreises  der  Erde  zu  gelangen, 
müssen  wir  auf  folgende  Art  verfahren. 

Wir  theilen  die  Längendifferenz  /^o,|  in  eine  beliebige  Anzahl 
gleicher  Theile,  etwa  in  n  gleiche  Theile,  und  bezeichnen  die 
von  dem  Punkte  Aq  als  Anfang  der  Längen  an  gerechneten  Län- 
gen der  einzelnen  Theilpunkte  durch 

12         3  4  n-l    , 

xv,    Jjy     Mjf    Mj,  ....,  iL; 
wo  also  offenbar  im  Allgemeinen 

40) L  =  Ä.^  =  -^^oa 

ist«  Die  diesen  Längen  entsprechenden  Punkte  des  die  Punkte 
Ao  und  Ai  mit  einander  verbindenden  Bogens  eines  grössten  Krei- 
ses bezeichnen  wir  respective  durch 

12         8         4"        «— i 

Ay     Af     Af     Ay  %•••  y  A 

und  die  Breiten  dieser  Punkte  respective  durch 

12  3  4  M—A 

jD,    Bf    By    B,  •••.,  Bf 

wo  nun  diese  Breiten,  weil  0,  Bq  und  i^o'i'  ^i  ^'^  Längen  und 
Breiten  der  Punkte  Aq  und  A^  sind,  mittelst  der  folgenden,  sieb 
unmittelbar  aus  6)  ergebenden  Gleichungen  gefunden  werden: 
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11  1 

«io  (/Iqh  —  L)  tang  i^o  "H  ^^°  ^  ^°S  ^1  *~  '^■'^  '^O'i  tang  ^ = 0> 
sin  {/l^\  —  L)  tang^o  +  sin  L  tang  fii  —  sin  4^on  tang  JB =0« 

sin  (  /Iq,i  —  L)  tang  Bq  -f  «io  Z  tang  A^ — sin  ^^/qu  tang  Ä = 0, 

n.    s«    IV. 

«-1  n-i  «-1 

sin(4^o>i  — -L)  tang  Äo  + sin  £  tang  ^  —  sin  ^^on  tang  A=0; 

so  dass  also,  wenn  der  Kürze  wegen 
11)  C  -^^"g^o      C  -  ^f  "g  ^1 

gesetzt  wird,   wo  Q>>  Ci  zwei  leicht  ein  für  a|ie  Mal  za  berech- 
nende Constanten  sind:  • 

(  tang A=:  Cosin(4^0'i  —  ^)  +  Ci sinZ» 
tang^  =  Co  sin  (z/0,1  —  1*)  +  Q  sin  Z, 

jtangÄ=Co8in(i^oa— i)+  CisinZ, 

■I  ^)  •  •  •  •    \ 

tang  J§=  Cosin  (^on  —  -i')  +  Ci  sin  Ir, 

u.    s.    w. 

«—1  «-1  »-1 

tang  B==Co  sin  (Jq^i  —  L)  +  Ci  sin  L 

ist. 

Nach  10)  ist  aber: 

i       l.  .  ^      n-1 

J^ = ^  ^01 ;  ^o»i  —  £  =  -^  ^o»i ; 


44  4       n  —4 

L=-^o»i ;  -^0»!  —  i  =  — —  ^o»i ; 


4  4       n  —4 

-^oni    -^o»i— ^="-;^ 

u.    s.    w/ 


»-1     n— l  »-1      l 

«  •       ■  ■  71 

I 
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und  bezeichnen  wir  also  der  Kürze  wegen  die  folgenden  Sinus: 

71  #1  n  71 


der  Keilie  nach  durch 


so  ist: 


1       a       a       4  «-1 

S  $     Sf    tSg    S  f  ••••  f  S  i 


1  «~1  1 

t&ngB=C^S  +  CiS, 

tangÄ=  Co«  +  QS, 


d  11—8  3 

tangÄ  =  Co"s*+6\S, 


u.  s.  w. 


,  n-1  1  «-1 

tangß=CoS  +  CiS. 
Multipiiciren  wir  die  Sinus 

12  3         4  n— 1 

S9         Sf         Äj         Ä,    ••.•>    Ä 

sSmmtlich  mit  Co  und  Cj ,   und  bezeichnen  die  dadurch  erhalte- 
nen Producte  der  Reihe  nach  durch 


und 


so  ist: 


14) 


12  3  4  n— 1 

*    0  >        *Q  9         *0  9        *    0  *   •  ♦  •  •  f    *    0 


1234  R-l 

*i »     «1  >     *i  >     *  1  >  •  •  •  •  >  *i  5 


/  1       n-l         1 

2     11-2       2 

8        n— 3         3 

tang  »=/*„  +  /»,, 


4         «-4  4 

tangÄ=Po  +  Pi, 
u.  s.  w. 

a-l .     1       a-I 
t8DgÄ  =  Po  +  P,. 
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Hiernach  kann   man  also   die  Berechnung  der  Tangenten  der 
Breiten  . 

12  3  4  n— 1 

JB  t  JB  9  Dy  JSy,.,»,     ß 

nach  dem  folgenden  Schema  fähren: 

Man  berechne  aus  den   Tafeln  die  Sinus 

12  3  n— 1 

sin  -  Jq^i  ;    sin  -  /^©»i ;    »*"  «  ^O'i  ;••••;  «'«  -~;r"  ^o»i 

#•  wt  w  »• 


oder 


1         2        s        4  n-l 

Oy  Sp  Sf  S,     •.••9     Oy 


multiplicire  dieselben  sämmtlich  sowohl  mit  der  Constante  Cq,  als 
auch  mit  der  Constante  6\ »  und  schreibe  bei  dieser  Rechnung 
sogleich  die  ersteren  Producte  in  der  Ordnung  vom  (n  —  l)sten 
lum  Isten  und  die  letzteren  Producte  in  der  Ordnung  vom  Isten 
zum  (ii  —  l)sten  auf  die  folgende  Weise  unter  einander : 

n— 1       n— 2      «—3      n— 4  1 

1  2  3      #     4  fl-1 

«1  9        '\  9         *Jl  9         «1  i    •  .  .  •  ,    #1  9 

werden  dann  die  über  einander  stehenden  Glieder  dieser  beiden 
Reihen  sämmtlich  zu  einander  addirt^  so  liefern  die  dadurch  er- 
haltenen Summen  unmittelbar  die  gesuchten  Tangenten  der  Breitön 

1  2  3  4  «-1 

Bp  By  ß,  ßf..,.fßl 

wodurch  wir  nun^  in  Verbindung  mit  den  aus  dem  Vorhergehen« 
den  bekannten  Längen,  Data  genug  gewonnen  haben,  um  mittest 
der  Formeln  9)  oder  9*)  für  die  Punkte 

1  12  2       3  n-2  n—l     n—1 

Aq,  A;    A,  A;     A,  A;  ....;  A,  A;     A,  Ai 

sowohl  die  loxodromischen  Curse,  welche  wir  der  Reihe  nach  durch 

0,1      1,2       2,a      3,4  n— 1,  n 

Ö,     &,     0,     Ö,....,0; 

als  auch  die  loxodromischen  Entfernungen,  welche  wir  der  Reihe 
nach  durch 

0,1    1,2     2,3    3,4        fi— 1,11 

hetei'diihen/w.oUen,.berechiieR.  w  j(onnen,  •,.'..:. 
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Von  diesen  auf  dem  Wege  der  Rechnung  gewonnenen  Gros- 
sen lässt  sich  4iun  aber  die  folgende  Anwendung  machen. 


8.  6. 

Bei  der  Abfahrt  von  dem  Punkte  Aq  wird  der  Curs  b  ge- 
steuert und  mittelst  der  gewöhnlichen  praktischen  Hülfsmittel  die 

Geschwindigkeit  v  des  Schiffs  bestimmt.    Bezeichnet  dann  /  die 
Zeit,  welche  das  Schiff  gebraucht^  um  den  loxodromischen  Weg 

09  1 

s,   welcher  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  ist,  zurfickzulegen, 
80  wird  diese  Zeit  mittelst  der  Formel 

Oy\    OA  o»i 

gefunden;   und  behält  nun   das  Schiff  während   der  ganzen  Zeit 

0>l   ,        _       0»!  .      ,.  «  .     ,       «»T       ^>l 

i    den  Curs  ®    bei^   so  wird  es  m  dieser  Zeit  den  Weg    $ 

zurücklegen,  und  am  Ende  der  Zeit  t  sich  also  wieder  auf  dem 

die  beiden  Punkte  Aq  und  Ai   mit  einander  verbindenden   Bogen 

•  1 

eines  grussten  Kreises  in  dem  Punkte  A  befinden.    Nach  Verlauf 

0>1  1>2 

der  Zeit  /  oder  von  deren  Ende  an  wird  der  Curs  B  gesteuert 

,     .       .    i,a 
und  von  JNeuem  die  Geschwindigkeit  v  des  Schiffs  auf  dem  ge- 

wuhnlichen  Wege  bestimmt.    Bezeichnet  dann  t  die  Zeit,  welche 
das  Schiff  gebraucht,   um  den  aus  dem  Vorhergehenden  bekann- 

ten  loxodromischen  Weg   s   zurückzulegen,   so  wird   diese  Zeit 
mittelst  der  Formel 

1,2    i,a  1,2 

t  :=.  S  l  V 

gefunden ;   und  behält  nun  wieder  das  Schiff  während  der  ganzen 

1,2  1,2  1,« 

Zeit  t  den  Curs  6  bei,    so  wird  es  in  dieser  Zeit  den  Weg  s 

1,2 

zurücklegen,  und  sich  am  Ende  der  Zeit  t  also  wieder  auf  dem 
die  beiden  Punkte  Aq  und  A]   mit  einander  verbindenden  Bogen 

eines  grössten  Kreises  in  dem  Punkte  A  befinden.    Nach  Verlauf 

1,2  2»3 

der  Zeit  t  oder  von  deren  Ende  an  wird  der  Curs  Q  gesteuert  und 

2,3 

wieder  die  Geschwindigkeit  v  des  Schiffs  bestimmt,  worauf  sich 
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die  Zeit  tl  welche  das  Schiff  gebraucht,  um  den  aus  dem  Vor- 

2>3 

hergehenden  bekannten  loxodromischen  Weg  $  zurückzulegen,  mit- 
telst der  Formel 

2*3    2*3  2>3 

t  ='«  :  V 
ergiebt;    und  behält   also   das  Schiff   während    der  ganzen  Zeit 

2>3  2^3  2>3 

t  den  Curs  &  bei,  so  wird  es  in  dieser  Zeit  den  Weg  s  zurück- 

2>3 
legen,  und  am  Ende  der  Zeit  t    sich  also  wieder  auf  dem  die  Punkte 

Ao  und  A|  mit  einander  verbindenden  Bogen  eines  grössten  Krei- 

ses  in  dem  Punkte  Ä  befinden.  Fährt  man  auf  diese  Art  zu 
operiren  fort,  so  wird  das  von^dem  Punkte  Aq  ausgegangene  Schiff 
nach  und  nach  in  alle  Punkte 


23,       Jaif       Af       Af»9»»iA 


des  die  Punkte  Aq  und  A|  mit  einander  verbindenden  Bogen« 
eines  grOssten  Kreises  gelangen.    Geht  es  dann,   nachdem  es  In 

K— 1  n— a,  n— 1 

den  Punkt  A  am  Ende  der  Zeit       t      (im  Sinne  der  vorher  immer 

n— 1, « 

gebrauchten  Bezeichnung)  gelangt,  mit  dem  Curs  S  weiter,  so 
wird  es  gewiss  sicher  in  dem  Punkte  Ai  als  dem  von  ihm 
angestrebten  eigentlichen  Ziele  seiner  Fahrt  ankommen,  und 
wird  sich  während  derselben  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
fortwährend  auf  dem  die  beiden  Punkte  Aq  und  Ai  mit  einander 
verbindenden  Bogen  eines  grössten  Kreises  gehalten  haben»  je 
grösser  die  Zahl  n  angenommen  worden  ist.  Auch  ist  für  sich 
klar,  dass  man  diese  Genauigkeit  beliebig  weit  treiben  kann,  wenp 
man  nur  die  Zahl  n  grqss  genug  annimmt* 

•  Der  ganze   von  dem  Schiff  bei   seiner   Fahrt   zurückgelegte 
Weg  ist 

0,1     1,3    2,S    d,4  n-l,  n 

*+*+«+*+  ....  +   5. 

Bezeichnen  wir  den  die  Punkte  A^  und  A^  mit  einander  verbin- 
denden Bogen  eines  grössten  Kreises  durch  2^,i;   so  ist 

i 

cos  Sq^i  =  sin  ^osin  Bi  -f  cos  Bq  coaBg  cos  Jq^i  , 

mittelst  welcher  Formel,  oder  mittelst  anderer  durch  die  sphä- 
rische Trigonometrie  dargebotener  Hülfsmittei,  was  hier  nicht 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht,  sich  die  Länge  des  die  beiden 
Punkte  Ao  und  Ai  mit  einander  verbindenden  Bogens  eines  grös- 
sten Kreises  ohne  Schwierigkeit  berechnen  lässt.  Aus  der  Ver- 
gleichung  beider  Wege  mit  einander  wird  sich  aber  in  allen  Fäl- 
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len  leicht  beurtheilen  lassen^  wie  gross  man  etwa  die  Zahl  n  an* 
zunehmen  hat,  um  den  Weg  von  Ao  nach  A|  in  der  beabsich- 
tigten Weise  zu  Terkürzen. 

Freilich  liegt  dem  Obigen  die  Voraussetzung  zu  drunde,  dass 

0,1    1,2    2,3   8,4 

die  Geschwindigkeit  des  Schiffs  in  den  Zeiten  t,  t,  t,  t,*... 
aich  laicht  ändere,  eine  Yer^ssetzung,  idie  mit  desto  grosserer 
Genauigkeit  erfüllt  sein  wird,  je  kleiner  diese  Zeiten  siod^  je 
grosser  also  die  Zahl  n  ist.  Wie  man  sich  aber  zu  rerhalten 
haben  würde,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Schiffs  während  einer 
der  obigen  Zeiten  sich  merklich  geändert  hätte,  ist  för  sich  klar, 
woraus  sich  jedoch  auch  von  selbst  die  Noth wendigkeit  ergiebt, 
die  Geschwindigkeit  so  oft  als  möglich  und  mit  aller  nur  möglichen 
Sorgfalt  zu  ermitteln,.  Aber  über  alle  diese  Dinge  habe  ich  für 
jetzt  hier  eigentlich  gar  nichts  weiter  zu  sagen,  da  ich  schon 
oben  bestimmt  genug  hervorgehoben  habe,  dass  der  Zweck  und 
die  Absicht  dieser  Abhandlung  zunächst  nur  eine  theoretische 
Darstelluuii^  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegenstandes  war,  auf 
den  ich  vielleicht  späterhin  in  praktischer  Rücksicht  wieder  zu- 
rückkommen werde.  Ganz  in  der  Kürze  mag  indes«  zum  Schluss 
hoch  Folgendes  bemerkt  werden.  .     , .     . 

.Wenn  etwa  bei  dem  Abgange  des  Schiffs  von  dem  Punkte  Aq 
seine  Geschwindigkeit  Cq  war  und  ^  die  Zelt  bezeichnet,  in  wel- 

0,1 

eher  es  mit  dieser  Geschwindigkeit  den.  Weg  &*  zurücklegen  würde, 
so  ist 

^0,1 

Aendert  aber  noch  vor  Ablauf  der  Zeit  Yo,  etwa  nach  Verlauf  der 
Zeit  To,  wo  also  Tq  <  fo  ist,  das  Schiff  seine  Geschwindigkeit  und 
erhält  die  Geschwindigkeit  t;| ,  so  wird  es  den  noch  übrigen  Ttieil 

0,1  0,1 

des  W^egs   s    ,   nämlich  den  Weg    s   — ^o'^^o»    '*"  ^^^  Zeit 

0,1 

^i  =  (ä  — Vo^ü)-Vl 

.  ■/  ■  -  * 

zurü'ciclegen ,  insofern   es  nun  die  Geschwindigkeit  Vi   unverändert 

beibehält.      Aendert   es  aber  noch  vor  Ablauf  der  Zeit  ^ ,    etwa 

nach  weiterem  Verlauf  der  Zeit  ti,    wo  also  t^-^ti    ist,    seine 

(ieschwindigkeit  und  erhält  die  Geschwindigkeit  v^,   so  wird  e« 

0»l 
den    noch    übrigen    Theil    des   Wegs     s   ,     nämlich    den   Weg 

$  —  VQtQ  —  ViTj ,   in  der  Zeit 

•0,1 
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isoriickte^en. '  Aendert  es  nacfh  weiterem  Verlauf  der  Zeit  r2,  wo 
1^2' <  t^'  ist,  wieder  seine  Geschwindigkeit  und  erhält  die  Geschwin- 

digkeit  v^,    sb 'wird  es  den  noch  übrigen  Theil  des   Wegs    s  » 

nämlich  den  Wäg   s  — VqVq — v^Xi — vg^t^,   in  der  Zeit 

'''  '  ■•  0,1      • 

zuffieklegen.  -Wie  tnan  auf  diese  Art  weiter  gehen  und  den  Zeit- 
punkt hestimmen  kann,  wo  das  Schiff  wieder  auf  dem  durch  Aq 
tfnd  Ai  gehenden  grössten  Kreise  angekommen  ist,  also  der 
€ors  geändert  werden  muss^  ist  klar. 


•» ' 


Ueber  drei   karakteristiscbe  Eigenschaften  der  Kegel 

Schnittslinien. 


Von 


•  •  •  »  ... 

.  Herrii  Doctor  Josef  Zampierij 

Lehrer  an  der  k.  k«  Oberreal^chuie  in  Wien,  Vor«tadt  Laodstnuse« 


Allen  Kegelst^hnittslinien,  und  zwar 'ausschliesslich  denselben, 
kommen  folgende  drei  Eigenschaften  zu : 

1.  Die  Projection  der  Normale  eines  Punktes  auf  den  Leit- 
strahl  desselben  ist  constant  und  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter. =-''i* 

2.  Zwischen  Normale  und  LeitstrahLeines  Punktes  einer  Kegel- 
schnitislUle  faeurscht  dieselbe  BeliatiiNi,  W^eriswischen  Ordi- 
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nate  and  Abszisse^  wenn  der  Anfangspunkt  im  Scheitel 
der  Kurve  9  die  Hauptachse  als  Abszissenacbse  und  ein 
rechtwinkliges  Coordinaten- System  angenommen  wird. 

3.  Das  Verhältniss  jenes  Stückes  der  Hauptachse,  welches 
zwischen  dem  Durchschnittspunkte  mit  der  Normale  und 
dem  Brennpunkte  Kegt,  zum  betreffenden  Leitstrahl  des 
Punktes  d^r  Kurve  ist  konstant  und  gleich  der  Exzentrizität 

Ueber  diese  Eigenschaften  habe  ich  In  dem  im  August  1858 
erschienenen  siebenten  Programme  der  k.  k.  OberreaU 
schale  in  Wien,  Vorstadt  Landstrasse,  bereits  eine  Ab- 
handlung verüffentlichty  worin  ich  auch  angab,  wie  ich  zur  Ent- 
deckung jener  Eigenschaften  gelangt  bin.  Jene  Abhandlung  musste 
aber,  als  zunächst  für  Oberrealschuler  berechnet,  weitläufiger 
ausfallen,  als  die  Natur  der  Sache  bei  unumschränkter  Benützung 
der  Hilfsmittel  der  Analysis  es  'erfordert.  Daher  halte  ich  es  für 
angemessen,  der  mathematischen  Welt  die  Sache  in  der  im  ge- 
genwärtigen Aufsatze  eingeschlagenen  Weise  vorzufuhren,  und 
glaube  hiermit  um  so  mehr  der  Wissenschaft  einen  willkomme- 
nen, wenn  auch  nur  kleinen  Dienst  zu  leisten,  als  es  mir,  unge- 
achtet eifrigen  Suchens  in  vielen  ausführlichen  und  vortrefflichen 
Werken  über  Kegelschnittslinien,  nicht  gegeben  war,  über  die  in 
Rede  stehenden  Eigenschaften  Erwähnung  zu  finden. 

Zur  Führung  des  Beweises  wollen  wir  uns  zuerst  einige  all- 
gemeine Formeln  entwickeln  und  sie  dann  speziell  auf  die  Kegel- 
schnittslinien anwenden. 


Sei  M  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  AB  (Taf.  Hl.  Fig.  L),  O 
sei  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
(Ox,  Oy);  MPzziyy  OP=zx  die  Coordinaten  des  Punktes  M\ 
JM  die  Berührungslinie,  MN±JM,  daher  MN=^n  die  Normale, 
OM=r  der  Leitstrahl  des  Punktes  M;  sei  ferner  J\K±  OM, 
somit  MK=:u  die  Projection  der  Normale  auf  den  Leitstrahl, 
und  setzen  wir  NKz=:v,    ON=m   und  ^,rJM  =^a. 

1,    Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MNK  folgt: 

MK^MN.co^KiaN  oder   u  —  nci^sKMN, 

und  aus  dem  rechtwinkligen  ^  MPN  erhält  man : 

^-y         MF         ,  ff 


der  Meff9i$ek9iitt$lMen.  3^1 

somit 

cos  KMN 

Es  ist  aber 

daher 

cos  KMÜTzz:  cos  PMN.  cos  PMO  +  sin  PMN.sm  PMO 
und 

^Jl^^  =  cos  PJf  O + sin  Pil/0 .  tg  PilfiV ; 
aus  dem  rechtwinkligen  A  itfi'O  folgt  nun : 


.    „„.,       OP      X 


daher  hat  man : 


■ 


coB  PMO  =    r-^ und    e\nPMO  = 


ferner  ist  ^PMN=z^MJN,  da  NMJLMJ  ist,  und  ZJIf/ZV 
=  180«  -  Z  A'Jilf ,  daher  ZP^iV=J80o—^jrjjl!/=  1800  —  «, 
somit  tgP]UN=:' — tga,    und  vrir  erhalten  durch  Substitution: 

cos  KMN y— artgg 

cos  PMN       V^a^^a* 

somit 

_  y(y— artgg) 

2.    Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MPN  ergibt  dch; 


MN^=zMP^  +  PN^; 
da  aber  PN=MPAgPMN=zMP.igMJN  ist,  so  hat  man: 


Mm  =  MP^.(l+tgMJJS^) 

oder 

n2  =  y«(l  +  ti;S«),       ; (2) 

weil  ZilfJiV=180o^ZJrjilf=180o-«,  daher  tgifJ2V=-.tg« 
ist. 

3.    Weiter  erhält  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MNK 
NK^zMN.bIbKMN   oder   v  =: n sin KMN; 

Theil  XXXII.  22 
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es  ist  aber 


«  .  ,  sin  KMIS 

^=cos/>^iV'    daher  r=y^.^^^^^. 


Nun  ist  ^KMN=^PMN^^PMO,   folglich 

sin  JSTJfiV  =  sin  PüfiV^.  cos  PMO-^  cos  Pill JV.  siu  PMO 

und 

^'°^^^=  cos  /^Jf  O!  tgPJfiV-sin  PMO ; 
cos  Pmri  ° 

berücksichtigen  wir  nun  die  oben  in  No.  1.  für  coaPMO,  sin  PMO 
und  tgPJfiV  gefundenen  Werthe,   so  erhalten  wir: 

sin  KMN  _       ytg«+a? 
cos Pil/iV  "~      y^2qr^ ' 

und  durch  Substitution: 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OME  und  OiHP  ergibt  sich  nun 

ON       NK      .       m       V 

ÖM  =  MP  ^^^'   7=y'  ^ 
somit 

»•       V^^a^a?* 

Erwägt  man,  dass  ot  der  Winkel  ist,  welchen  die  BerührungS'- 
linie  mit  der  positiven  Richtung  der  Abszissenachse  einschliesst, 
und  dass  der  erste  Differenzialquotient  der  Ordinate  als  Function 
der  Abszisse,  gewonnen  aus  der  Gleichung  der  Kurve,  die  tri- 
gonometrische Tangente  jenes  Winkels  ausdrückt,   so  wird  man 

tgtt  =  -^   setzen  können,    wodurch  die  drei   oben   entwickelten 
Formeln  (1),  (2)  und  (3)  in  folgende  übergehen: 


y(y-^g) 


U  = 


(a) 


der  Keg9i9ebnitt$äniem.  aSS 


Nimmt  man  bei  den  Kegelscbnittslinien  den  Brennpunkt  als 
Anfangspunkt,  die  Richtung  der  Hauptachse  als  Abszissenachse 
an  und  adoptirt  man  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- System,  so 
ist  bekanntlich 

die  den  drei  Kegelschnittslinien  gemeinschaftliche  Gleichung,  wo- 
bei die  positiven  Abszissen  gegen  den  Scheitel  der  Kurve  hin, 
und  zwar  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  gegen  den,  dem  als  An- 
fangspunkte angenommenen  Brennpunkte  näher  liegenden  Schei- 
tel gezählt  werden,  und  wobei  p  den  halben  Parameter  und  e  die 
Exzentrizität  der  Kurve  bezeichnen,  so  dass  jene  Gleichung  einer 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  entspricht,  jenachdem  e  <  1, 
^  =  1   öder  «  >  1  ist. 

Hierbei  findet  bezüglich  des  aus  dem  Anfangspunkte  zu  eioebi 
Punkte  der  Kurve  gezogenen  Leitstrahls  r  folgende  Relation  statt: 

r®  =  y«-|-a;',   somit  r=p — ex* 

Aus  der  Gleichung  y*  +  a:'=(p — ear)*  ergibt  sich  nun  durch 
Differenziation : 

dy 

woraus  folgt: 

dy ep  +  (l — c^)a? 

dx  y 

oder  auch,    da  p-^exssr  ist, 

dy  er-j-  X 

dx  y 

Nun  wollen  wir  den  einen  oder  den  anderen  dieser  zwei  ffir 
^  gewonnenen  Ausdrücke  in  jede  der  drei  oben  entwickelten 
Formeln,  (a),  (b)  und  (c)  substituiren. 

1.  Substituiren  wir  in  die  Formel  (a)  für  ^  den  ersten  Aus- 
druck, so  erhalten  wir: 

tl=   ^   

«2» 
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oder 

y^-\-x^-{-  exjp  —  ex) 

und  mit  Racksicht,  dass  ^*  +  a:»  =  (p  —  car)*  ist,   erhält  man: 

(p — ex)^ + exip — ex)  . 

/>  —  ex  '^ 

somit  u=^p,  und  da  wir  mit  t«  im  Allgemeinen  die  Projectlon 
der  Normale  eines  Punktes  der  Kurve  auf  den  Leitstrahl  bezeich- 
net haben,  so  sehen  wir,  dass  bei  den  Kegelschnittslinien 
diese  Projection  konstaut  und  gleich  ist  dem  halben 
Parameter  der  Kurve. 

JDass  dies  rucksichtlich  beider  Leitstrahlen ,  die  einem  Punkte 
der. Ellipse  oder  Hyperbel  entsprechen ,  stattfinde^  gehet  aus  der 
einfachen  Betrachtung  hervor,  dass  die  Normale  eines  Punktes 
der  Ellipse  den  Winkel,  welchen  die  zwei  Leitstrahlen  einscklies- 
sen,  und  bei  der  Hyperbel  den  Winkel,  welchen  ein  Leitstrahl 
mit  der  Verlängerung  des  anderen  bildet,  halbirt,  und  dass  map 
stets  die  Projection  ei;ier  Geraden  auf  einer  anderen  Geraden 
findet,  wenn  man  die  projicirte  Gerade  mit  dem  Cosinus  des 
Winkels  muUiplizirt,  welchen  die  beiden  Geraden  mit  einander 
einschliessen. 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  suchen  wir  die  Kurven, 
bei  welchen  die  besagte  Projection  constant  ist,  so  haben  wir 
zu  diesem  Ende  die  Gleichung 

dy 

unter  p  eine  konstante  Grösse  verstanden,  zu  integriren.  Setzen 
wir  zu  diesem  Behufe  y^zxz^  »unter  z  eine  neue  Veränderliche 
verstanden,  so  erhalten  wir: 


und 


d^ dt 

dx  dx 


dz 


x^, 
dx 

VT+ 


ra 
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daher  haben   wir: 


dx 

VT+z«     ^' 

woraus  folgt: 

tdt     pdx 

V^l+i«           ^*  ' 

und  durch  Integration : 

• 

V  I  +  z«  =  ^  +  Const, 

welche  Integrationsconstante  wir  immerhin  gleich  --  e  setzen  dür- 
fen, 80  dass  wir  mit  Rücksicht,  dass  2  =  ^  ist,   erhalten: 

X  ' 


V 


a;*      X 


l  +  r-E^e 


oder 

y^\x'^=^{p'-ex)^y 

K 
welche   Gleichung    ausschliesslich   den   Kegelschnittstinien   ange- 
hört.   Nur  bei  diesen  Kurven  ist  also  die  Projection  der  Normale 
eines   Punktes    auf  den  Leitstrahl   constant,    es  ist  daher  diese 
eine  karakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnittslinien. 

2.    Substituiren  wir  nun  in  die  oben  entwickelte  Formel  (b) 

dtl  €T  ~t~  X 

fSr   -j-   den  oben  gefundenen  Ausdruck -,  so  erhalten  wir 

ux  y 

y  ' 

berücksichtigten  wir  nun,  dass  r:=:p  —  ex,  somit  ex'=^p — r,  und 
dass  ^2  +  »r^  =  r*  ist,  so  erhalten  wir: 

71«  =  r«  +  2pr — 2r2  +  eh^  =x  2pr  -  r«  +  cV 
oder 

n«  =  2/)r— (l-'<;«)r«, 

woraus  ersichtlich  wird,  dass  zwischen  n  und  r  dieselbe  Relation 
stattfindet,  wie  zwischen  den  Coordinaten  y  und  x,  wenn  man 
den  Scheitel  der  Kegelschnittslinie  als  Anfangspunkt,  die  Hauptachse 
als  Abszissenachsa  und  ein  rechtwinkliges  Coordinaten -System 
annimmt;  denn  bekanntlich  gilt  in  diesem  Falle  für  alle  Kegel- 
schnittslinien die  Qleichung: 
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y«  =  2^ar  —  (l  —  c«)«*. 

Für  die  Parabel»  wo  6=:!  ist,  gehet  obige  Relation  aber  in 
n*  =  2/7r.  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  gilt  obige  Relation  auch 
fi5r  den  zweiten,  jedem  Punkte  einer  solchen  Kurve  entsprechen- 
den Leitstrahl,  so  wie  die  Gleichung  y^  =  2px — (1 — e*)dJ^- der 
Form  nach  filr  beide  Kurven  fortbesteht,  auch  wenn  man  den  an- 
dern Scheitel  als  Anfangspunkt  apnimmt,  nur  dass  sie  bei  der 
Hyperbel  unter  Beibehaltung  derselben  Abszissenrichtung  bekannt- 
lich in  y*=: — 2p:v — (1 — c*)a?*  übergeht,  um  dieses  zu  recht- 
fertigen, brauchen  wir  nur  zu  berücksichtigen,  dass  zwischen  den 
zwei,  einem  Punkte  zukommenden  Leitstrahlen  r  und  r'  bei  der 
Ellipse  die  Relation  r  +  r'  =  2a  und  bei  der  Hyperbel  die  Rela- 
tion r'  —  r  =  2a  stattfindet,  unter  a  die  halbe  erste  Achse  der 
Kurve  verstanden. 

Denn,  substituiren  wir  für  r  in  die  Gleichung 

n*  =  2pr  —  (1  —  6*)  r* 

den  aus  der  Relation  r-|-r'=2a  sich  ergebenden  Werth  r=2a — r', 
60  erhalten  wir: 

n* = Aap  '-'^pr'^  (1 — c«)  (4a«— 4ar'  +r'«) 

=  4ap— 2/?r'-4a«(l-6«)+4ar' (1—6«)  — (!-««)/«, 

und  da  bekanntlich  bei  der  Ellipse  a(l  —  e«)s=/9  Ist,  so  haben  wir: 

««  =  iap-^pr'-iap  +  4pr'  — (1  —  ««)r'«^ 

somit 

n«  =  2pr'-(l— 6«)r'« 

Substituiren  wir  aber  in  die  Gleichung  n«=2pr — (1  — c«)r«  filr 
r  den  aus  der  Relation  r'  —  r  =  2a  sich  ergebenden  Werth 
r=r^ — 2a,   so  erhalten  wir: 

n« = 2pr' — 4a;i  -  (1  —  c«)  (r'« — 4ar'  +  4a«) 

=2;w'-4a/i+4ar'(l  — 6«)-4a«(l— c«)  — (l-c«)/« 

Da  nun   bei  der  Hyperbel   bekanntlich   a(l— 6«)  =  — p   ist,    so 
haben  wir: 

h^:=z2pr''-'Aap^ipr'-i-iap  —  (1  —  c«)r'« 

oder 

n«  =  —  'Ipr'  -  (1  —  e«)r'« 


der  K$9elsckttiUsUnien.  327 

Dass  die  eben  nachgewiesene  Relation  zwischen  Normale  und 
Leitstrahl  eines  Punktes  nur  für  die  Ke^elschnittslinien  mit  der 
Relation  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punktes  bei  einem  ge- 
wissen Coordinaten- System  gelte,  insofern  also  eine  karakteristische 
Eigenschaft  der  Kegelschnittslinien  sei,  gehet  einfach  aus  der 
Betrachtung  hervor,    dass  die  Gleichung  von  der  Form 

nur  den  K^elschDittslinien  entsprechen  kann. 

3.  Substituiren  wir  nun  in  die  in  I.  entwickelte  Formel  (c) 
för  -|-   den  oben  gefundenen  Werth ,    so  erhal- 

ten   wir: 

m —  g/?  —  (1  —  g*)  ar-f  j:  _  ejp—ex) 

Da  aber  ^*  +  o;*  =  (;>  —  i»a:)*  ist,  so  erhalten  wir: 

n,^e(p-es)  m^^ 

r  p—ex  t 

Das  m  drückt,  wie  wir  dies  aus  I.  wissen,  den  Abstand  des 
Durchschnittspunktes  der  Normale  mit  der  Abszissenachse  vom 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  aus ;  nun  haben  wir  aber  den  Brenn- 
punkt der  Kegelschnittslinien  als  Anfangspunkt  und  die  Haupt- 
achse als  Abszissenachse  angenommen,  daher  sagt  uns  die  Glei- 
chung —  "^^e,    dass  bei  den  Kegelschnittslinien  das   Verhältniss 

des  Abstandes  des  Durchschnittspunktes  der  Normale  mit  der 
Hauptachse  vom  Brennpunkte  zum  betreffenden  Leitstrahl  des 
Punktes  constant  und  gleich  der  Exzentrizität  ist. 

Bei  der  Parabel,    wo  e=l   ist,    hat  man  — =  I,  also  iii=r. 

-  T 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  gilt  jenes  Verhältniss  auch 
zwischen  dem  Abstände  des  Durchschnittspunktes  der  Normale 
vom  zweiten  Brennpunkte  und  <lem  zweiten  Leitstrahl. 

Denn  bezeichnen  wir  mit  m!  den  letzterwähnten  Abstand  und 
mit  r'  den  zweiten  Leitstrahl,  so  haben  wir: 

bei  der  Ellipse  m-^fll'=2ae  und  r  +  r'  =  2a,  unter  a 
die  halbe  grosse  Achse  verstanden,  folglich  m=2aß — m' 
und  r  =  2o  — r',   daher 

f^  m 2<ye  —  m' 

T  "~   2a— r'  • 
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aber    jr  =  ^>    ^*^®'     2a--r*  ^^' 


m' 


woraus  folgt: 

2ac  — m'  =  2a6— er',    daher   w!^er'   und   ^  =«, 

w.  z.  b.  w. ; 

und  bei  der  Hyperbel  haben  wir  m' — ms=:2ae  und 
r'  —  r  =  2a,  unter  a  die  halbe  erste  Achse  verstanden, 
daher   m  =  iit'  — 2ac  und  r  =  r'— 2a,    folglich 

m m*  —  2gg  ^ 

7—    r'— 2a   • 

.        1»  '      -        m'  —  2ac 

aber    —  =c,    daher    — 3 — 7% —  =  e> 
r  r — 2a 

woraus  sich  ergibt: 


m' 


m'  — 2ae=:er' — 2a«,    folglich  wlzizeT^  und  —7-=«, 

w,  z.  !>•  w. 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  suchen  wir  die  Kurven, 
bei  welchen  das  oft  erwähnte  Verhältniss  constant  ist^  so  werden 
wir  zu  diesem  Ende  die  Gleichung 


=  e. 


unter  e  eine  constante  Grosse  verstanden,  zu  integriren  haben. 
Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  vorerst  y^:zxi,  wobei  %  eine  neue 
Veränderliche  bezeichnet,  so  erhalten  wir: 

du  .      dz 

dx  dx^ 

und  durch  Substitution  in  die  obige  Differenzialgleichung : 
oder 
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woraas  folgt: 

dx' 


a:x^=-.[2«+l  +  6ViMl], 


daher 

xäz  dx 

Setzeo  wir  nan  %^-\-\=q^^  uDter  q  eine  neue  Veränderliche  ver- 
standen, 60  erhalten  wir  durch  Differenziation : 

tdz  =  qdg, 

und  durch  Substitution  in  die  letzte  Differenzialgleichung 

gdq    dx 

q^-\-eq'^       X 

oder 

dq  dx 

q-\-e      ""  j:  ' 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt:  , 

log  nat .  (y  -f  6) = — log  nat.  a?  +  Const. , 

welche  willkührliche  Constante  wir  gleich  log  nat./?,  wobei  p  eiM 
beständige  Grosse  bezeichnet,  setzen  können,  so  dass  wir  haben: 

lognat.(9-f  6)  =  — lognat.ar-f  Iognat./9=:lognat~» 
somit 


X 

und 


q  +  0z=:^   oder  .9=^^ 


^=       x^ 


Es  ist  aber  kraft  der  obigen  Annahme  q^=zz^+l,  y=xz,  daher 
z  =  —    und    ^^=^+1,  folglich  erhalten  wir: 


^+1  =  ^  ^«         oder   3^«  +  a:«=(p-ea:)« 


o;*  '  a: 


als  Gleichung  der  fraglichen  Kurven.  Aber  diese  Gleichung  ent- 
spricht nur  den  Kegelschnittslinien,  wobei  der  Brennpunkt  An- 
fangspunkt  des   rechtwinkligen   Coordinatensystems   ist,    dessen 
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AbsziMenadwe  mit  der  Havptaciise  der  Knre 
daher  sehen  wir,  dass  nur  bei  diesen  Korrea  das  Tcrhilteiss  des 
Alisfandes  des  DorchsehnittspuDlcfes  der  Noraale  mit  der  Has|»t- 
achse  Tom  BrennpaDlcfe  zum  Leifstrahl  des  betrefeaden  Pnktes 
«der  Konre  constant  ist,  dass  somit  diese  eise  lri*^Mwifrfisrhir 
Eigensehaft  der  K^elschnifttslioien  ist 


Nachschrift  des  Herausgehers. 

Dm  Herrn  Doctor  Zampieri  das  Interesse  an  beweisen, 
welches  ich  an  den  in  der  Torbergehenden  Ahhandlong  mi^theil- 
ten  allgemeinen  Sätzen  von  den  KegeUcbnitten  genommen  habe, 
und  um  zngleicb  an  einem  neuen  lehrreichen  Beispiele  zu  zeigen, 
mit  welcher  Leichtigkeit  die  von  mir  in  Tbl.  XXXI.  Nr.  Xlfl.  ent- 
wickelte neue  Theorie  der  Kegelschnitte*)  meistens  zu  solchen 
allgemeinen  Sätzen  fuhrt,  werde  ich  mir  erlauben,  die  in  Rede 
stehenden  Sätze  im  Folgenden  aus  dieser  von  mir  entwickelteo 
neuen  allgemeinen  Theorie  der  K^elschnitte  absdeiteD,  indem 
ich  jedoch  nicht  unteriassen  kann,  noch  darauf  besonders  hinzu* 
weisen,  dass  di^  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Zampieri  na- 
BMstlich  auch  deshalb  lehrreich  ist,  weil  in  derselben  zugleich 
der  Nachweis  geföhrt  worden  ist,  dass  die  bewiesen«!  S&tze  den 
Kegelschnitten  eigenthumlicb,  also  nicht  auch  noch  anderen 
Curven,  zukommen,  wovon  naturlich  im  Nachstehenden  nicht  wei- 
ter die  Rede  sein  wird.  ^ 

Nach  N.  T.  d.K.VIll.  2).  S.I33.    ist  die  Gleichung  der  dem 
Punkte  (a^iyi)  entsprechenden  Normale  des  Kegelschnitts: 

und  die  Gleichung  des  demselben  Punkte  (a:,^|)  des  Kegelschnitts 
entsprechenden ,  aus  dem  Brennpunkte  (fg)  ausgehenden  Vectors  ist 


2) y-yi  =~:zf  (^-^i)- 


Bezeichnen  wir  nun  die  von  der  Normale  und  dem  Vector  ein- 
geschlossenen Winkel  durch  [i ,  so  ist,  wie  man  nach  einer  be- 
kannten Formel  der  analytischen  Geometrie  aus  den  beiden  ror- 
hergehenden  Gleichungen  leicht  findet: 


*)  Ich  heseichne  diece  Abhandlung  Immer  mit  N.  T.  d.  K. 


3)    .    .    .    taogp«=| jf  +  Bff+C        \    ' 

WO  man  bei  der  Eotwickelang  dieser  Formel  mittelst  der  Glei* 
chungen  1)  und  2)  nur  zu  beachten  hat«  dass 

A(xi'-n  +  B(ffi-g):=A:r^+Bf,^  +  C-(Af+Bg+C) 

gesetzt  werden  kann,  und  dass  uaeh  der  in  N.  T.  d.  R.  11.  2).  S.  79. 
entwickelten  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte 

ist.    Aus  der  Formel  3)  ergiebt  sich  aber  sogleich : 

» 

.,  .    '  jAf+Bg  +  O* 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  dem  Punkte  (a;i^i)  entsprechende 
Normale  des  Kegelschnitts  durch  N,  so  ist  nach  N.  T.  d.  K. 
VIII.  7).  S.  139. : 

5) 
2nHAxi  +B^ji  +  C)\Af+Bg+C+^~(.Ajri+Bgi  +  0] 

Nun  ist  aber,   wie  man  leicht  findet: 

(Af+Bg+0*  +  \A(yi-g)-B(x,-n<l' 
:=(Af+Bg-i-C)* 

+  {(A^+  B^  [{xi -fy  +  iyi-gn -  {A{x^-n  +  Ä(y,-^)]n, 

also,  wenn  man 

^(^1  -f)+B(yi-g)=Axi  f  Äy,  +C-(J/"+B^+  C) 

setzt,  und  wieder,  bemerkt,  dass  nach  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte 

{A*  +  B^  [(xi  -fy  +  iyi  -ff)*}  =  »»'(^i  +  i^i  +  C)* 

Ist: 
=  2(Axi+Bsi  +  C){Af+ßg+Ci^~^(Axi  +j^,  +  Q]. 
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Also  ist  nach  5):  -      / 

fiv  j..     n«|(^/'+ggr+C)H[^(.yi-^)-g(^i-/)?> 

u;  .  .  .  xf    —  4«  +  ß« 

Daher  ergiebt  sich  aus  4)  und  0)  durch  Multipllcation : 

Nun  ist  aber  nach  N.  T.  d.  K.  VI.  2).  S.  J(W.,    wenn  p  den  Para- 
meter bezeichnet: 

Also  ist: 
7)     .....    .      (iVcos /*)«=(!)', 

worin  offenbar  unmittelbar  der  erste  der  yon  Herrn  Doctor  Zam 
pieri  bewiesenen  Sätze  ausgesprochen  ist»    weil  augenscheinlich 
der  absolute  Werth  von  iVcosft  die  Projection  der  Normale  auf 
den  entsprechenden  Vector  ist. 

Die  Formeln  3)  und  4)  sind  insofern  bemerkenswerth «    weil 
sie  von  der  Charakteristik  n  ganz  unabhängig  sind. 

Ist  (112^2)   ^^^  Durchschnittspunkt  der  Nornfale  mit  der  Axe 
des  Kegelschnitts ,   89  ist  nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  5).  S.  138. : 

,_n^A(Ax,  +  By,  +  C) 
«2— A  — -^  A^  +  ß^  ' 

^_n^B(Ax^+BJ/^  +  C), 
v^  —  g —  A^-\-  B^  ' 

und  bezeichnet  nun  E  die  Entfernung  des  Punktes  {u^t^  von  dem 
Brennpunkte  (fg),  so  ist 

^Iso  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

^^_n^(Axi+Byi+C)^ 

Bezeichnet  aber    V  den   von   dem   Brennpunkte   (fg)  nach    dem 
Punkte  {xiHx)  gezogenen  Vector,  so  ist  naclT  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  103. : 


Also  ist  nach  dem  VorhergdiendeD : 

8)    .    .    • "^^=1«.  / 

Bei  der  Parabel  ist  bekanntlich  n  =  l,   folglich  jE=  F.     Bei  der 
Ellipse  und  Hyperbel  ist  naqh  N.  T.  d.  E.  IV.  20),  21).  S.  99. : 


e 
n  =  — » 
a 


also: 


') f=i=v^'^e)'. 


wo  das  oberte  Zeichen  fGr  die  Ellipse,  das  untere  Itir  die  Hyper- 
bel gilt  Dies  ist  der  dritte  der  von  Herrn  Doctor  Zanipierl 
bewiesenen  Sätze. 

Der  zweite  von  Herrn  Doctor  Zampieri  bewiesene  Satz  ist 
endlich  unmittelbar  in  dem  obigen  Ausdruck  5)  für- das  Quadrat 
der  Normale  enthalten.  Denn  nach  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  103.  und 
VI.  2).  S.  107.  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

also:,  i 

^  _  tnHAxy  +  By^  -fr  C)  (Af-{^  Bg  +  C) 
rp—  ^4«  +  £t« ' 

„,  _n«(Ari  +  %|-frC)''. 

folglich  nach  5)  offenbar: 

10)    ....    .     2V«=pF— (1— n«)P>. 
Da  nun  für  die  Parabel  n.=  I  ist,  so  ist  fSr  diesen  Kegelschnitt 

JV«=:j»F, 

was  ganz  mit  der  bekannten  Gleichqng  der  Parabel  ans  dem 
Scheitel  übereinstimmt.  Nimmt  man  nun  für  die  Ellipse  nnd  Hy- 
perbel immer  respective  die  oberen  und  die  unteren  Zeichen,  so 
ist  nach  N.  T.  d.  K,  IV.  20).  21).  S.  99. : 


also  nach  10): 


was  wieder  ganz  mit  den  bekannten  Gleichungen   der  in  Rede 
stehenden  Kegelschnitte  aus  dem  Scheitel  übereinstimmt. 

Man  sieht  hieraus^  wie  leicht  sich  die  Sätze  des  Herrn  Doc- 
tor  Zampieri  aus  unserer  neuen  allgemeinen  Theorie  der  tl[egel- 
schnitte  ableiten  lassen «  was  meistens  Yon  allen  solchen  Sätzen 
sich  in  gleicher  Weise  sagen  lässt. 


Nene  Integrations  -  Methode  fSr  Differenzen  -  Gleichnn- 
gen,    deren  Coefficienten  ganze  algebraische  Functio- 
nen der  unabhängig  Veränderlichen  sind. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an  der  Handels -Akademie  zu  Wien. 


/ 
Die  Arbeit,    die  ich  hier  vorlege ,  hat  znm  Zwecke  die  Auf- 

I5sung  nachfolgender  Gleichung: 
in  welcher 

•An,     An-A-y  •-•••     X-if    ,X.Q 

gegebene  ganze  algebraische  Functionen  von  x  sind,  denn  auf 
diese  Form  (1)  lässt  sich  jede  lineare  Differenzen- Gleichung  mit 
ganzen  algebraischen  Coefficienten  bringen. 


I  ■  ■  i 
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Ich  setze  das  lotegral  der  vorgelegten  Gleichung  in  Form 
eines  Differential- Quotienten  voraus  mit  variablem  Differentiations- 
Indexe  >  nänUich: 


/<^)=|^l,.  m 


woselbst  9(r)  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Function  von 
r  bedeutet  und  X  eine  constante  Zahl  ist,  die  nach  verrichteter 
ormaliger  Diflferentiatioii  von  ^(r)  in  dem  so  erhaltenen  Resultate 
statt  r  gesetzt  werden  muss. 

Wenn  nun  die  CoeflGcienten    der   vorgelegten   Gleichung  fol- 
gende Gestalt  haben: 


Xi    =ai     +biX     +CiX^    +....+ Aio:"*-"*     +iiX^, 
2Co    =00    +*o^     +eoX^    +....+A0«»-»    +^0*"» 


(3) 


SO  erhält  man,  den  in  (2)  stehenden  Werth  von  f{x)  in  (I)  ein- 
fahrend und  zugleldi  Rücksic^ht  nehmend  auf  folgendes  System 
von  aus  (2)  hervorgehenden  Gleichungen: 


(4) 


/(*+n)s=|-^|5r-|;i' 
nachfolgende  Gleicbuog: 

(5) 

(8*a)("— ^)Cr)i 

+  («0    +*o*    +Co«*    +....+Ao«"^*    +Ao*^    •j"^»    U**®* 
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Fährt  man  nun  nacbstebende  B^zeichnungswelse  eio: 

(6) 
Uo     =  a,g)  (»)  (r)  +  a„_i^("-»)  (r)  +  .,..+  «i  g)'(r)  +  «foVW . 

Ui     =6»9»W(r)  +  6«-HP("-»)(r)+....  +  6,g)'(r)+6oV(»-), 

so  erhält  man  statt  der  Gleichung  (5)  folgende  Gleichnog: 
.|-8;r+^-ä5-  +  .-  +  ^-'-^-+«"-^,-j,=0,     (7) 

und  es  ist  nun  die  Aufgabe  jenen  Wertb  von  ^(r)  and  jene  Con- 
staute  X  zu  finden,  welche  diese  Gleichung  in  eine  identische 
verwandelt« 

I  •    .  * 

t 

Bevor  ich  zur  Losung  dieser  Aufgabe  schreite,  will  ich  be- 
merken, dass  die  Gleichung  (7)  in  einem  speciellen  Falle  sehr 
leicht  loslich  ist.    Wird  nämlich  für  einen  gewissen  Werth  von  9(r) 

I7o  =  0,     «71  =  0,-...     Rn-i=0,     Dm  =  0,        (8) 

so  ist  fSr  denselben  Wertb  von  ip{r)  offenbar  auch 

somit  die  Gleichung  (7)  erfüllt.  Da  nun  die  Gleichungen  (8)  lau- 
ter lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  sind, 
so  hängen  die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  ab  von  der  Auf- 
lösung des  nachfolgenden  Systems  algebraischer  Gleichungen: 

Qn^  +  an-12"-^  +  ....  +  criz+  Oo  =  0> 
6ii2M- *n-i2"-*+ ....  +  M  + fto=0. 


A„2«  +  An-1«»-^  +  ....  +  *i«  +  Ao=0, 


(10) 


und  diese  algebraischen  Gleichungen  finden  zugleich  statt,    wenn 
simmäiche  Polynome: 


detfm  Cmflki9miMmk^r.  Pumt.  der  umi6Un9l$  IMffmfrr/.  Mnä.  WKJ 

6»2»+ai,«i2«-i +....+ 612+60, 

(11) 

Ä«i«+A„-.i2«-i  +  ....  +  Ai2+»o/ 
Ä»i»  +  A«-i2*-^-+....  +  *it+Av> 

einen  gemeinschaftlichen  Factor  hahen.  Sei  etwa  t, —  a  ein  aol- 
eher,  60  wird  fflr  »«> 

das  System  der  Gleichangen  (8)  erfflUt;  somit  ist  als4aiin 

t^olär  man  kurz  ^ 

setzen  kann. 

Haben  die  Polynome  (11)  den  gemeinschaftlichen  Factor 

80  wild'  ßir 

(p(r)  =  e"-  (C,  +  Car  + . . . .  +  C„_i  r— «  +  C«r"-i) 
das  System  der  Gleichungen  (8)  befriedigt^   somit  ist  dann 

und  wird  die  ^malige  Differentiation  wirklich  ausgeführt  und  nach 
der  Differentiation  statt  r  l  gesetzt,  so  erhält  man,  wie  man  sich 
leicht  aberzeugt,  fQr  f{x)  einen  Ausdruck  von  folgender  Gestalt: 


/(.t)  =  «*(^i  +  A^x  +  ....  +  ^«-lar«-«  +  Jä«»-1),      '•  -^ 
welcher  der  vorgelegten  Gleichung  genügt. 

Ich  kann  nicht  umhin ,  zu  bemerken ,  dass  diese  in  sf^eciellen 
Fällen  stattfindenden  AuflSsungen  in  dem  Fallet,  als  die  vorge- 
legte Differenzen -Gleichung  von  folgender  Gestalt  Ist: 

(an  +  6n.T)  fix  +  w)  +  (fln-i  +  6«-iar)/(ar  +  n—  1)  +  . . . . 

....  +  (ai+biX)f(x+l)  +  iao  +  b^)f(x)=sO, 

schon  von  Prof.  Petzval  bemerkt  wurden.    Man  sehe  dessen  Werk 
über  Integration  linearer  DiTferentialgleich.  I.  Bd.  8.117. 
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Ich  wende  mich  jet^  fviedet 'zfir  «GleUhffng  (7)^  welche  Ut: 
und  strebe  nun, /die Jn  dieser  Gleichung  vpr|c(^niQenden  Ausdrucke: 


«  • 


als  a;te  Differentialquotienten  von  Functionen  darsHstelleo >>  wekib^ 
bloss  r  enthalten.    Es  ist  nun  wirklich : 


-     »    I 


"..       V. 


O  ■ 


(12) 


{^'^1^=  l£K'-*)'''^»"'+3('-^)*f^»"+('-^)«7-i,'J^,4..i . 


';."  •  : .  ^  :       ,{  .      '  ■  -  ■         ■  ■■  -i'-r  i 


1 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.    Denn  differenzirt^maa 
ormal  nach  r.  so  erhält  man: 


•    :    .  1 


folglich  ist  die  Gleichung 


t  ~, 


identisch,  falls  nur 


.(.-«m'  ., .  - ... 


ff".  •    •  .       ■-  ....  :    ■...     .    t«.  •       ;  ..  .  ■        -l 

für  ^rp^  Null  ist»  somit  in  diesem  Fälle  die  er^t^  der  Qleicbant 
gen  (12)  bewiesen.    Diffcrenzirt  man  nun  den  Ausdruck    .      ... 

jrtii<^  nach ,r>   so  erhält  man: 


I      .    .•   .f 


folglich  ist  TTieder  die  Gleickufig 
identisch  wahr^   uenn 


^üg,'\,       ,,,^     .,.8'üa' 


für   r=X  Null  wird/ und  isolasst  sich  auch   die  Richtigkeit  der. 
späteren  Gleichung  in  (12)  darthun,  u.  s.  w.  '    **        *   **'* 


•  •  I    >    • 


Man  kumtn^  daher,  di«  in  (12^  aiigefä^rten  Werthe  in  !(7))«in: 
fahrend,  »ifoigpitder ^Gleiötiiilg:  '     :   :-'..■    i  '"  ^    :       \]"' 

|£t?7o..+  (t-A)  üt  +  (r-A)  I7a'  +  (r-i)«  V^', 

welche  befriedigt  vtird,  irenii' -  ' 

'   '   '  ■  Oo  +  (r -  A)t7,'  +  (f-XrÜ^  'f  (r-Vt4*' 
+  (r  - 1)  t4*  +  3(f  -  A)«  üa" '+  (r  -  A)^  f7a*'+ . .  i}  üL  o'       (14) 

ist.  Diess  ist  aber  bezuglich  q>(r)  eine  lineare  Differentialgleichung 
mit  Coefficienten ,  die  ganze  algebraische  Functionen  der  unab- 
hängig Variablen  r  sind,:  und.  diertt  daher  zur  Bestimmung  von 
9(r).    Hat  man  dasselbe  gefunden,  so  ergibt  sich: 


t    i 


l 


»■■ 


'1 1  '••  -i 


unter  it  eine  willkühriich^ '  JSähl  Verstaii^en.^ 


Ich  habe  jetzt  noch  von  einer  bemerkenswerthen^Tlrlitlsforhiilidff 
zu  sprechen^  welche  In  sehr  vielen  Fallen  wes^jflich  iiu?<:^«rein- 
fachung  der  Auflosung  der  vorgelegten  Gleichung  dient. 

Setzt  man,  nämlich  in  der.^eg^enenf6leiql|u^jgf(lj  .^  .^^,     ^ 

woselbst  [F(a?  — «)]!  folgende  Bef^eufon^  Hat:'     '•^^•»  -'/    ••  ^ 
^  tiF(a:i-^1^)]l  =:  F(lr^n).yr(2-^>t).  f'CS^«)  ..\5;J*(Äi^w), 

und  bemerkt,  dASd'  •.  '>>    '^i  '■•■    -  '^'i-  '*' \»'f'      -^  ■-''•  «;  *!• 

23* 


„  ,  .        »(*  -i- «)_ 

/r,  .„      ,.      if>(x  +  n-\) 


/^*  +  ">    ,    -[F(a:+l-«)]l 
ist,  flo  hat  man 


aftd  diese  Gleiqhung  gibt>  mit  [F(x)1l  multipiicirt,  folgeDde  Gleichung : 

Xn'^ix  +  «)  +  -Xn-1  F(x).'t^x  +  n  —  1)  + .... 

....  +J¥,F(a:)F(a:— l)F(a?-2)....F(a:  +  2— n).V<a:  +  l) 

+  JSoF(ar)F(a?-l)F(a?-.2)....F(a:+l-«).«^(Ä-)  =  0, 


•  » 


woraus  man  sieht,  dass  die  Substitution 

in  eine  Differenzen-Gleichung  gemacht,  darauf  hinauslcommt,  sSmmt- 
liehe  Coefficienten  derselben  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen 

1,    F(ar),     F<ar)F(ar— 1),    F(;r)  F(^  — 1)  F(;r-2),.... 

SU  ii^ultiplieiren. 

'-    (Setzt  man  daher 

F(a:)=jr«, 

80  gestattet  die  neu  erhaltene  Gleichung  eine  Abkfirzung  durch 
Xn  und  der  erste  Coefficient  der  so  erhaltenen  Gleichung  ist  so- 
mit einSk 

Ich  will  nun  an  der  Gleichung  • 

(fis  +  Ä,ar)^  +  (iii+6iar)^/y  +  (ao  +  6o^)S  =  0       (14) 
den  Werth  der  hier  mitgetheilten  Methode  prüfeii. 


Diese  Gleichung  wurde  ursprünglich  von  LapiMe  ^)/iiii4 
Euter  **),  alsdann  von  Petzval  ***)  behandelt.  Wie  man  aus 
diesen  Arbeiten  sieht«  hängt  die  Fbibi  des  Integrals  wesentlich 
von  der  Form  der  PaftialbrSche  des  Bruches 


•    » . 


ah.    l>a  nun  dieser  Broch  sich  auf  folgende  verschiieclene  Weisen: 

•   ■•■  ^  ^  -.  ^^        B       ■-?■■■;. 

u — «       tt  — p  .     . 

•      ■ .         •  *  I  .    ■  « . :        ■  ■  ■  ■     * 

A 
nu-i-m-t-  ,  falls  nämlich  ^2  =  0  ist; 

n^tt*  -f  üiu  4-  o^f    falls    fta  =  6|  =0  ist; 

serl^en  lässt,    so  lässt  sich.  4ie  Gleichung  (14)  unter  eine  der 
vier  folgenden  Formen  bringen: 

'  ,  (16)  <        , >L'  : 

(m-{-x)J^u  +  [Ä— 2a(m+ar)]^y  +  [A-^Ba  +  ««(m  +  ar)]y.=  0, 

.      .  .  •  t  :     » :  J  *  • 

nJhf  -i^(—na  +  m  +  x)Ay  ^[A^  a(m +a:)]y =0, 

(18)  c 

fla^  +  a^Ay  +  («o  +  ar)y  =  0. 

Ich  will  daher  die  Integrale  dieser  vier  Gleichungen  der  Reihe 
nach  bestimmen.  '    ' 

■  'i         ■.■.'■..  '         ■  '  • 

Integration  der  PifXerenzen-GJeichun*B  _.     .  . 

(m+ar)^+M+Ä-(«+iS)(m+a:)]-^y+t---4/3-Ä«+«|J(m+ar)]y=^^ 


Ich   siefize  in  diese* Gleichung 

y  =  f{x). 


) 


\ 


. ,  •  .' .' .        . .      *  I . . . « .  • 

^)  Memoiren  der  Pariaer  Alcademie.    1782. 

41«)  Euler'f  volUt  Anleitung  snr  lotegralrechoang.    DentfcE  von 

S^alemon.'    4«' Band«    $•  SfS, 

««*)  P e  t K V a I  *  •  Integration,  linearer  Ql^erentialgleichuagen.    I.  Bd. 

S.  113.  -:       ; 


somit  erhält  man:  '*  '  ^-  -'* 


:ii*j-  s  • 


+  [-J(A+l)-Ä(«^^l)  +  (a+l)(^+l)(m+a;)]A^)  =  0.i 


U 


.  =,.    0      .   ,^    :    i^\-T,^'^Hl,     ;     .,    .     I    ^...^ 


Führt  man  nun  der  Kürze  halber  folgende  Bezeichnungen  ein : 

r 

80  erhält  man  nach  einigen  Re^uctionen : 

«^  •  »•"  ! '  •  •>i^tS  +  2)  +  [^+Ä-(«i-i^|Jj|]l.p(^|tl)'  t  v;  .'-  •  ■ 

+  [Äßi  +  Ä«,  -K^A  +  Bki  +  «,ft)  +  «,A?]i/'(|)  =  0. 

ßehufs'der *Au^osung  dieser  trteichung  setze  ich  nun 


und  habe  4  weil  hier 

...»■'     •                •      ■.•.•• 

Jo  =  ^ft  +  B«i  - 1(  Jft  +  Bui  +  «jift)  +  «1  ft  I« 
ist,  für  i^oiVi," ^a  folgende  SVerth'e V  '    ''   "  ' 

Vi  =  -  («1  +  A) 9.'(r) -^(Aßi  +  Boi.^ «ißiMth  t«  ! 
l78=«i(Jig>(r);        , ,  ., 

somit  ist  die  Gleichung,    Tvelcbe  zur  Bestimmung  von  tp(r)  dient, 


I    0 


(«. 


'j '    .*•  .•  M»    'i         :  u  J.I  ».':.»,•»•::'_  r'  ■.     •:|.       •■.•..•■'.;.   .i-  i--, ;    ..    '.Je;'?    ; 


(«ir- 1)  (Ar  - 1)  g»"(r)  +t^.+  Ä~  (Wft  +  B«i^*]^(r) 


(«ir-l)0J,r-l)9«'(r) 
+  [.l  +  Ä-(«,+A)+-(2«^^;-Jft-Ä«,)r]^"(i-)=\),'   •  * 

.»'■       -^      ■..«   4    -'••.•'        ■  -■       '         ^ 

woraus  folgt:      ' 

g>'^(r)       A-^a,       B^ß,    '  '^ 

und  wenn  man  iniegriit: 

«oinit  ^häft  mhn  sudcessiV«  ifotgende-  Gleichang^ü: 

V 

AS-m)  =  ^r^g-n  ^  g-fTa  [(1  -  «ir)   «•    .(1  -  |Jir)^ni  • 

•  •<••':      '  l     ■        *     .       .'  ■•  •  {     k        -    «     ■  -  »    •^'   I    »  ^» 

und  endlich: 

__     ^  ^    ^  erenzengleichung. 

Mehrere  speeielle  Fälle  sind  hier  beachtenswerth. 
1.    Es  sei  l-J-cist^.^  alsdann; \st  (<  \ 


4    ^../ 


f     i 


^— 1-a  B-l-ß 


'   f.    ' 


folglich  .!.-.■ 

2.    Es   sei  ^:=l-f  «)   alsdann  ist 
oder  reducirt:  ^      ;  ^ 

i : 2 : 3 ....    (m  +  x-i)     •<M:«'?i*-^ ^i 


3.    Es  sei  Ä  =  \^aMn^  |^==l+/Si:  «Udaw  büi^die  Glel* 

chuDg  (19)  folgende  Gestalt: 

»        '.  —  .  -  - 

(m  +  a;)/(j;  +  2)-(«  +  |J+2)(m+x-l)/i:«  +  l)       . 

+  (1  +  «)  (1+  |J)  (m + «  -  2)  ^x)=  0; 
hieraus  folgt: 

'^  '        *m  +  a: — 2      ^m-\'X — 2 

iDtegration   der   DiffereDzen-Glel^bung 

Ich  setze  auch  hier 

und  erhalte  sodann : 

(m + «) /r«  +  2)  +  [B  -  2  («  + 1)  (m + a:)] /tx + 1) 

+  [^  -i?(«+l)  +  («+l)«(m+jr)]/i:i)  =0. 
Dl«se  ff«ht  fiber^  .für   > 

m  +  ar  =  |, 

«  +  1  =  «1 » 


\       V 


.-.'j.     • » ;. 


/i:^)  =  /«-m)  =  ^. 


2)r 
in: 

^(S + 2) +  (Ä- 2«,  1)1^(1  +  1) 

4 

und   iässt   sich  wieder    nach   meiner  Methode  leicbt  integrireD. 
Ich  setze  nämlich 

und  da 

ist,  fbrn^r'  .        > 


.  ^..  1 


r,  =  -  2«i9>'(r)  +  (A-^Ba,  -«i«)(p(r), 

00  hat  maD  aU  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q)(r); 

(20)        '  ' 

Diese  Gleichung  vereinfacht  dich;  für 

.  ■  '        •  "■  . 

denn  man  Kai  '^ann : 

«iV^»  +  U  +  (^-Ä«i)«,r]9)'(r) +«,(iBf«i-il)9)(r)=0. 
und  wird  diese  einmal  differenzirt,    »o  erhSlt  man: 

«1  V<(»-)  +  M  +  {A—B€Ci)air  +  2«iV]  y»  =  0^ 


t  ( 


j .,      \- 


«voraus 


folgt.    Es  ist  somit 


*®  =  i &?=5 ^  ^  .1 


folglich 


das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

Der  einzige  specielle  Fall  a|=:0  erfordert  noch  Beachtung. 
Die  Gletehiing  (20)  vereinfacht  »ich  4&  «t=0  w!  .^      ^ 

9>"(r)  +  [Ä  +  ^(r-A)]g)»-.J9>(r):±=0, 
*■ 
und  gibt. diflbreDzfa't:  -i,. 

«r)  + [Ä  +  ^(r-i)]9«'^)=0; 
hieraus  folgt: 


vV) « fl'W*.-!:«'- :^, 


•\\">  «. 


oder  wenn  man^  ♦  •   ^  - 


wählt. 


Es  ist  somit: 


-          ß 

•  ,.        i          ..V 

\  ■ 

f 

■  )   -    =  1 

^"^^  *-  (w  +  X  -  2)!  /       8r^^-«       i  2 


''»|ti 


InteeratioD    der  l^ifferenzen-Gleichjang  , 

«zf^  +  (— ?wx  +  w?  +  a;}Jy  +  [4— q(wi  +,^)]3f  — p.    (17) 

Setzt  man   ...  .,      .        . 

y=/(ar), 

80  erhält  man":      i        - 

«/(x+'i)  +  [-n(2+.«)+»i+«] /)[4;+ 1) 

•  +  [2  +  n  (1  +  aO — (1 +«)  (m  +  a:)]  f(x)  =  0, 

und  setzt  man  weiter: 

t  -  ■  *      .    ■ 

f  .  •       . 

und  beachtet;  dass 


i 


J.jiol 


J^  =iii*-«(^+a)  +  ar. 


I         ;j         -«4  i^  ?/»'—/•  v^Tw/T-'»  ;     { 


jro=:4  +  («-w)(l  +  a)-a?(l+a); 


r.üi;  i;    ^.    r    .  :    .■•.■.!  ;    ■:  .'r     ;',;.•; ;i|     ,.-1, 


femer  dass 

ist;  80  hat  man  zur  Bestimmung  von  9)(r)  die.  deieh'ttUgi.'K  f.ti- 

(r  +  »  -  i)?»'"« +'[»*-  «(2+ <*)  '-<f + «)  (r- A)]  9>'(r) 

+  [^  +  (n-»i)(l+«)]9)(r)  =  0.  '        ,.     .  • 

welche  sich  für  A=n  vereitlfßtclt  ttnd  in'  ^ 


deren  Coeffie.  gan%e  algebr.  Ftmttytüi^  unabhängig  Veräaderl.  sind-Mi 

rg."(r)  +  [Mauitiii.Vi0  1^  *)>*>'(>>+  M +<»-»*•»)  04  »»S^l^ts«'" 
fibergeht,  und  diese  gibt,  nacbtliieuvill^'g  Methode  integrirt: 


"         "^ 


g,(r)  =  C,-^ 3-[r    t+<«.e(»+«)r] 

+  Cie(i + «)  «^  -^ [r       ^H« .  e-(i+«)r] . 

Man  hat  daher 

unter  9>(r)  den  eben  aufgeschriebenen  Werth  verstanden.  Anch 
hier  erfordert  der  speeielle  f^ll  J-fa=0  eine  eigene  Behandlung. 
Man  hat  nämlich  in  diesem^  FsSfle'  ifur  Bestimmung  von  g>(r)  die 
Gleichung  i       i  ;    ^    .  ;:  :   5^^ 

r(p"(T)  +  (m— n)  g>'(r)  +  A(p(r)  =  0, 

welche  integrirt 

<p(r)  =  ^^i[^e**^r=3r>+  C,e-^V=Zr-^ 

•  •  •  ■  f  »  • 

1,  ...  i.'y  .Itil»»»!,»/ 


fiibt.  :  J 


■w      m^^ma».  * rv  •  ^e  _        ■ '  ^n  ■      •      « 


•         t 


lBt6gfati^OiidQ^tiOiCfer9:Bzea-Gi,ei/c,ifU9g  ,  il^nn^ 
;SelW  ver^dät  sicÄV  •*''        ''     '  "'''  -^^'^^^i^ 

■•'■    '■'-    H!'  :-::•.    -.U.V..  •.    t.y=F/X?0.    r)[,;     »-m    llwr     .n  ..J   ,.',Spj, 

dte  Gleichung  zur  ßeßtimmung  von  ^(rVlaiutet^^    *'**  •  '    ^^J"»*^^ 

un4.ywöi^^ht..8}qh|%,;,  ,^;  .^r...>.;,,,.c,,;:  ■•;:;,,i;y  ,;^  i,^^„ 


luii:  f^eb  4ai»  hiegral  der  vorgetogtep  Gleichang: 


:l    .=  . 


'  .1       .    \  I  .  • •      ■        •         : ■ 


..  /  .  i      rr  ..    ^^ 


Bliscellen. 


/ . 


•  ,  ,  _  \ 

Guldln's,  übrigens  schon  dem  Pappus  bekannte  Regel 
wird  meistens  mit  Hüife  der  Integralrechnung  bewiesen ;  indess 
reicht  zu  ihrer  Begründung  die  elementare  Lehre  vom  Schwer- 
punkte vöHlg  bin',  dieselbe  iii^ird  aber  nach  meiner  Meiamig,  wo  sie 
übefhaupt  in  einer  solchen  elementaren  Darstellung  gegeben  wird, 
nicht  immer  in  geeigneter  Weise  gegeben.  Deshalb,  und  weil 
die  Regel,  wenn  auch  jetzt  nicht  mehr  von  besonderer  Wichtig- 
keit, doch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  vortheilhafte  Anwendung 
finden  kann,  will  ich  hier  wieder  an  dieselbe  erinnern  und  sie 
elementar  begründen ,  wobei  ich  zugleich  den  Wunsch  ausspreclKb 
dass  die  Theorie  des  Schwerpunktes,  als  eines  durch  eiiie  be- 
stimmte Eigenschaß  charakterisirten  rein  geometrischen  Punktes, 
immer  mehr  und  mehr  Aufnahme  in  die  reine  Geometrie  finden  mttge. 

In  Taf.  IIL  Fig.  2.  sei  zuerst  AB  eine  beliebige  gerade  Linie 
nnd  MN  eine  mit. dieser  Geraden  in  einer*  Ebene  liegende' Axe. 
Dreht  sich  nun  diese  Ebene  um  die  Axe  MN,  so  wird,  nach 
Vollendung  eii^er  ganzen  Umdrehung,  AB  den  Mantel  eines  ab- 
gestumpften Kegels  beschrieben  haben ,  dessen  FlächeninKalt  leicht 
auf  folgende  Wetse  gefunden  wird.  Bezeichnen  wir  die  Abstände 
der  bbideii  Endpotihte  der  LInre  AB'Hn  der  Axe  ilf /V  diirch  12 


MUeeUen.  U» 

«Dd  R' g  so  das«  der  evBter«  d«r  gvUssere  Abstand  ist,  iisd  den» 
ken  ans  den  abgestumpften  Kegel  su  einem  gansen  Kegel  erginst» 
80  ist»  wenn  S  und  S'  die  Seiten  des  ganzen  und  des  vos  der 
Spitze  aus  abgeschnittenen  Kegels  bezeichnen,  der  Flfiebeninhalt 
des  Mantels  des  abgestumpften  Kegels  biekannllich :  ■    .    - 

Es  ist  aber: 

R:B'  =  S:S', 

RS:RS—R'S'  =  S*;S»-S'*:=S*i(S-S')(S+S'); 
alsoy  wenn  s  die  Seite  des  abgestumpften  Kegels  bezeichnet: 

RiRS^R'S'z=iS:iiS+S'). 
und  folglich 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  Flächeninhalt  des^  Man« 
tels  des  abgestumpften  Kegels: 

Der  Schwerpunkt  der  Geraden  AB  ist  bekanqtiieh  "Ihr  Mittet*' 
punkt,  und  folglich,  wenn  wir  dessen  Abstand  von  der  Axe  durch 
r  bezeichnen,  offenbar  iZ -f*  R'  =  iT,  also  2rsn  der  Flächeninhalt 
des  Mantels  des  abgestumpften  Kegels. 

Hat  die  Ebene»  in  welcher  die  Gerade  AB  liegt,  keine  ganze 
Drehung  om  die  Axe  MN  vollendet,  sondern  nur  einen  diArch: 
den  Winkel  i  bestimmten  Theil  einer  ganzen  Drehong,  seivist 
offenbar  der  Flächeninhalt  des  entsprechenden  Theils  des  Man- 
tels des  abgestumpften  Kegels,  vi-enn  wir  t  in  Theilen  der  Einheit 

ausgedruckt  annehmen,   Q--.2ri7r  =  tri.    Nun  ist  abier  offenbar  Jr 

der  Weg»  welchen  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehun|^der 
Schwerpunkt  von  s  beschrieben  hat,  also,  wenn  to  diesen^^eg 
bezeichnet,  ws  der  Flächeninhalt  des  entsf^rechenden  Tkeib  des^ 
Mantels  des  abgestumpften  Kegels,  wo  ssä  AB  i§t 

Wenn,  wie  in  Taf.IlLFig.a  die  Linie  AB  die  Axe  3IN  in 
C  schneidet,  wir  AC^sis'»  BC^a"  setzen,  und  durch  w'  und 
w"  die  W^e  der  Sehwerpankte^oa  V  md V'  bezeichnen;  so 


sittd'  iiaeh  dem  .Vdrh#rgeb#Bd€ii  die  V9mt(  vmA  «f^.be8cbi:id|ei^««. 
H«f^elfiifiMel'  iie8p«oti¥&f wfs'  •  und  V^t?,  odec^  wem  i  iwiedei^  deoi 
Di4eli«mg6winkbb  beaDekhiiety'.  imd:  T^  «übd  <r^'i>idie»  Atotändf^  ider 
Siefvw(Br|Mhikte  rröti . 9^  uhd •  i^' ^n-  der  Axe  iaind^- ii^s'  «od '«<!«(-;' 
Ist  nun  r  der/ Abstand'  des.:  Schwerpankts/ desi'^'fgadBeft 'Libi^ 
AB'=zs  von  der  Axe,  wobei, \v^;  dieis<^n.  Abstand  als  positiv  oder 
negativ  betrachten  wollen^  jenäcbdem  ^r  links  oder  rechts  von 
der  Axe  liegt;    so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpupkt^ ;  ^;.. 

also  •  *  \ .  r  . 


und  .^Igjppb,  .»eni^  Jf/  ii^i|4.i4'T-.^l«».iVQ^i  V.  W'd  /f;  b^achj^i^benen 
Kegelmäntel  sind,  w  den  Weg  des  Schwerpunkts  der  ganzen 
Linie  s  bezeichnet:    "  ^  '?'    '   ~-  '    '*^-  '   »^  • 


ws:=M'  -  M", 


i  ■, 


Hieraus  wird  sieh  mit  völliger  Deutlichkeit  ergeben  ^  wie  man 
sich  in  allen  ähnlichen  Fällen  zu  verhalten  hat»  zugleich  aber 
SLüch  gaiiti  von  seWst  den  Grund  cilbeliefiyt'  «rarom  vtln  ^si,  ,uvtk 
nicht  in  unnütze  Weitläufigkeiten  zh. .verfallen ,  z«<eckmfis«^p  fin«" 
den  müssen,  im  Folgenden  alle  .Linien  und  Figuren^,  durch  deren 
Drehung  um-ei^'e  A^e  wir  uns  Flächen  unä  Kurpef  entstanden 
denken,    auf  einer  Seite  der  Drehungsaxe  liegend  anzunehmen, 

wlattiAlsb^b  |i^r:ieiA  fdr  alle  Mal  beiqerkt  wird.    '  ■.  r    . ..  l 

i      '    .  r  f  •  .  .     '  ..I... 

,     HaÜeji  wir  fiun  öine  beliebige  ge^brochene  Linie,   die  cänz  in 

einer  Ebene  liegt  und  aus, den  einzelnen  g^r^dlihWeh/Theilen 

^0  *  •    ^1  *      *Ä>      ^8  »  •  •  •  •   ^71  . 

^»Xil  ^*»  "  *  .    .  :  -     .  .  .'"...       /    :  ■     ...    .         . . '    . 

bfesMiti   und  denken  uns  die  »Rede  atehende  Ebene  nm  Mie 
gewisse. Axe  gedroht)  so  ist,,  wenn 

vr     :  ^0»      ^1*     ^2>     «H»»*"*   ^n 

die   b^i  dieser   Drehung    von  den  Schwerpunkten   der .  einzelnen 
Ueradeh 

r  •  :  '     .  ■ 

jm  »0»      yL>     ?2\      «3,....   *n 

i;*>  r^n'»v.!;t;}    •■■!    ■.'..:■     ■■■■■,..     .:-.ii   '■  .•;•/•.',■    ■'.    :<»/■  i  -.::;. n-v.  .'•. -: 

bedchiiebenen  Wege* beaeichnbn;«: der  Inliälti  der  von  .decf^^vo*'' 
ebenen  Linie  bescbrlebeoeD  Fläche -nackd^m  VorhergeKendeh: 

oder,;  «i»iiii»:»>.d(ir 'DrMiiing^wiBkel:tlMkiifnd  il'^  7/   v 


qie'  AbstaBd^  der  Schwerpunkte  von      , 
von  der  Drehungsaxe  sind: 

1<i   :>!!«:'l    ::•>;!!•»*  ^•>^i,v:.^    ■::!'*'-l    •.•:!!   ii;  ;:  »S  ■►■•    !•.'      :.     .,1V  I..    {.    ' 

ist'UÖA  r  der  AbstatMf 'des'äbhwetpahkts  der  ganzen  gebroehetitfiif 

Linie,  welche  wir  durcli  9  bezeichncfu  wollen,   wo  also        ' 

f.      •  .        .  1 

ist,  von  der  Axe;  ^«o  fit  nach  der  Lebm  Vom  Schwerpunkte: 

TS  =  »v,5ö  +  ri«i  +Va«'2  +  ri*3  +  '• . . .  +  »"n«!! ; 

also  nach  dem  Torhergehenden  irSi  öder, 'wenn  «r  dett  Weg  deir* 
Schwerpunkts  der  ganzem  eebrocbeneri  Lipie  beze^hnet,  sw  der 
Inhalt  der  von  der  ganzen  gebrochenen  Liiiie  beschriebenen  Fläche. 

•     •      ■  '  r  "•  -••  .  •  t 

Denkt  man  sich  eiiie  krumme  Linlle  aus  unendlich  vielen  un« 
endlich  kleinen  geradlinigen  E^lemeptep  bestehend,  so  übersieht 
man  auf  der  Stelle,  d^s  der  im  Vorhergehenden  für,  beliebige 
gebrochene  Linien  bewiesene  Satz  auch  ganz  allgemein'  mi  zSÜk 
krumi^9n-*Liff»ieD  igUt      j,  .»  ,  .      .      '        \ 

Dass  man  sich  dieses  Satzes  auch  häufig  umgekehj^t.  zur  Be^ 
Stimmung  der  Lage  des  Schwerpunkts  krummer  Linien  zweclc- 
mlUnfgi  bedienen  kamiv.  i^t  klar. '  l^rebt  Ibifeh .  i.  B.  elir-Halbkrei*, 
dessen  Halbmesser  .d  sein,  ipag^  um  seinen  Durchmesser,  so  ist 
nach  den  Lehren  der'  Elementar- Geometrie  A^'^n  der  Inhalt  der 
von  demselben  beschriebenen  Kugelflliche;  Ist  nnu^  u\ike  Ef^(elr<^) 
nung  seines  Schwerpunkts  v;on  dpr  Drehungsaxe,  so  ist  der  Weg 
des  Schwerpunkts  w^^^iün,  die  liärige  des  Halbkreises  ist  aber 
1  ss:  ^Tc.!  r'WeU  jiadh .  dem  im  Obigen  bewiBseneii  Satv^  «fff- der 
Inhalt  der  beschriebenen  Kugelfläche  Ist,  :8M»  ist     >     . 

woraus  sich   ti  =  —    ergiebt^^  was    auch    aus    der    anderweitig 
längst  bekannten  Bestimmung  iek  Schwerpunkts  jedes  Kreisbogens 

folgt»  .:.':»:',.     ,.{■'..   .     ;.fj;:     vi'/       '.-.., 

In  Taf.  HI.  Fig^  4  aei  jet^  ^4(C;  ^in  beliebigies  Dreieck  und 
MN  eine  in  dessen  Ebene  liegende  Axe,  um  welche  wir  uns  die 
Ebene  des  Dreiecks  gedreht  denken ;-  ÜFZV^  nehme  man  als  ^-Axe 
und  O  als  Anfang  ,einQ«.  recJitwio{(Bg^n.  Codrdinatensystenis  der 
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xy  an,  und  bezeichne  die  Coordinaten  jlet  drei  Spitzen  A,  B,  C 
des  Dreiecke  in  diesem  Systeme  respective  durch  Xi,  yi;  x^,  y%i 
^9  9  U9'  ^^^  Drehungswinke!  sei  t  und'  V  sei  das  Volanien  des 
bei  der  Drehung  von  dem  Dreieck  ABC  beschriebenen  Körpers, 
der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  aber  werde  durch  F  bezeiehnet 

In  dem  ersten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  ist 
offenbar  nach  der  aus  der  elementaren  '  Stel'eömetrie  bekannten 
Formel  iilr  den  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels«  wenn  i  in  Thei« 
len  der  Einheit  ausgedruckt  angekommen  wird:  ■ 

r=     i»'(a^,-ari)(yi*+yiJfa+»,'0 
also»  wi^  man  leicht  findet: 

+  li^t\i/2(i/i  -ys)  +  (yi*-y8*)l 

und  folglich: 

^=  l»(yi  +ya+y8)Ui(y8— y2)+^Ä(yi— ys^+^a^aCy«— yi)^ 

Nun  ist  aber 
F«  iCra— ^,)  (yi  +y«)  +  U^^s-*-^«)  (y2  +y3)— i(^«ir^i)(yi  +yg) 

=  1 1  ari  (ys — y«) + ^2  (yi  — ys) + ^8  ^ya— yi)  }* 

Mglich  naeh  dem  Vorhergehenden: 

F  =  Jt(yi+ya  +  y3)i^- 

In  dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
ist  auf  ähnliche  Weise: 

F=    l«*(«8-a;i)  (»1* +yiy8  +^3*) 

—  Jt(ar,—d:a)(ya*  +  yaSr8 +»•?). 
alM,  wie  man  leicht  findet: 

F=     Jwi  ty,  (ya-ys)  4  Cya»-ys») } 

+  lMfa{y«(y8-yi)+(y8'-yi*)l         , 
•  '      •    .4'lia?8lyk(yi-yt)+(y»*--ya»)U  - 


Hfiseeilen.  S5S 

und  folglich : 

Nun  ist  aber 

=  i  Ui  (^2— y»)  +  ^«  (ya -^^i)  +  ^  (yi — ä)  )> 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Folglich  ist  in  heiden  Fällen,   also  in  völliger  AllgemeiDheif: 

und  da  nnn  nach  einem  bekannten  Satze,  wenn  ü  di^  Entfernung 
des  Schwerpunkts  des  Dreiecks  von  der  Axe  bezeichnet, 

«♦  =  i(yi+ya+y8) 

ist;    so  ist 

Bezeichnet  aber  w  den  Weg  des  Schwerpunkts,  so  ist  offenbar 
to=stit,  also 

r^wF. 

.  ,^  Haben  wir.  jetzt  ein  Netz  voq  Dreiecken^  deren  Flächenrättme 

i*^©»     fl9     ^^2»     t*3»»"*Fn 

...  .      .  ^  .        . 

sein  mögi^ni  und .  bezeichnen  wir.  die  Entfernungen  der  Schwer^ 
punkte  dieser  Dreiecke  von  der  Drehungsaze  respective;  durch   - 

■  • 

Uq,     tl|^,     tf2>     M3,  .•#•  Unr  '^ 

den  Inhalt  des  ganzen  bei  der  Ürehung  von  dem  Dreiecksnete 
beschriebenen  Körpers  durch  F;  so  ist  nach  dem  Vorhergehen* 
den,  wenn  i  seine  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  behält, 
offenbar: 

Bezeichnet  aber  F  den  t'lächeninhalt  des  ganzen  Dreiecksnetzes 
und  fi  die  Entfernung  seines  Schwerpunkts  von  der  Axe,  so  ist 
«ach  der  Lehre  vom  Sohiyerpunkte: 

_  tfp  Fq  +  tli  F|  -!>  «2  F2  +  M3  Fg  +  ....+  tfnFn 

"-        Fo+Fi  +  F,  +  F»  +  ....+F„ 

TheU  XXXII.  U 


\ 
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also,  weil  offenbar  ' 

ist, 

folglich  nach  dem  Vorhergebenden : 

r=iuF, 

oder,  wenn  wieder  ti?  den  Weg  des  Scherpunkts  des  Netzes  be- 
a^eicbnet : 

Weil  man  sich  jede  krummlinige  Figur  als  ein  Netz  unend- 
lich vieler  unendlich  kleiner  dreieckiger  Elemente  denken  kann, 
so  ist  klar,  dass  vorstehende  Gleichung  auch  für  alle  krumm- 
linigen Figuren  gilt,  und  wir  konnenf  daher  jetzt  den  folgende» 
allgemeinen  Satz  aussprechen : 

Wenn  eine  beliebige  Linie  oder  Figur  in  einer 
Ebene  ganz  auf  einer  Seite  einer  in  derselben  Eben« 
liegenden  Geraden  oder  Axe  liegt/  und  um  diese  Axe 
die  Ebene  um  einen  beliebigen  Winkel  gedreht  wird; 
so  wird  der  Inhalt  der  von  der  in  Rede  stehen  den  Linie 
beschriebenen  Fläche  oder  des  von  der  in  Rede  ste- 
henden Figur  beschriebeneu  Korpers  immer  darge- 
stellt durch  das  Product  aus  der  Länge  der  Linie  oder 
dem  Inhalte  der  Figur  in  den  Weg>  welchen  ihr 
Schwerpunkt  bei  der  Drehung  der  Ebene  beschrieben 

hat. 

» 

Hat  z.  B.  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  a,  6  sein  mögen,  um 

eine  Axe  eine  ganze  Drehung  vollendet,  wodurch  ein  Ring  ent* 

standen  ist,  und  bezeichnet  u  den  Abstand  des  Mittelpunkts  der 

Ellipse  von  der  Drehungsaxe;    so   ist,   da  ahit  bekanntlich   der 

Flächeninhalt  der  Ellipse  ist,   nach   dem  obigen  Satze  abn.^uit 

=  2abu7t   der  körperliche  Inhalt   des  Ringes,    und  wenn    E  den 

Gmfang  der  Ellipse  bezeichnet,   so  ist  iEun  die  Oberfläche  des 

Ringes. 

Aehnliehe  Beispiele  würden  sitrh  leicht  mehrere  geben  las- 
sen, was  aber  hier  nicht  nothig  ist. 


Zwei  Beweise  ffli»  die  im  Archiv.  ThI.  XXXI.  Heft  4.  S.477. 
mitgetheilte  Coiistruction  der  mittleren  Proportionale. 

Von  Herrn  A.  Krüger,  Direktor  der  kunagl.  Realschule  za  Franftadt. 

1.  Man  denke  sicli  CE  (Taf.  III«  Fig.  5.)  gezogen  und  von  E 
auf  AB  das  Perpendikel  EF  geßillt,  welches  AB  in  F  halbiren 
wird;   dann  ist 


d.  fi. 


«=  J£«  -  Jf«=:  C£»-  CT«. 


6« 

J— -    — V-  — "Tg; 


^i!;«-T  =«•-(«-*+ ä)« 


6« 


also: 


Jfi«=fl6. 


II.  Nach  der  Gonstruction  sind  die  beiden  Dreiecke  ACE 
und  AEB  gleichschenklige  und  folglich ^  da  sie  den  Basiswinkel 
BAE  gemein  haben ,  einander  ähnlich;   mithin  ist: 

ACiAE^AEiAB, 

d.  h. 

aiAEzzzAEib. 

Anmerkung.  Wäre  anch  A  ^^^  gi^ichschenklig,  d.h. 
BE^^BCt  so  wäre  in  Verbindung  mit  dem  Vorigen: 

AC.BC=BCiAB, 

also  die  Gerade  ACm  B  nach  dem  goldenen  Schnitte  getheilt. 
Noch  erlaube  ich  mir  zu  bemerken .  dass  die  Fon  Gouzy  mit- 
getheilte Coiistruction  schon  in  dem  durch  seine  litterar -histo- 
rischen Anmerkungen  ausgezeichneten  Lehrbuche  der  Geometrie 
Ton  Knpze.  Jena  1842.  S.  176.  angegeben  und  ein  Beweis  durch 
die  Aehnlichkeit  rechtwinkliger  Dreiecke  geführt  wird. 


Von   dem   Heranageber. 


In  Taf.  111.  Fig.  6.  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  einer  mit  den 
lieiden  Halbaxen  a,  6  um  den  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Ellipse, 
dessen  Coordinaten  CQ^  PQ  wir  wie  gewohnlich  durch  x,  y 
bezeichnen    wollen.     Legt   man  nun  durch  P  eine,    die  beiden. 


85Q  Mi9Ctilm* 

nmhigenfiaUs  gehörig  verlfiogerteo  Ax^n:in,^'  und  R^  sc^hneid^ode 
Gerade  A'B,  und  setzt  PA'  =  u,  PB'  =©,  ^A'^w;    ßo  i«t 

to:a?  =  u:v,    also  tj  =  —  • 

M7 


Nun  ist  aber 


w 


also  nach  dem  Vorhergehenden : 


'  aux 


aus  welcher  Formel  sich  ergiebt,  dass^  wenn  die  Linie  A' B'  so 
gezogen  wird^  dass  u  =  b  ist^  dann  jederzeit  v  =  a,  folglich 
A'B'z=za  +  b  ist. 

Dieser  Eigenschaft  der  Ellipse  kann  man  ^ich  bedienen ,  am; 
wenn  mit  zwei  gegebenen  Axen  eine  Ellipse  gezeichnet  werd eh 
soll,  schnell  mehrere  Punkte  derselben  in  beliebiger  Anzahl  zu 
finden.  Sind  nämlich  a,  b  die  beiden  gegebenen  Haibaxen»  so 
ziehe  man  zwei  in  dem  Punkte  C  auf  einander  senkrecht  stehende 
Linien  xxi  und  y^i ,  nehme  in  ygi  einen  beliebigen  Punkt  B'  an, 
dessen  Entfernung  von  der  Linie  xxi  nicht  grosser  als  a-i-b  ist, 
setze  den  Zirkel  in  ß*  ein  und  beschreibe  mit  dem  Halbmesser 
oder  der  Zirkelöffnung  a  +  b  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Linie 
jexi  in  den  beiden  Punkten  A'  und  A^  schneiden  wird.  Hierauf 
ziehe  man  die  Linien  A'B'  und  Ai  B' ,  und  schneide  auf  den- 
selben von  B'  aus  die  Stücke  B'P'=ia  und  B'Pi^=a  ab^  so  sind 
P  und  Pi  zwei  Punkte  der  zu  beschreibenden  Ellipse. 

Die  weitere  Ausführung  dieser  Construction^  die  übrigens, 
wie  leicht  in  die  Augen  fallt ,  mehrfache  Modificationen  zulässt, 
zeigt  Taf.  111.  Fig.  7.  deutlich.  Man  sieht  aus  dieser  Figur  auch 
ohne  Weiteres,  wie  man  durch  Zusammenfügung  von  vier  Line* 
alen  zu  einem  verschiebbaren  Rhombus  sich  ein  einfaches  Instru- 
ment zur  Beschreibung  alier  Arten  von  Ellipsen  bilden  kann. 
Ob  sich  die  Sache  schon  anderweitig  findet,  weiss  ich  nicht. 
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Physi^sch«  ,Ztt«i^iQinenkunfi^ 'der,  42  ers^te^*). kleine  Plane- 
ten ivähreüd  der  nächsten  Jahre. 

I       .  .  .  ■  •.     .  .  .  :  ,  ■ 

.  ■  '  . .  •     «Voll  -  .  . 

Herr»  Karl.  VQ»  Littro^ü^   . ;: 

wkklich^iu  NitglMile  der  kftMertichefi  Akademi«  der  WisseoKchaftpii. , ; 

■    •  '  ■?■.•••. 

(Aas  dem  Üecemberhefte  des  Jahrgangs  ld57    der  Sitzuiigsberiehte  dfe> 

inathem.>naturw.  Clas«e  der  kais.  Akademie  d^r  Wissenschaften  zn  Wien 

[Bd.  XXVII  S.  523.]    besonders   ahgedriickt.)  '' 

(Äus%u&  äui  einer  für  die  Denkschriften  Gesummten  Abhandlung.). 

Die  hier  vorliegende  Aufgabe  theilt  sich  ihrer  Nätar  nach  iV^ 
zwei  Tbeile:  zuerst  sind  die  Orte  aufzusuchen,  in  wielchen  die 
Bahnen  der  betrachteten  Himmelf^korper  einander  besonders  nähe 
kommen,  dann  die  Zeiten  zu  bestimmen,  zu  welchen  je  2wiei 
Planeten  Jn  diesen  Bahnnähen  zusammentreffen. 

Den  ersten  Theil  des  Problemes  habe  ich  auf  graphiscbeiv 
Wege  im  wesentHcheo  auf  dieselbe  Art  zu  lösen  gesucht,  dje  ich 
in  einer  früher  bekannt  gemachten  Arbeit  (Jahrgang  1854»  Jünr 
nerbeft  dieser  Sitzungsberichte)  über  die  Bahnnähen  von  perio- 
dischen Gestirnen  unseres  Sonnensystems  befolgte. 

Es  fanden  sich  so  zwischen  den  hier  in  Untersuchung  gezo- 
genen 42  Asteroiden  549  Bahnnähen  mit  Distanzen  unter  0*1  der 
halben  grossen  Erdbabnaxe,  darunter  157  von  besonderer  Enge, 
etwa  002  Distanz  und  darunter.  Je  zwei  Bahnen  näherten  sich 
einander  an  zwei  Punkten  in  J09  Fällen* 

Die  Vervollkommnung  der  Zeichnungen,  welche  der  Arb^ 
zu  Grunde  lagen,  erlaubte  den  Ort  der  Bahnnähe  im  Räume  voll» 
ständig  anzugeben,  und  sich  so  zu  überzeugen,  dass  irgend  be- 
^ndere  Vertbeilungen  derselben  nicht  stattflnden. 

Für  die  nach  solcher  vorläufigen  Kenntniss  der  Bahnnähen 
nun  weiter  nothwendige  genauere  Sichtung  derselben  duf  dem 
Wege  der  Rechiiung  habe  ich  nebst  den  bekannten  Näherung^- 
methoden,  welche  dem  eigentlichen  Minimum  der  Bahndistanz  die 
gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Curven  in  der  gemeinschaft- 
lichen Knotenlinie  oder  in  dem  Breitenkreise  der  Bahnnähe  sub- 
stituiren,  eine  Weise  angegc^ben,  wie  man  ohne  zu  grosse  Weit- 
läufigkeit die  kürzeste  Distanz  selbst  finden  könne,  zog  es  jedoch 
vor,  diesen  Gang  der  Untersuchung  nicht  einzuschlagen,  sondern 


*)  Dnrch  die  in  Kreise  eingeschlossenen  Zahlen  1  bis  42  bexeichoet* 


358  mtcelten. 

ji^ne  Sichttmgf  infit  ctem  zweiten  Theile  der  Aofgaiie^  ^u  verbinden, 
also  gleich  anf  die  Beetimmuog  der  Durchgang«seiten  je  sweier 
Planeten  durch  ihre  bezüglichen  Bahnnähen  überzugehen»  eine 
Arbeit,  die  för  den  grossten  Theil  der  Combinationen  mit  Bahn- 
nähen jedenfalls  dnrchzuffibren  ist,  und  die  ganz  ebenso  wie  die 
GrOsse  der  Distanz  über  das  Interesse  entscheidet,  welches 
einer  Bahnnähe  zukommt.  Sechs  der  betrachteten  Planeten :  Dapbne, 
Harmonia«  Isis,  Laetitia,  Leda  und  Leucofhea  fügten  sich  dieser 
Behandlungsweise  nicht,  da  ihre  Elemente  für  eine  solche  Vor- 
ausbestimroung  noch  zu  wenig  genau  bekannt  sind,  und  roussten 
der  empirischen  Vergleichung  von  Ephenieriden  vorbehalten  blei- 
ben. Von  den  übrigen  36  Himmelskörpern  wurden  die  JDifferen- 
zen  der  Durchgangszeiten  durch  die  betreffenden  Bahnnähen  Um- 
lauf fär  Umlauf  bis  zum  Ende  des  laufenden  Jahrhunderts  bestimmt, 
und  einstweilen  diejenigen  Combinationen  herausgehoben,  bei 
welchen  Zusammenkünfte  während  der  nächsten  10  Jahre  (1858 
— 1867)  zu  erwarten  sind.  Ich  fand  im  Ganzen  19  solcher  Fälle. 
Die  näheren  Modalitäten  von  Zusammenkünften  der  Asteroiden 
lassen  sich  aus  bekannten  Gründen  immer  nur  für  dje  nächste 
Erscheinung  angeben.    So  hat  man  für  das  Jahr  1868: 

gegetueitige  DUtanz.  Zeit  4er  Zu§ammenkunft. 

Euterpe- Lutetia  0*0395  October     20. 

Bellona-Metis  00684  November    7.-^9. 

Polyhymnia-Vesta  0.1469  November  17.-19. 

Egeria- Laetitia  01238  December  15.— 16. 

sämmtlich,  wie  man  sieht,  noctr  zu  grosse  Distanzen,  als  dass 
man  Irgend  besonderen  Wirkungen  dieser  Zusammenkünfte  entge- 
i;ensehen  dürfte.  Da  ich  aber  von  1867  bis  1900  noch  beiläuGg 
50  Zusammenkünfte  auffand,  so  kann  man  der  Hoffnung  Raum 
geben,  in  nicht  zu  ferner  Zukunft  einem  wirklich  merkwürdigen 
Phänomene  dieser  Art  zu  begegnen.  ^ 

Ich  hatte  die  Arbeit,  deren  Ergebnisse  hier  kurz  angedeutet 
wurden,  vOllig  beendigt,  als  mir  von  Herrn  C  Linsser  in  Son- 
neberg bei  Coburg  eine  Behandlung  des  ersten  Theiles  vorliegen- 
den Problemes  für  dieselben  42  Asteroiden  zuging,  die  sich  von 
meinem  Standpunkt  dadurch  wesentlich  unterscheidet,  dass  Herr 
Linsser  lediglich  auf  dem  Wege  der  Rechnung  die  Bahnnäben 
aufsucht.  Er  entwirft  nämlich  für  sSmmtliche  Planeten  Tafeln, 
die  von  5^  zu  5^  der  Länge  den  Radius  Vector  und  die  Breite 
des  Planeten  geben.  Die  Vergleichung  zweier  solcher  Tafeln 
lehrt  ihn  lieiläuGg  die  Pnnkte  kennen,  in  welchen  zwei  Bahnen 
einander  nahe  liegen.    Durch  die  Bestimmung  der  Distanz  entwe- 


der  in  der  gemeinsamen  Knotenlinie  oder  in  einem  jenen  Punkten 
naheliegenden  Breitenkreime  entscheidet  er  dann»  ob  eine  wirk- 
liche Bahnnähe  innerhalb  der  angenommenen  Grenze  0*1  stattfin- 
det Die  Vergleichung  seiner  Arbeit,  welche  er  mir  in  meine 
Abhandlung  auszugsweise  aufzunehmen  gestattete»  mit' meinen 
Resultaten  zeigt  eine  im  allgemeinen  befriedigende  Uebereinstim- 
mung,  beweist  aber  zugleich«  dass,  wie  ich  von  vornherein  ver- 
rauthete,  jene  beiden  abkürzenden  Voraussetzungen  eine  Menge 
merkwürdiger  Fälle  ilbergehen  lassen.  Iferr  Linsser  bat  so  123, 
mitunter  sehr  enge  Bahnnfthen,  die  ich  anfföhre,  nloht,  während 
In  meiner  Zusammenstellung  keine  der  bei  ihm  vorkominendeB  feMt 


Ueber  ein  iherktvürdiges  Neben -Sonnen -Phänomen. 

Beobachtet  zu  Ciilin  a.  d.  W.  am  2l8teQ  April  1856  Ton  Herrn  Kuhse, 
damals  Lehrer  an  der  ReaUcIinle  zu   Cnlm,   jetzt  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Naturwiasenschaft  am  Gymnasium  su  Lyck. 

(M.  8.  Taf.  IIL  Fig.  8.) 

Um  die  Sonne  als  Mitteipufikt  zeigten  sich  zwei  ziemlich« 
vollständige  Kreise  von  etwa  224^  und  45**  Halbmesser,  von 
denen  der  kleinere  sehr  viel  schwächer  als  der  andere  war,  auch 
mit  Ausnähme  seines  obersten  Theiles  ohne  Regenbogenfarben. 
Die  Nebensonnen  im  kleineren  Kreise  waren  äusserst  glänzend, 
nach  der  Sonne  zu  roth«  nach  aussen  hin  blendend  weiss.  Der 
zugehörige  Beröhrungsbogen  hatte  nur  wenige  Grade.  Der  zweite 
Kreis  um  die  Sonne  war  nach  Süden  und  Osten  hin  fast  voll- 
ständig ausgebildet,  etwa  |  so  breit,  wie  der  gewohnliehe  Regen- 
bogen, und  glänzte  hier,  wenn  auch  nicht  überall  gleich  lebhaft, 
in  den  schönsten  Regen  bogen  färben.  Sein  BerOhrungsbogen  um* 
fasste  fast  einen  Halbkreis  und  war  sehr  deutlich  ausgebildet. 
Der  Mittelpunkt  beider  Beruhrungsbogen  lag  scheinbar  im  Zenlth. 
Die  Lage  der  fünf  Nebensonnen  erhellt  aus  der  Figur.  Die  weisse 
Nebensonne  im  Süden  hatte  nur  sehr  matten  Glanz;  die  beiden 
in  SO.  und  NW.  waren  hellglänzend.  Die  letzteren  beiden  ge* 
horten  ihrer  Lage  nach  einem  dritten  concentrischen  Kreise  um 
die  Sonne  an,  dessen  Halbmesser  90^  betrag;  von  diesem  Kreise 
selbst  aber  war  nichls  zu  bemerken.  Die  einzelnen  Theile  des 
Phänomens  verschwanden  nach  und  nach,  zuletzt  die  beiden 
farbigen  Nebensonnen.  ^ 

Nach  einem  Berichte  aus  Bromberg  ist  das  PbSnomen  dort 
lange-  nicht  so  vollständig  gesehen  worden,  wie  hier  In  Cohn. 


30&  msMiem 

Wenb  die  Linie  Ji?  (taf.  111.  Fig. 9.)  in  C  nach  dem 
Itusseren  und  mittleren  Verhältnisse  gethellt  ist,  über 
AJB  als  Durchmesser  ein  Halbkreis  beschrieben  und 
in  Cauf  Aß  ein  Perpendikel  errichtet  wird,  welches 
den  Halbkreis  in  D  schneidet^  so  ist«  wenn  BC  der 
grtissere   der   beiden    Theile  AC  und   BC  ist,    imfmer 

AJ)  =  BC. 

-■..'.•- 

.Weil  nämlich  AB  in  Ciiach  dem  äusseren  und  mittiecen  Ver- 
htitnisse  getbeilt  und  BC  der  grössere  T heil  ist,  so  bt 

ACiBC=BC:AB. 

Nun  ist  aber : 


AD^==AC^^CD^,    CD^=zAC.BC; 

also :    , 

* 

AJÖ^=ÄC*+JC.BC=Aa(AC-^BC)=:AC.Jß, 

folglich,    weil  nach  dem  Obigen 


ist: 


AD^=:^^^^—=BC*,    AD  =  BC,  w.  z.  1).  w- 


,..  Diesen  Satz  habe  ich  aus  J.  Kepleri,  Astronomi,  Opera 
Ä>iunia.e:didit  Ch.  Frisch.  Volumen  I.  Pars  1.  p. 35.  ient- 
iehpt.  .  Ist  derselbe  noch  nicht  bekannt,  was  ich  nicht  weiss^  so 
J^ipn  er  eine  leichte  Uebungsaufgabe  abgelten* 

^Zugei  man  BD^.so  wäre 

W^^z=WO^^VD^=BC^+AC.BC=:BC.(AC+BC)t=BC.AB. 

>Jeio  nach  dem  Obigen: 

'  ^TTt.     BC.BC»  _BÜ* 

^'■'■''    ■  -»-W  -       AC      ~  AC  ' 


BerichCigang. 

-    Tbl.  XXX.  S.  8S3.  Z.  3.  ▼.  u.  statt  „eingeschrieber*'  setze  man 
»^iijtgesch  rieben  er. '^ 

Till.  XXXI.  S.217.  lind  S.218.  setze  man  fiberall  Heis   statt  Heise. 

Statt  der  Seitenzahl  „454'«  in  Tbl.  XXXI.  stebt  fäUcblich  „444.*' 

Thh  XXXI.  S. 244.  Z.  17.  statt  „eiBfache'«  s.  m.  „eiDfacfa." 

TM.  XXXU.  S.  l¥k  Z4  U.  V.  a.  sUtt  „ihm'*  «etie  man  Mihn." 


eruh€ri:  Aeue Methode  tur&Hmerf.perspecUZHehma^m^  tic^dXil 


"  .   ;•'!■■  i  ' 


•    *  t 


Neae  Methode  zar  Entwerfiing  perspectivischer  Zeich^ 
pungen ,  nebst  einer  streng  wissenschaftlichen  Ddrstjäl- 

lang  der  Perspective  überhaupt« 


.Von 

dem  üeransgeber. 


.' 


I     I  ■ 


-  '  ■  ■  .    .        ,  ., 

E  i  n  1  e  i  t  u  D  g. 

'  Die  ^Perspective  ist  eine  der  ältesten  mathematischen  Wti^ 
senschaften,  und  verdankt  ihre  Entstehung  den  zeichnenden  und 
architektonischen  Künsten ,  so  wie  die  ebene,  sphärische,  sphä- 
reidische  und  loxodromische  Trigonometrie  ihre  Entstehung  der 
Geodäsie^i  Astronomie  ^ind  Nautik  verdanken.  An  Bearbeitem 
der  Perspective  hat  es  daher  auch  unter  IVlalern  und  Architekteo 
zu  keiner  Zeit  gefehlt,  und. mehrere  berühmte  Mathematiker  haliea 
dieser  Wissenschaft  ihre  Kräfte  gewidmet.  Aber  ungeachtet  die- 
ser vielfachen,  seitdem  ersten,  mehr  wissenschaftlichen,. j^edocli 
ungedruckt  gebliebenen  Tractat  von  Leonardo  da  Vinci,  auf 
den  er  sich  in  seinem  Werke  über  die  Malerei,  welches  lange 
nach  seinem  Tode  herausgekommen  ist,  häufig  bezieht,  oft  wie- 
derholten Bearbeitungen,  steht  die  Perspective  immer  noch  auf 
der  Stufe  der  Kindheit,  und  lässt  sowohl  in  Bezug  auf  wahre 
wissenschaftliche  Behandlung,  als  auch  auf  die  Allgemeinheit  der 
Metboden,  nach  denen  sie  ihre  graphischen  Darstellungen  abs* 
führt,'  noch  sehr  Vieles,  ja  fast  Alles  zu  wünschen  übrig.  Einen 
bedeutenden  Schritt  vorwärts  hat  indess  jedenfalls  im.  Jahre  1820 
der  Engländer  Pari  seh  gethan,  welcher  zuerst  den  gewiss  sehr 
glucklichen  und  fruchtbaren  Gedanken,  fasste,  den  graphischen 
Darstellungen  der  Perspective,  wenn  auch  freilich  in  sehr  beschränk- 
tem Sinne,  ein  eigentltümlich es  System  perspectivischer  Coordif 
nateu'  zu  Grunde,  zu  iegen,  wormis  gegenwärtig  die  freilich  mit 
dem  Bicfat  eben  glücklich  gewählten  Namen  „  Axonometrie«*'  oder 
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,, Azonometrische  Projections- Methode^'  belegte  graphische  Dar- 
stellangsmethode  bervorgegängeD  ist»  welche  jetzt  eo  hftofig  bei 
der  Zeichnung  vott^aschinen  und  anderen  Gegenständen  in  Att- 
weddung  gebracht  wird;  Aber  der  von  dem  Erfinder  dieser  jeden- 
falls sehr  verdienstlichen  Methode  und  allen  seinen  Nachfolgern 
festgehaltene  Gesichtspunkt  ist  viel  zu  eingeschrMnkt»  und  bat 
bis  jetzt  der  eigentlichen  Perspective  gar  keine  Frucht  getragen; 
denn  bei  den  sogenannten  axonometrischen  Darstellungen  wird» 
wie  man  gewöhnlich  sagt,  das  Auge  des  Beschauers  in  eine  an- 
endlich  grosse  Entfernung  von  der  Tafel  vernetzt»  diese  Dnrstd- 
langen  liefern  eigentlich  gar  nichts  weiter,  als  die  orthographl- 
scbenProjectIenen  der  abzubildenden  Gegenstände  auf  derTaf^ 
und  bieten  vor  ^anderen  Zekbnungsmethoden  dieser  Projectionen 
dem  Zeichner  in  der  That  eigentlich  nur  den  Vortheil  dar»  dass 
er  bei  jeder  Lage  der  Tafel  gegen  den  abzubildenden  Gegenstand 
die  Zeichnung  ziemlich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auszuführen  im 
Stande  ist.  Ich  habe  mich  daher  seit  längerer  Zeit  damit  beschäf- 
tigt» den  glöcklichen  Gedanken  von  Farisch  für  die  Perspective 
im  Allgemeinen  fruchtbar  zu  machen»  und  nill,  wie  mir  dies  ge- 
lungen und  von  welchen  Grundänsichten  ich  dabei  ausgegangen» 
b^ver  ieb  nn  dei'  Ausführung  im  Einzelnen  übergebe/ 'zneist  In 
det  Kflrze  iti  einigen  allgemeinen  Umrissen  darlegen. 

Die  Perspective'  ist  eine  in  den  weiten  Kreis  dier  Anwendung 
der  Mathematik  gehörende  Wissenschaft«     So  wie  die  Geodänie^ 
mnss  sie  allen    ihren  Operationen  gewisse»    durch  unmittelbare 
Messung  gewonnene  und  altein  nur  zu  gewinnende  Data  zu  Grunde 
legen»   weiche»   mögen  sie  nun  Linien  oder  Winkel  sein»  jedert 
zeit,   durch  eine  gewisse  Maass- Einheit  ausgedrückt»   in  ZaUen 
gegeben  sein  werden.    Wenn  nun  auch  die  Operationen  der  Per» 
bpective  selbst  eigentlich  ganz  graphischer  Natur  sind»  so  bt  sie 
dies'doeh  insofern  ganz  mit  der  Geodäsie  gemein,  dass,  wie  in 
dieser  die  Anfertigung  eines  Plans  oder  Risses  der  orthograpU* 
sehen  Projeetioo  des' abzubildenden  Gegenstandes  auf  einer  heri- 
nontalen  Ebene»  welcher  eine  der  orthographischen  Projection  nach 
geometrischen  Begriffen  ähnliche  Figur  ist»  als  letzter  und  eigent« 
lieber  Zweck  sich  ergiebt»    auch  ihre  Absicht  lediglich  äwf  die 
Entwerfung  eines»  freilich  auf  ganz  anderen  Grundsätzen»  die  Uer 
Alglich  im  Allgemeinen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  können, 
MHrnhenden  Plans  oder  Risses  des   abzubildenden  Gegenstandes 
gerichtet  ist.    Man  weiss»  .mit  wie  grossem  Vortheil  für  die  Ge* 
naaigkeit  die  Pläne  der  Geodäsie  jetzt  vklfach  mit  Hülfe  racht« 
winkliger  Ceordlnaten»  die  ganz  der  orthographischen  Projection»* 
inethede  und  den  geodätischen  Operationen  überhaupt  entsprecbeo, 
entworfen  werden»  wetdie  Coerdinaten  aber  in  allen  FäUe»  enl 


-"**, 
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aus  den  durch  Bomittelbare  Messung  gewonnenen  Daten  berecb- 
oet,  and  dann  nach  einem  gewissen  verjüngten  Maassstabe  mit 
aller  nur  möglichen  Genauigkeit  aufgetragen  werden  müssen,  wor- 
ans^  dann  nach  und  nach  der  ganze  zu  entwerfende  Riss  oder 
Plaa  hervorgeht«  Eine  ganz  ähnliche  Methode  muss  nach  meiner 
Meinvng»  unter  Zagrundelegung  eines  anderen  zweckentsprechen- 
4eat  Coordinatensysteros ,  bei  der  Anfertigung  aller  perspectivischeo 
Risse  oder  Pläne  befolgt  werden ,  wenn  die  Perspective  überhaupt 
auf  den  Namen  eiper  mathematischen  Wissenschaft  soll  Ansprucji 
maebeii  dürfen.  Erstens  müssen  also  jederzeit  gewisse  Pata 
ddicb  unmittelbare  Mesjsung  mit  den  dazu  geeigneten  Instrumen- 
ten,, aber  unter  Anwendung  einer  möglichst  geringen  Anzahl  TOfi 
HiiUsmittein,  gewonnen  werden;  und  ich  werde  Im  Folgenden 
namentlich  zeigen,  dass  dazu  blosse,  aus  einem  einsigen  Stand- 
punkte, dem  Orte  des  Auges,  vorgenommene  Wiakelmessungen 
völlig  ausreichen ,  so  dass  künftighin  vielleicht  ein  kleiner  zweck« 
massig,  aber  keineswegs  von  der  gewöhnlichen  Constmctiop 
wesentlich  abweichend  eingerichteter  Theodolit  das  beste  und 
bequemste  Instrument  zur  Gew^inung  aller  bei  der  Ausführung 
perspectivischer  Zeichnung  notbwendigen  Data  sein  dürfte.  Zwei* 
ttons  muss  auf  der,  zur  Aufnahme  der  Zeichnung  bestimmten 
Tafel»  deren  Lage  im  Räume  natürlich  auf  eine  gewisse  Weise 
vollkommen  bestimmt  sein  muss,  ein  zweckentsprechendes  Coor- 
dinatensystem  angenommen  und  mit  Hülfe  einiger  vorher  auszu- 
führenden einfachen  Rechnungen,  oder  auch  bloss  mittelst  gra- 
phischer Metdoden,  genau  verzeichnet  werden,  auf  welches  die 
mittelst  möglichst  einfacher  Formeln  aus  den  durch  Messung  ge- 
wonnenen Daten  berechneten  perspectiviscben  Coordinaten  der  zu 
entwerfenden  Punkte  zu  beziehen  sind  und  nach  einem  genauen 
Maassstabe  aufgetragen  werden  müssen.  Drittens  müssen  end- 
lich aus  diesen  aufgetragenen  Coordinaten  mittelst  einer  beson- 
deren Construction  durchaus  bloss  auf  graphischem  Wege  die 
perspectiviscben  Projectionen  der  abzubildenden  Punkte  gewon- 
nen werden.  —  Auf  diesem  Wege  werden ,  sehr  zum  T orthdl 
möglichster  Genauigkeit,  Rechnung  und  Zeichnung  zweckmässig 
mit  einander  verbunden,  und.  man  schliesst  sich  ganz  der  Methode 
an,  welche  gegenwärtig  als  die  einfachste  und  genaueste  bei  der 
Entwerfung  geodätischer  Pläne  oder  Risse  immer  mehr  und  mehr 
anerkannt  wird  und  sich  immer  mehr  und  mehr  Geltung  in  der 
Praxis  verschafft;  die  Perspective  selbst  aber  wird  nach  meiner 
Meinung  erst  auf  diesem  Wege  zu  einer  wirklichen  praktischen 
mathematischen  Wissenschaft  ^rhpben,  ein  C^ame.,.  auf  den  sie 
bildißr.  gewiss  aicht  Anspruch  machen  durfte.  Bemerken  will  ich 
Qpcbii,  dass  man  i^cbt  selten  di^  jMeinung  ausspirechen  bort,  die 
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ty^perationeit  der   Perspective  seien   durchaus  ^apfatscher  Natura 
sie  müsse  sich  dabei^  der  Recbming  ganz   en^eblagen,-  und  su 
allen   ihren  Resultaten  bloss   durch   geometrische  Constractiemn 
gelangi^m.    Dies  ist  aber»    wenigstens  im  iSinne  der  reinen ^Gee- 
metrie,  der  man  die  Perspective  gern  einverleiben  mochte,   gera^ 
dezu  unmöglich.     Denn   in  jener   Wiss<dfischaft   w^den  alle  der 
Auflösung  der   verschiedenen   Aufgaben-  zu  Grunde  zii  legenden 
Data  wirklich  verzeichnet  oder  construirt  vorlegend,    nie  in  Zah-. 
len,  iii  einem  bestimmten  Maasse  ausgedrückt,  gegeben  gedacht, 
wo' dami  freilich  Lineal  und  Ztrkel  ziir  Auflösung  aller  Aufgaben 
hinreichfen;    die  Perspective  als  solche  ist  ubei*  eine  praktlsehe 
Wissenschaft  und  will  nichts  Anderes  sein;    die  ihren  Zeichnun* 
geil  zu  Grunde  zu  legenden  Data  können  nur  durch   nnmittelblate 
Messung  mit  Maassstab  tind  Winkelmesser,    oder  mit  letzterem 
tHIein,    gewonnen   werden,   und  bei  deren  Benutzung  iSSr  die  Ml 
entwerfende  Zeichnung  wird  i^an  also  imitier  wieder  den  Verjüng- 
ten Maassstab  und  den  Transporteur  znr  Hatid   nehmen  müssen^ 
was  die  damit  aufzutragenden  GröGfsen  wiederum  in-,   unter  allen 
Umständen  am  Besten  und  Einfachsten  auf  dem  Wege  der  RcMsh^ 
niing  zu  erhaltenden  Zahlen  gegeben  voraussetzt,  wodurch  jeden^ 
ftilJs  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen   dieseh  und  =den  rein 
geomötri^cheh  Constructionen  bedingt  wird.    Daher  führt,  eben  so 
ivie  in'der  GeodSsie;  auch   in   der  Perspective '  eiihfe  Verbindung 
der  Rechnung  und  Zeichnung  zu  der  besten,  der  einfachsten  und 
genauesten    Methode;    was  mittelst  des  verjüngten  Maassstabes 
und  des  Transporteurs  aufgetragen  werden  muss,  muss  vorher  auf 
dem  Wege  der  Rechnung  erhalten    werden;    bei  'Allem,    wobei 
zum   Auftragen    Lineal    und   Zirkel   genügen,    ist   die  Rechnung 
gflnzlich  zu  vermeiden  und  bloss  die  Constructioh  in  Anwendung 
zQ  bringen.  .      .-.t    . 

.;  ,  Was  ich  vorher  nur  ganz  in  allgemeinen  Umrissen  dargelegt 
habet  weitle  ich  nun  im  Einzjeinen  entwickeln,  und  werde  d^b^ 
alle  Formeln  und  Gleichungen  in  grösster  Allgemeinheit  zu  ge-. 
winnen  suchen,  was  zwar  für  den  nächsten,  hier  zu  erreichenden 
Zweck  nicht  unbedingt  erforderlich,  aber  nothwendig  ist,  wenn 
roi^fi  zugleich  zu. den  Grundlagen  gelangen  will,  welche  ein  leich- 
tes, noch  weiteres  Fortschreiten  auf  dem  im  Folgenden  vorge- 
seiphneten  Wege  möglich  machen. 

' '  '  Im  Allgemeinen  bezwecke  ich  aber,  um  dies  nochmafs  mit 
Bestimmtheit  hervorzuheben,  durch  die  folgende  Abhandlung  der 
Perspective  eine  solche,  theoretisch  tind  praktisch,  wissenschaft- 
liclief  Form  zu  geben,  welche  es  möglich  macht,  durch  geeigiietW 
Messungen  mit  zweckmässigen  Instrumenten  per^pettivisck^  RlMre' 


oder  Pläne  von  gegebenei^  Objecten  mit  derselben  Sicherheit  auf 
dem  Wege  der  Rechnung  i;ind  ^^ichnung.  zp  entiverfen,  wie  Ae 
Geodäsie  die  ihren  Zwecken  entsprechenden  Risse  oder  Pläne 
zu  entif-efflbh  lehrt,  die  Perspec^i^  alsb  zu  derselben  .Vollkom«' 
menheit  zu  erheben ,  wie  «ie  die  Geodäsie  schon  längst  besitzt. 


•i. 


■.I--.:  .• 


'       :          .'■            ...,.■.        .       ,  .     ,       .-    -.1    .       ;..:.•■:        .'i 

>;t> 

■         ■     ■    ■■{.■•  1. 

.:    i...    V 

•      '  '      Ort   d^ö  Augesi;   \ 

» 

Pestimmu.ng   der  Lage  der  Taf^j«    / 

Allen  unseren  Untersuchungen  ein  rechtwiokffges' Coordiiia-' 
Cebffy^tem  der  4?^t  zu  Grunde  legend,  werden  wir  itni  Folgen Jert" 
den  Ort  des  Auges  imnier  durch  (FGH)  bezeichnen»  sodass  also" 
Fy  Gy  H  die  Coordihaten  des  Auges  in  Bezug  auf  das  ängeiioäi«' 
ni^fi^  EoehtwinkJige  Coordijiatjensystem  der  ai^t  sind.^  ,       ,;     r 

'«'Die  Lage  der  Tafel  kann  auf  sehr  verschiedene  Arten   be» 
sämmt  werden,    ton  denen-  jedoch  4m   Folgenden  hauptsäcblieiip 
nur  'zwei   Anwendung  finden   sollen,    die  wir  ^aher  Jetzt  «twas* 
nilier  erläutern  wollen. 

Im  Allgemeinen  hat  die  Gleichung  der  Tafel  dia  Form".   . 

1)    ....    .       /I;r  +  Ä^+Cz+Z>  =  0. 

8ind  nun  aber  a,  6,  c^  die  Cdordinaten  eines  gegebenen  Punk- 
tes^ diirch  welchen  die  Tafel  gelegt  ist,  so -ist 

^a  +  Ä6+ Cef />=:0, 

und  die  Gleichung  der  Tafel  erhält  die  folgende  Formi 

•    ■ « 

Bezeichnen  ferner  a'  ^  6',  c'  die  Coordinaten  eines  anderen  Punk« 
tes  und  A,  jit,  v  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der 
eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (a'b'c')  ausgehenden  Theile 
einer  durch  diesen  Punkt  gelegten ,  auf  der  Tafel  senkrecht  stehen* 
den  Geraden  respective  mit  den  positiven  Theileu  der  Azen  der 
X,  y,  2  einscHliesst ;   so  sind 

3)  x  —  a'^yr-b'^x—C 

'    '    '    '    '     *        cos  k         cos  fi         cosiT 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  und  weil  dieselbe  auf  der  Tafel 
senkrecht  steht,  so  hat  man  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  die  Gleichu6geo  .,  ..   - 


..  A  B    _    C 

^  COSX         GOSfA         C08V 

woraus  sich  nach  2)  ab  Gleichiing  der  Tafel  die  Gleichmig 

5)    .   .  .     (x  —  a)C08X*f  (^  —  6)C08fA  +  (z  — C)C08V=:0 

ergiebig  unter  welcher  Form  wir  die  Gleichung  der  Tafel  im  Fol- 
genden meistens  in  Anwendung  bringen  werden. 

Obgleich  es  an  sich  willkührlich  ist«  auf  welchen  der  beiden 
Ton  dem  Punkte  (a'b'c')  ausgebenden  Theile  der  In  Rede  stehen- 
den Geraden  die  Winkel  X,  fA,  v  sich  beziehen,  so  wollen  wir 
grosserer  Bestimmtheit  wegen  dazu  doch  immer  den  Theil  dieser 
Geraden  wählen,  welcher  von  dem  Punkte  (a'b'c')  aus  nach  der« 
selben  Richtung  hin  gebt,  wie  von  dem  Anfange  der  Coordi^aten 
aus  das  ron  demselben  auf  die  Tafel  gefällte  PerpendikeL 

Uebrigens  erhellet  leicht,  dass  unter  der  vorhergehenden  Tor- 
aussetzung k,  fi,  V  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  sind, 
QBter  welchen  die  auf  den  positiven  Seiten  der  Ebenen  der  ^ 
xsc,  xy  liegenden  Theile  der  Tafel  nach  der  Seite  derselben  hisy 
auf  welcher  der  Anfang  der  Coordinaten  liegt,  gegen  die  Ebeneib 
der  yzy  zxy  xy  geneigt  sind,  so  dass  also  nach  5)  durch  diese 
drei  Winkel  und  den  Punkt  (abc)  die  Lage  der  Tafel  immer  toII- 
kommen  bestimmt  ist. 

Man  kann  die  Lage  der  Tafel  auch  durch  die  drei  Punkte 
bestimmen,  in  denen  von  ihr  die  drei  Coordinaten- Axen  geschnit* 
ten  werden.  Denn  bezeichnen  wir  die  mit  ihren  gehörigen  Zei- 
chen genommenen  Entfernungen  der  drei  Durchscbnittspunkte  der 
Tafel  mit  den.  Axen  der  Xs  y»  z  von  dem  Anfange  der  Coordina- 
ten; welche  wir  die  Parameter  der  Tafel  nennen  wollen,  respec« 
tive  durch  py  g,  r;  so  haben  wir  oflfenbar  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

aas  denen  sich 

und  folglich  nach  1)  als  Gleichung  der  Tafel  die  Gleichung 
6) ^  +  2^  +  1  =  1 

^  p    *  g       r 

ergtebt. 


n^U  €itwi^t$m9  mU^wMeh.  Danuii.  der  P$r9p€eii$9  OUttmvA'Mt 

Man  kann  leicht  k,  fi,  ^  aiig  p,  g,  r  und  umgek^rt  p,  g,  r 
aus  a,  ö,  c;   k,  ftg  v  bereohnen« 

Aus  den »  aus  dein  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Glei- 
chungen 

C08A         COSfA         COSV  r  ^ 

folgt  nämlich  auf  der  Stelle,  wenn  man  mit  den  ersten  Gleichun- 
gen in  die  zweiten  dividirt: 

•  * 

pcosü  =3  ^  cos  fi  =:  r  cosy ; 
und  nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

cosX*  +  cpsfi*  +  cos  V*  Ä  1 , 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  k,  fi,  v  drei  Gleichungen,  durch 
deren  Auflosung  sich  leicht  die  folgenden  Formeln  ergebei^  in 
denen  fiberall  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
beziehen : 


1  /  9^ 

7\  Icosf»=db 7=F==F=r»  o^®«^    8)  <cosft=J:  '^  o  >/  >  ^  '   «  >> 

1  f  p€f 

cosv=r4: ^  r;  cosv=Jb^/.  ^  ^      1  ^    -a-^» 

4  r  1.1,1  1  Vp^qH^Hl^* 

• *  •  .    >  * 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  den  Systemen  7)  und  8)  die 
Zeichen  durchaus  in  keiner  Beziehung  zu  einander  stehen,  indem 
hier  und  im  Folgenden  eine  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander  im  Allgemeinen  immer  nur  in  jedem  einzel- 
nen Systeme  für  sicfi  Statt  findet,  was  sich  übrigens  auch  ganz 
von  selbst  versteht. 

Aus  den  obigen  Formeln  ergiebt  tiieh  ferner  unmittelbar: 


dßüftfumBP^:.  iyfttg|(^M»^tfM^nÄ;w»gr//<i^ 


V         %• 


-«2  ■*  ^a  *■"  n« 


ö) 


p2T  ^a^r« 


-.9+  ^a 


p«T^9T  yS 


l        1 

+  15 


T      ;»«  +  9»  +  ra 

■        »  •  ■       .        ■   1 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
in  jedem  der  beiden  folgenden  Systeme :  . 

VI       1  /  V  »*(«*+ r«) 

10)  \  tang,»=±9VT+5'  "•'"  "^  ]  tangf»=±-^^^t^. 

^+^;  (  tangv=+ ^XSJ. 

Aus  der  Glieichung  5)  der  Tafel  ergeben  sich  unmittelbar  die 
drei  folgenden  Gleichungen: 

(p— a)cosA — 6cosft  —  ccosv  =  Oy 

—  acosA  +  (^  — 6)cosft  —  ccosvc=0, 

—  aeosA  —  ÄcosjLt  +  (r — c)cpsv  =  0; 

aus  denen  man  zur  Bestimmung  von  /?,  q^  r  aus  a,  b,  e;   X,  ^,  v 
unmittelbar  die  folgenden  Formeln  erhält: 

acosXi-bco8(i+ec0s'v 
er  cos  A -f  £  cos  li -|- c  cos  n 

12)  .  •  •    1?=- :^ • 

acosX  4-6cosa*f  ccosv 

yj«. — '■  . 


cosv 


Fällen  wir  vqd  ({fia  Anfanga.d^r  Coordivaten  auf  die  Tafel 
ein  Perpendikel,  uhd  .l^zelclineqL  >  ^le  C^gi^fljnaten  des  Dareh- 
schnittspunkts  dieses  Perpendikels  mit  der  Tafel  durch  A,  B,  G; 
80  haben  wii  zi& 'deren ^l^kfoittiling  die  Volgendelri  Gleichungen: 

COSA         COStt        cosv* 

(A  — ii)cosA  +  (B— 6)(;o8f^  +  (C  — c)cosv:^0; 

aus  denen  man  zur  Bestimmung  von  A»  Bv  C  leicht  die  folgen- 
den Förmelii  erhalt:  ^      '       •    '  .!,.;(» 

[  A  =  (a  cos  X  4- 6  cos  fi -f  ^  cos  v)  cos  il, 

13)  •  .  .  r  „1  R  =  (acosX  +  Äposfi+jCcosv)cosfs,  ., 


*  '         # 


't  • 


^  C  =/«cosA  +  6costt+,ccosv)costf;  , 


und  hQZ€»ichpei| .  wir  .pQii  die  j^otfe^ung^  des  Anfangs  der  CoiH'di- 
naten  von  der  Tafel  durch  11  ^  so  ist  \ 

n«  =  A«  +  B2  +  C«,  ' 

also  nach  13)  offenbar: 

77  =:  ±  (a  COS  A -h  6  COS  fi -f  c  COS  v) , 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ^jenachdeni  die 
Grosse '^a  cos  X^  %  COS  fi -|- e  cos  1/  positiv  oder  negativ  üt  I^ach 
12)  ist  aber  .        .  .  j 

acosX  +  6  cosfA  +  ccosv  süpcosX'rr  ^COSft  =  rc08i/;f***'«'"'^->/ 

und  erinnert  maii  sich  nun  aus  dem  Obigen  an  die  Bedeutung 
von  p,  ^,  r  und  der  Winkel  A,  fi,  v,  so  wird  auf  der  Stelle  er- 
hellen, dass  z.  ß.  p  immer  positiv  oder  nep^dtiv'isft,-  jenaehd^' 
X  zwischen  0  und  909  oder  zwischen  90«  und  180«  lie_gt^  jenach- 
dem  also  cosA.  positiv  oder  negativ  ist,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
j9  und  cosX  jederzeit  gleiche  Vorzeichen  haben^  also  pcosA,  u«4/ 
nach  dem  Obigen  folglich  auch  die  Grosse  acosil-f  6cosfi-f-ccosv 
stets  positiv  ist«  weshalb  man  äliso  allgemein        ' 

14)    :-\    ,    ;     IIss:  aeoaX+bcos^'^ö'eot^v  ••' 

zu  setzen  berechtigt  ist. 


Fällen  wir  ferner  auch-  von  dem  Auge  {FGH)  auf  die  Tafel 
ein  Perpendikel  y  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  DurcÜ- 
schnittspunkts  dieses  Per(^endikelisi  mit  der  Tafel  dur^h  X,  Y,  Z; 
so  haben  wir  zu  d^^en  Bestimmiing:  äiß  GleifiiMmge» : :  ? 


« ■ » . 


(X— a)cosl -h  (r— 6)co8|*  4- (Z— c)eMi^:=;0; 

aas  denen  man,   wenn  m)in  die  letzte  Gleichung  unter  der  Form 

(Jl— JP)co8X  + (F- G)co8|*+ (Z— iSOcoeif 
=  -  t(F— a)  cos  A  +  (C— 6)cos|*  +  (Ä^— c)cosif| 

darstellt»    znr  Bestimmang   von    JT,  F,  Z  leiobt'  die   folgenden 
Formeln  erhält: 

15) 
jr— F=:  -  {(F- «)  cosX  +  (G—Ä)  cos  fi  +  (^  -  c)  cos  vf  cos  i, 

¥—6= — t(F— a)co8X  +  (G— Ä)cosf*  +  (Ä— c)cosfFJcosf*, 

Z- £r=— |(F— a)cosl  +  (C— 6)cosfi+(J5r— c)cosv)cosr 

oder: 

16) 

X=F—{(F-a)cosl  +  (G—b)eo8n  +  (H'-e)coav]coal, 

F=G— |(F— a)cosA  + (G— 6)cosfA  +  (If— c)cosv|co8fi, 

Z=£r— {(f*— fl)cos  A  +  (G--6)cosf4  +  (J?— c)cosv)cosv^ 

Bezeichnren  mr  die  Länge  des  von  dem  Auge  auf  die  Tafel 
ge&liten  Perpendikels  durch  P,  so  ist 

P«  =  (X-F)«  +  (F-G)*  +  (Z-.Ä)«, 
und  folglich  nach  15): 

P«  =  KF-a)cosA  +  (G— 6)cosf*  +  (£r— .c)cosv|«  ' 
Weil 

(x — a)cosA  +  (y — 6)cosfi-f(2 — c)cosv=;0 

die  Gleichung  der  Tafel  ist,   so   haben   nach   einem   bekannten 
Satze  der  analytischen  Geometrie  die  Grossen 

—  (acos  A -|- frcos  fA  4- ccosy) 
und 

(F— a)cosA  +  (G— 6)cosfA  +  (£f— c)cosv 

gleiche  oder  «ngMehe  Vonseichen»  jenachdem  der  Anfang-  der 


Coordinaten  nnd  das  Aoge  a«f  derselbeD  Seite  oder  atif  verachie* 
denen  Seiten  der  Tafel  liegen  i  «od  da  nun  nach  dem  Obigen 
die  GrSsae 

acosA  -f-  6  coBik'{-ccoBv 

stets  positiv  isty  so  ist  die  Grosse 

(F—  a)  cosl+(G— 6)  cos  ^ + (JSf—  e)  cos  v 

negativ  oder  positiv,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  and> 
das  Auge  aiif  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Tafel  liegen;   also  ist  nach  dem  Obigen 

17)...P  =  T{(F— «)cosil  +  (G— 6)cosf»+(£r— c)cosv) 

oder 


tt 


18)...  P  =  ±{(a— F)cosil  +  (6^G)cösf*+(c— iSOcosv) 

zu  setzen,  indem  man  die  oberen  oder  untren  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und  das  Auge  auf  der- 
selben Seite  oder' auf  verschiedenen  Seiten  der  Tafel  liegen. 
Betrachtet  man  das  Perpendikel  P  nicht  bloss  als  positiv,  oder 
bezeichnet  vielmehr  P  nicht  bloss  den  absoluten  Werth  des  von 
dem  Auge  auf  die  Tafel  gelallten  Perpendikels,  sondern  betrach- 
tet man  P  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  der  Anfang 
der  Coordinaten  und  das  Au^e  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf 
derselben  Seite  der  Tafel  liegen,  so  ist  nach  dem  Obi^^n  allgemein 

19)  ...  P  =  (F-«)cosi+(G-6)cosf*  +  (i5f— c)cosv 

zu  setzen. 


5.  2. 
Bild   eines   Punktes. 

Das  Bild  eines  Punkfes  {fgh)  im  Räume  ist  bekanntlich  der 
Durchschnittspunkt  der  durch  diesen  Piyikt  und  das  Auge  (FGJff) 
gezogenen  Geraden  mit  der  Tafel,  welchen  wir  durch  (/i^iA|) 
bezeichnen  wollen,  so  dass  also  fi»  ffi,  hi  die  Coordinaten  des 
Bildes  von  (fgh)  sind,  die  wir  nun  zimächst  im  Allgemeinen  be- 
stimmen müssen. 

Die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (fgh)  und  das  Auge 
(FGH)  gezogenen  Geriaden  sind : 

X'^f  _  y^g  __  1 — h  jr— F     y—G       z^H 


und  man  jbat  allso  •  hiernach  «nd- kiach  5);  zur  Bealini'iniiQgHd^i) 
Ooordlftaten  /,V'^i>  A^«  d^8  Siide^  v^  (/^);di0.ifoig^(ten  .ßleit: 
chungen:  ..'i  ^     h'.« 


>  - 


oder     '!t'.     ;:;;..,.     >  :P      .,:/        ;   ,r.      ,        ..    ,  .•       ..:.{.-.:»      jvi,.. 


(/,  —  c)  COS  A  +  (i7,  — 6)  COS  ft  +  (Ai  —  c)  COS  i/=i:0, 

welche  zwei  Systeme  von  Gleichungen    man  aber   auch  auf  die 
folgenden  iFormen  bringen  .kann  ; 


■i  .1 


(fl'-^f)  cos A  +  (jF|  — ^) CO» fi  +  (Ä|  -r  A) CO^ V ' . 

.   '  .  •  .  '  .         I-  •  •  ? 

=  (a— /)cosA  +  (6— ^)cos|[i  +  (c  — A)co8V, 

. '  ,  •  .  >  .       .  •  .  .  ....     I  .    • 


i  •    1  • . 


(Ä  —  JP)  ««*  A  +  (flTi  —  <?)  cos|^,+  (A^  -t/l)  cos  V 
=  (a  -  F)  cosi  +^  (6-^  G)  co»j^'+  (c— iKT)  cos  v. 


F-f  ~   G— ^  ^  Ä— A* 
Nach  19)  ist 

P  =  (F-a)cosA+(6r  — 6)cosfi+  (^— c)cosv, 

und  bezeichnen  wir  das  von  dem  Punkte  (fgK)  auf  die  Tafel  ge- 
fällte, jenachdem  der  Anfang  der  Coordinäten  und  der  Pankt  (fgh) 
auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  derselben  Seite  der  Tafel  lie- 
gen ,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Perpendikel  durch  p, 
lädMstnatärlich  ganz  eben»  so  t' 

^2Q)^^,.-.  p  =  (/'— c)cosA  +  (^-6)cosfA+(A— c)cosv, 

so  'dass  sich  4Ysa  die  beiden  obigen-  Systeme  vpti  Gleichang^n 
zur  Bestimmung  der  Coordinäten  f^^  g^^  A^  des  Bildes  unter  den 
folg^enden  Formen.ilarstelle|i  lassen^ 

(A  — /)  cos  A  +  (fl'i  — 5^)  CO«  ^ + (*i -^^)  «•»  «  =* -*- P  f 

/i— /"^yi— ^_A|— A 


'-  )  1 


•     ,■:■     ■■'■.    -■  ■     A  -r  f        tfl  —  G  ^  A|,— ff  ^    ,.  ■,     ._(,     ..,,.,■; 

F—f—G—gH-h>.. , 

Weil  nach.JQ)  und  20)    , 

21)...P— p  =  (F-/)cosA  +  (G— 5r)cosfi  +  (£r— A)cosv 

ist/  60  folgt  aii'^  iden  zwei. vorstehenden  Systemen' voji'  Gfeichun- 
gen  leicht:  > 


/•* 


kS 


p 


/.-/-- pzr^e^-n. 


»    • 


•.    jr,*  ■.     •-  •      .'1       -5.1  ......  ■         .<:      !■    ■•       .     •'     .    .».ti'f  .    li  ,-  ■•'.     ! 


.t.'f .   n  .-  ■•  ■    'i.  !| 


22)  ...  .     Ui-.^--ri-;;C<'*^i')'   ' 


>  :!i. 


•I.» 


P-p 


i  I 


und 


^ . 


M'.:    .i'»it 


/i-F*r^p~.^i(Jr-^/). 


r  ':-.'.•  i 


23)    ...    .     v(  5^1  — G=— p3--((;— ,9),  i::..:  :  i.;.u> 

C»-A); 


a  .  4  #  > 


ersieht.  .   'w  •        ,-      »i   ..\ 

Aus  deni  Otiigen  folgt  Jjpic^t,  dass  der  ^hsolute  Werth^yop 
P— pl*Äe  absolut  'gehömmene  Differens^  odör  die''SiftÄme''iliBr 
Entfernungen  des  Punktes  {fyh)  \\iy\  des  A^g^s  (JFGU)  von  der 
Tafel  ist,  jenachdem  der  Punkt  (/^A)  und  das  Auge  auf  dersefb^n 
Seite  oder  verschiedenen  leiten  der  Tafel  ilQgen. , 

-. ^   .  -T-  .    •  .•..■•■■  -  w- ■   '■    ; 

.,    §.3.  ^    \ 

Bild   einer  äisriadeii. 


Das  Bild  einer  durch  die  Gleichungen 


i   einer  uurcn  uie  uieicuuDgea 


„•     ■      ■•■■■  Sc—f    -tf--tf  vy^^*'-' 


•  t     1  -      i .    , 


COS«  "^ e^9f^\tiiii  ■-'  •'•*  "':-••'' 


charakterisirten  Geraden  ist  die  Gerade,  in  welcher  die  Tafel  von 
der  dureh  da«  .Auge  (FOff).  «nd  die  dqreh,  die  Gleichapgen  25) 
charakterisirte  Gerade  gelegten  Ebene  geschnitten  wird.  Da  diese 
Ebene  durch  die  Punkte  (fgh)  und  (FGH)  geht,  so  ist  ihre 
Gleichung  von  der  Form 

M^-f)  +  B(9-ff)  +  C(i-*)  =  0, 

welcher  Gleichung  genügt  werden  muss,  wenn  man  (&r  x»  y^/^ 
respective  JP,  G^  H  setzt,  woraus  sich  die  Gleichung 

AiF-f)  \  Bifida)  +  C(Ä-T*) =0. 

und  durch  Subtraction  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen-  als 
Gleichung  unserer  Ebene  auch  die  Gleichung 

'      2l(;r— F)  +Ä(y~G)  +  C(2-£r)  =  0 

ergiebt.  Auf  der  Stelle  ergiebi  sich  aber  aus  dem  Vorhergehen- 
den auch  die  Gleichung 

^Icosa-f-Scos/J-h  Ccosy  =  0, 

und  wenn  man  nun  nach  und  nach  C,  A,  B  aus  den  beiden 
Gleichungen 

-4cosa  +  ÄCQ8/5+  CcosysO, 
4iF-n  +  B(0-9)  +  C{H^h)  =  0 
eliminirt,  so  erhält  man: 

i«Ui!r-A)ce8«— (F— /)cos7|Ä»{(G-5r)cosy^(H-.Ä)ce8/J), 
Ä|(JF-/)cosi5— (G-^)cosa)  =  C{(£r— A)cosa— TF— /)  cötfyl, 

%G--^)cosy— (i?--*)cos/J}  =  -4{(F~/0cos/J~(G-.^)cos«); 

*  *  ■ 

w^mus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  man 

til  =  (G— ^r)  cosy — (£r— A)cos/J, 
B=  (/#— A)cosa— (F— /)cosy, 
C  =  (Fr:-/)ccMSi/J— (6-^)cos« 

setzen  kann. 

Also  sind   die   Gleichungen   des  Bildes  der  durch  die  Glei- 
diungen  SS)  charakterisiirt^|i  Geraden: 


'>.N 


oder 


.    (a;— o)co8i-f (jy-<~6)co«|i-|-(z— c)cosy;sO, 
+  UJ5r-*)cosa  -  (F- /)co8yj  (y-^)  !  =s  0 

j     '  '         28) 

(a?]r-i(ö«o8l+(^  — 4)x;o8/<f  (i— '«)co8v  =  0, 

1(6— s^cosy-^(£f-»)cos/JK«— ^ 

+  U''-/)co8/S-(G-^)co8«|(i-.£r) 

Weil  aber  da»  Bild  «M«rcr  Gerndcn  natilrltch  durch  da«  '.Bild 
(fi9iK)  ^^^  Punktes  (fgh)  gehen  muss,  so  konoeQ  wir  seine 
Gieicliungen  au^h  unter  der  Form  . 

29)  ^—fi__y—9x^^—K 

'     '    '     '     '     •    0069],        cos/J|    .   COS yi 

darstellen,  wo  nan  bloss  die  in  den  Nennern  dieser  BrOolie  4ie 
findlidiea  €osinu8'zu  besfiannea   sind,  da  wir  die' Goordinatail 
fi9  §if  \  f^vHt  dem  v-erhergehenden  Paragraphen  sebon  kenne». 

Zu  dem  Ende  bemerken  vfir,  dass»  weil 

(x  —  ii)cosX  +  (jy— 6)cosft  +  {x— c)eo8v=sO 

die  Gleichung  der  Tafel  ist  und  der  JPunkt  (fiffik^  in  derselben 
liegt  9  auch 

(fi — a)cosX  +  (5rj-^6)co8fA  +  (A|-^c)cosv=:0 

sein  muss»  woraus  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  Tön  der 
vorhergehenden  Gleichung  als  Gleichung  der  Tafel  sich  aoch  die 
Gleichung 

(ar— /i)cosX  +  (y— 5ri)cosf*  +  (2;i7-*i)coöv  =  0 

ergiebt;  und  da  nun  das  durch  die  Gleichungen  29)  charakteri- 
sirte  Bild  in  der  TafeHiegt,  m  erfcälWn  wir  die  folgende  G4efcfaang^: 

30) cosilcosai -fcosficos/S] -f  cosvcosyx=0. 

Ferner  li»|i;t  das  Bild  (fifiii)  aoeh  In  der  durch  das  Auge  und 
die  gegebene  Gerade  gelegten  .Ebea^'WM  naeh  96)  sanier  GltieiHMig. 


330  9ß»ue*tc  J/utt-f/HäpäitumäaHter/kiiß P*nßHt,Z0lalmmm^ 

{(G-g)coaY—(.H^.i)co8ß\  (/i  -  F) 
+V(#-^A)c»sa;-M(iF^/)coÄy)<^i  — G)  \  «sO- 
H  I  (f -/)  coÄ/J  — (G  -  ^)  coRw  l  (Ai  -^iSf ) 


fährt,   we1clie,f  v^n  aer  zweiten  der  Gleichangen  28)  abgezogen, 
fiSr  die  in  Redieatebende  fibeüe  die  Gleicboog  ^ 

{(G-g)cosY  — (H—h)  cos  ß\(x^fi) 
+  \{It-rh)cQau-(F-^f)coay\(y-gi)  ^  =0 

giebt;    urrd  da  titif)  in  dieser  Ebene  das  darcfa  diedeiebungen  29) 
charakterisirte  Bild  liegte  so  erhalten  wir  die  Gleichuqg: 

l'SI) {.(0  —g)eoay-^  (ff-i-A)oo8/}  |.e(Mia| 

+  r(H-A)cos«— (F— /)cosy}  cosft  .r='0.' 

;  ..  .1':.  ■ 

+  { (F  -^  /)  cos/J —  (G  —  (7)co8«}  cogyi 

Denken  wir  uns'  eine  befiebige,  adf  der  durch  die  Gleichun- 
g06  M)>' lAa? akterisirften  Ueradien  senkrecht  stehende  Ebene^-Bsd 
htJeeidmeffi^  did>  ßiitferiiungen  der  Punkte;  (FGH)  und  (fgky  Toa 
dieser  Ebene  ;\uideni  wir  diese  Entfernungen,  als  positiv  pder  nega- 
tiv .betrachten,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und  der 
Punkt  (FGH)  oder  der  Punkt '(/l^A)  auf  verschiedenen  Seiten*  oder 
auf  derselben  Seite  der  in  Redß  stehenden  Ebene  liegen ,  respec- 
ti?e  durch  Q  und  q;    so  ist  offenbar  auf  ganz   ähnliche  Art    wie 

ibi.ruhd  §.2::  '     ^  ;'        ' 

32)  Qr-q=(/^— /')cosa  +  (G-^)cos/J  +  (^-A)cosy. 
, ,»,  Auch  wollen  wir.  der  Kurze  w^en  , 

33)  .. ..    cosÖ=  cosotcosX-f- cosjJcosft  +  cosy'cosv 

- '     ■  ■ 

setzen»    und    die  Entfernung  der   Punkte  (fyh)  und  (FGH)  von 
einander  soll  durch  D  bezeichnet  werden,  so  da^s  also 

iljii  .  . ':  ■,>,'-J^=  (F^f)^  ^:iG-g)^-t-iH-hj^  , 

iö*»  t  '     ■         ■  r  I  l  <    ■         - 

17   Aus  den  beiden  Gleichungen  30)  und  31)  ergiebt.«iob,  ibenn 
Awiei»  gewissen  «Factor  beneichnet: 
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cos  0| 
=ÄtC0Sv[(Ä-Ä)C08«--(F— /)C0Sy]— .C0SfA[(F-/)c0S/J~(Cr-^)C08«]), 

cosA 

cosyi 
= Ätcosft[(6r-5r)co8y-(£r-A)cofi/J]-co8A[(Ä^-*)cosa-.(F-/>osy]) ; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht,  nach  21}  und  33): 

cos«!  =  Ä{(P — p)cosa— (F — f)co86\9 

COsft  =:Ä{(P— p)c08/J— (G— 5r)C0Sd|, 

cosyi  ='ßt(P — p)cosy  — (£f — A)cos^); 

woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  32)  und  34)  die  Gleichung 
Ä-«=(P— p)«— 2(P  — p)(Q— q)cosd  +  />»cos6» 

* 

'  ergielit.  Bestimmt  man  hieraus  i2r  durch  Ausziehüog  der  Quadrat- 
wurzel 9  so  kommt  es  vorzüglich  auf  die  Bestimmung  des  Zeichens 
an,  mit  welchem  man  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  hat«  worüber 
das  Folgende  zu  bemerken  ist. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (fgh)  und  (fijfihi)  senk- 
recht gegen  die  Ebene  der  xy  gelegten  Ebene  hat  im  Allgemei- 
nen die  Form 

woraus  sich 

ergiebt^  so  dass  also  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene 
auch  unter  der  Form 

dargestellt  werden  kalin.    Weil  nun  aber 

oder 
}U(fi-f)=-«(9i-9)  M(fi'-n=-Jff(9i-9) 

ist,    so  erhalten    wir    durch   Division   dieser   Gleichungen    durch 
einander  für  unsere  Ebene  sogleich  die  Gleichung 
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(ö^i-5')(a:-/i)-(/i-/')(.V-5'i)=0. 

Der  Punkt  (fgh)  tbeilt  die  gegebene  Gerade  in  zwei  Tbeile, 
deren  einem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen^  und  eben >o  fheift 
der  Punkt  {fyg\hi)  das  Bild  der  gegebenen  Geraden  in  zwei 
Tbeile,  von  denen  nur  der  eine  aU  das  wirkliche  Bild  des  Tbeits 
der  gegebenen  Geraden,  welchen»  die  Winkel  a,  ß,  y  entfiprechen^ 
zu  betrachten  ist;  diesem  Tbeile  des  Bildes  der  gegebenen  Ge- 
raden sollen  YOQ  jetzt  nn  die  Wipkel  «i«  ßi»  y^  entsprechen. 

Sind  Q  und  ^|  die  Entfernungen  zweier  beliebigen  Punkte  in 
den  Theilen  der  gegebenen  Geraden  und  ihres  Bildes,  welchen 
nach  dem  vorher  Bemerkten  die  Winkel  a,  /5,  y  und  cf j ,  ß^y  yi 
entsprechen,  von  den  beiden  Punkten  {fgh)  und  (figiki);  so  sind 
die  Coordinaten  der  beiden  in  Rede  stehenden v-  durch  die  Ent- 
fernungen Q  und  ^1  bestimmten  Punkte  respective 

f-\-QCOsa,    g  +  QCOsß,    A  +  ßcosy 
und 

/i  +  ^1  cos «1 ,    gi+Qi  cos ßtn    hi  +  (h  Qosyi. 

Wetlii  nun  das  Auge  nicht  zwischen  den  beiden  Punkten  (fgh) 
und  (figihi)  liegt,  so  liegen  die  durch  die  vorhergehenden  Coor- 
dinaten bestimmten  beiden  Punkte  offenbar  jederzeit  auf  einer  und 
derselben  Seite  der  durch  die  Punkte  (fgh)  und  (figihj)  senkrecht 
gegen  die  Ebene  der  sy  gelegten  Ebene ;  vrenn  dagegen  das  Auge 
zwischen'den  beiden  Punkten  (fgh)  und  (figihj)  liegt,  so  liegen 
die  durch  die  obigen  Coordinaten  bestimmten  beiden  Punkte  offen- 
bar jederzeit  auf  verschiedenen  Seiten  der  durch  die  Punkte 
(fgh)  und  (figihi)  senkrecht  gegen  die  Ebene  der  xg  gelegten 
Ebene*  In  diesen  beiden  Fällen  haben  also  nach  einem  bekann- 
ten SkiUe  der  analytischen  Geometrie  die  Grössen 

(ffi-9)\(f+QCOBa)^ß^(f,^f)\(g  +  gcosß)^g] 
und 

(ffi'-ff){(fi  +  Qi^osai)^f\-'(fi^f)\(gi  +  QiCoaßi)'-'g],  • 
also  die  Grössen 

(gi -^g)  cos  cc-'(fi'^f)  cos  ß   und    (5^1— 5r)cos«j  — (/J. -/^cdsft 
oder  die  Grössen 

(A-/) cos/5— (^i-ijr) CO»«   imd  (A-/)co8ft  — (^i-(7)eo««^ 


neM  einer  aireni^^inmmk.  DmMii.  ätr  Per^ßeeUßu  überhm^Sil^t 
respective  gleiche  und  ungUiche  Vorzeichen.    Nach  22)  ist  aber 

—  * 


9i 


I       __ 


p-p 

also 

(A  — /)cos/J  ~  (^1  — ^)  co8a===  -  p^l{F-./)  cos/5— (G— jgr)co««| 
und  9    ivenn  mau  die  obfgeo  Werthe  von  cdscri  und  co8/7|  einflihrt: 

(A-/)cosft-(gr,-^)cos«|=-  p~Ä(P-p){(F-/)cosiJ-((;-y)cos«} ; 
und 
(/l--/^co8/S— (jjfj— 5r)cos«  und    (A— /Ocosft— (y^— j)co««t 

haben  also  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem 

Sl    und  P— «p 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Folglich  muss«  jenach- 
dem das  Auge  nicht  zwischen  {fgK)  und  (f\gxh{)  oder  zwischen 
(/^A)  u°<l  (fiüi^i)  üegt,  •(^  so  genommen  werden,  dass  es  mit 

P  —  p  =  (F— /)  c^s  iL  +  (G  — ^)  coi^ft  +  (jy— A)  cos  V 

gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat.  Weil  nun  nach  dem 
Obigen 

Ä-a=,(P_p^2{i_2^£JlcosÖ+(p^ycoiia«l 
ist,  so  muss  man,   wenn  wir  der  KiTrze  wegen 


V—i         ■  '  *'       ■'"  ■  I      '    '       '      ■  ■       -HP» 

1  -2  p^cos e  +  (p-— y  CO»«» 

setzen , 

36)   ....   l=±(P-p)e.  Ä=±^pJ^ 

setzen,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacb' 
dem  das  Auge  nicht  zwischen  den  Punkten  {fgh)  und  (fiffi^), 
oder  zwischen  den  Punkten  (/gh)  uai  (figtAi)  Uegt. 

Mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  ist  nach 
dem  Obigen:. 

26^ 
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37)  ...  .    {    Öcosft=i:|cos/J  — p-^coßöl, 

Bcouyi  =±  {cosy  —  p ^_    co» 6 1. 

Die  zur  Bestimmung  von  f^,  g^^  h^    erforderlichen  Formeln 
sind  aus  22),  23),  24)  bekannt. 

Wenn  man  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleicbungen. 

COSfti 

=:Ä|cosv[(Ä— A)cosa— (F-/)cosy]— cos|it[(F— /)cos/J--(G--^)cos«]t, 

cos/?! 

=Ä{cosX[(F-/')cös/J-(G-5r)cosa]~eosv[(G~^)cosy— (iSf— A)co8/J]j, 

cos  Yi 
= Ä  { cosfi[(€r-~5r)cosy-  (^-Ä)cosj3]-  cosl[(/^— Ä)cosa— (F— /)cosy] } 

% 

quadrirt  und  zu  einander  addirt,  so  findet  man: 

Ä-«=     |(G~5F)cosy— (/^—/i)cos/JiasinA« 
+  |(£r— A)cosa— (F~/')cosy)«sin^» 
+  {(F~/)cosi3— (G— ^)co8al2sJnv» 
— 2J  (G— ^r)  cos  y— (Ä— A)  cos  /3  H  (Ä— A)cosa — (F— /")cosy  |  cos  iL  cos  ^ 
—  2 1  (^~  A)  cos  a  -  (F— /)  cos  y  1  { (F— /)cosj3—(  G— ^)cosa)  cos  jii  cos  v 
—2  { (F— /•)  cos  ß—iG—g)  cos« )  Uß^— 5^)cosy  -  (^T—A)  cos/5 }  cos  vcos  X 
oder,    wie  man  sogleich  übersieht: 

Ä-«==  ((F— /^)cosiS--(G-.^)cosai2 
+  {(G-5r)cosy-(/^-A)cos/Ji« 
+ 1(^— A)cosa— (F— /)  cosyP 

l[(''-/)co»i3-(G-5r)cosa]cosv+[(G-5r)cosy-(^-A)coslS]cosA)  • 
f  +[(^-A)cosa-(F-/)cosy]coS|iii 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 


I 
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also  B  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  au9  dem  Brache 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist»  so  ist  nach 
dem  Obigen  B  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  aus 

/  I  (G-^r)  cosy  —  (Ä— A)  cos/J|«si«  A« 

+  |(/f-Ä)cosa— (F— /)ci)sy}«sin|[i« 

+ 1  (F— /)  cos /? — (G — i^)  cos  « j«  sin  V« 

— 2|(&'— ^)cosy— (»— Ä)cos/?l|(i5f-A)cosa-(F— /)co87)cosAcosf* 

— 21(£f~A)cosa— (F— /)cosy)t(F--/)cos/3— (6r— 5r)cosa)cosfAco8v 

^  — 2|(F— /')cos|8--(G— ^)cosai{(G-^)cosy-(g-A)cos/3|cosvcosA 
{ (F—  /^cosA  +  (G— 5r)cos|ü  +  (/l— A)cosvl« 

oder  aus 

t(F-/')cos/J-(G— ,^>cosa)« 

+  l(G--7)cosy— (Ä— A)co8i5i« 

-f- { (Ä -  Ä)  cos  «— (F— /)  cos  y  I« 

\[(^-/)c^sj3-(G-5r)co8a]co8v+[(G-5r)cosy-(Ä^-A)cos/3]cosX  1  *! 

4[(/^-A)cos«-(F-/)cosy]cosfi^     ^ 

I  (F— /)  cos  k  +  (G— ^)  cos  ft  +  (/#—  A)  cos  v) «  - 


§.  4. 

Punkt   der    Tafel,    in   welchem    die    Bilder    paralleler 
Linien   sich    sämmtlich   schneidien. 

Die  Bilder  paralleler  Linien  schneiden  sich  offenbar  sfimrot- 
lieh  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Tafel  von  der  durch  das 
Auge  diesen  Linien  parallel  gezogenen  Geraden  getroffeh  wird. 
Sind  nun  a,  ß,  y  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  Parallelen  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinaten-Axen 
einschliessen ,  so  sind 

coscif        cosjS       cosy 

die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  mit  den  sämmtlichen  Paral- 
lelen parallel  gezogenen  Geraden ;  und  bezeichnen  wir  nun  durch 
Jlf,    F,  Z    die    gesuchten    Coordinaten    des    Durclischnittspunkts 


SBi^rnnifri:  B^ene Methode  %ur^Sn§»erflmp perspeet.  Z^hnunpen, 

A\mtx  Geraden  vAX  der  Tafel,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  Gleichungen : 

cosa  cosjS  cos 7  * 

^  (2l— a)cosX  +  (F— 6)cos/A  +  (Z— c)cosv  =  0 

^er  statt  der  letzten  Gleichung  die  Gleichung 

(Jir— F)co8X  +  (F— G)cos|t+(Z— fi^)cosv  =  — P. 

Also  ist,  wie  man  sogleich  Qbersieht: 

38)  jr-F=-*-2^P,  Y-ii^-^V.    Z-»=-^P 

^         COSÖ  cosö  cosö 

oder 

39)  ;r=F_^«-|P.  F=G-^P.  z=Ä-^^P. 

^  cos  6  COS  6  COSÖ 


}•  5. 

Länge  des  Bildes  der  Entfernung   zweier   Punkte   von 

ei  Dan  der. 

Die  beiden  Punkte  seien  (fyh)  und  (f'g'h')f  und  (fiffthi)  und 
ifiOihi)  seien  ihre  Bilder.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  des 
Bildes  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  (fgh)  und  (f'g'h')  von 
einander  durch  Li,  so  ist 

V  =  (A' -  A)" + 07i' -5i)»  +  (Ai' -  Ai)». 
Setzen  wir  nun 

40)  ..  p' =^ (/*  —  o) cos A ^  (^r' — b)co8fii-(h'  —  c)cosv, 
ftbo 

41)  P— p'  =  (F-/")cos;i+(G— y)cosiü+(Ä-Ä')cosv; 
so  ist  nach  ^): 

9x-G=^~{G--g),    .^,'-6=-p~(G~.^'). 
Ä|-Ä=-p^(i^-A);  Ai'-Ä=-p^(^-Ä'); 


^ 


neHt  Hmt  ureng  wi^senscA.  üarsieii.  der  Ftr^t^Mte  überktmpk  S8S 

I 

also: 

^,     ^_PKF-/0(P-pO-(F-r)(P-p)> 
fi      h-  (p_p)(p_p-75  . 

9i    ffi    :  (p-p)(p-p')  ' 

A  '     *  ^  P  l.(g-  A)  (P -pQ  -(B- h')  (P  -  p) } . 
woraus  mau  ferner  leicht  findet:  ■       '..  . 

-  t (Ä-A)  (F- /•')  —  (^--Ä')  (F.-/) t CO»». 
(P-pHP^^  C.9, '  -^, ) = !  (G-.9)  (Ä-  A')  -  (G-y)  (ff-A)  1 C08V 

-  t(F-/)  (G  -  flr')  -  (F-  /")  (G-g)\  cos  A, 

^'*~P^^'*~'''\Ai'-Ai)=j(g-A)(F-n-(g-A')(F-/-)|coaA 

- 1  (G-i^)  (iSr- A')  -  (G-^O  (^- A)  I  cos,*. 

Quadrirt  man  nnti  die««  Gleicbuagen  nnd  addirt  sie  dann  zu  ein- 
ander, so  erhält  man  leicht: 


j(P-p)(P-pOj.^^, 


42)    ....    .      , p 

•        =    {(G-i^)(tf-A')-(G-^')(Ä-A)i*«inA« 
+  t(i5r-A)  (F-n -  (Ä-A') (F-/)}«8iD,t« 
+  {(F-n(G-9')  -  (F-  n  (G-5)|«sinv« 
-  2 1  (G-i^)  (/f- A') -(G -i^)  (i5r- A)) 

X  ( (Ä-  A)  (F-  f)  -(B-  h')  (F-f)  I  cos  JLcos  ,* 

-i{XJB-h)(F-n-(H-h')(F-n) 

X{iF-f)(G-g')  -  (F-f)  (G-^))cos^co8v 

-2|(F-/)  (G-g')  -(F^n  (G-g)\ 

X{(G-g)(B—h')  —  (G-g')(B-h)\co8vcoBi, 

mittelst  welcher  Formel  Li  immer  berechnet  werden  kann. 
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§.  6. 

Bilder   des  Anfangspunkts    der   Coordinaten    und    der 

drei  Coordinaten-Axen. 

Für  den  Anfangspunlct  der  Coordinaten  ist  in  den  in  §.  2.  ent- 
wiciselten  Formein  /  =  ü»  ^  =  0>  A  =  0  zu  setzen.  Also  ist  in 
diesem  Falle  nach  24),  wenn  wir  das  Bild  des  Anfangs  der  Coor- 
dinaten durch  (foffo^o)  bezeichnen : 

wa  nach  20)  und  21) 

44) 

p=»(acosA-|-6cos|ü4-cco8v)»    P  — p=FcosA-f Crcosfi^jl^cosv 
ist.    Also  ist: 

^  ^    flCOSl-f  6cosfi-t-ccosv 
^<> ""  Fcos  A  +  6f  cos  ft  +  iSf  cos  V    • 

-w.  f       crcosl-f  A^^osft-h^^cosv    ^ 

^ ]  ^0 - /-cosX  +  Gcos ft  +  HcoJi ^' 

A  _  gcosA  +  6cosfi-t-<?cosv   „ 
^""FcosA+GcosiÄ  +  tfcosv^' 

oder  nach  14)  auch : 

.^ JtF 

'^     Fcos  A+  Gcosft  +  Äcosv' 

.fi,  < ER 

w;  .  .  .  .       ^  .^0— /Pcos;L+  Gcos/i  +  ^Tcosv'. 

^     Fcosl  +  6rcosfi  +  HcoHv' 

Um    die   Bilder   der   drei   Coordinaten-Axen    zu   bestimmen, 
wollen  wir  für  die  Axen  der  w,  y,  z  die  Werthe  der  in  §.  3.  im 
*  Allgemeinen  durch    B,  tti,  ß^^  yi    bezeichneten   Grössen  respec- 
tive  durch 

Ox,    «*,    ßxf    y«; 

Syt        Cly,        ßy,        y^; 
0M,        <%>        ß%f        1% 


mkt^mtrurms^  wmeimtk.  OmrueU.  aar  teripeeme  1tämrämmpf.SS& 

bezeichnen,  und  alle  diese  GrSssen  sollen  sich  auf  die  positiven 
Theile  der  drei  Azen  beziehen,  wobei  wir  mit  Bezug  auf  §.  3» 
zugleich  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  in  allen  folgenden  For- 
meln die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenach* 
dem  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde  oder  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde  liegt. 

Für  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  o;  ist  in  den  in  §•  3. 
entwickelten  Formeln  a  =s  0,  /?  =  90^,  y  =  90^,  also  cos  a  ss  1, 
cosjS  =  0,  cosy=0  zu  setzen.  FGr  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  y  muss  man  a=90<^,  /?=0,  y=90®,  also  cosa=^0,  cos/?=l, 
cos/=:0;  und  fär  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  muss  man 
a=90^,  jS^QO^',  y=0,  also  cosa=0,  cos/3=0,  cos y=l  setzen. 
Für  alle  drei  Axen  ist  in  den  erwähnten  Ft>rmeln  f=0,  g  =  (K 
A=0  zu  setzen. 

Daher  ist  nach  21)  fär  alle  drei  Axen 

P  — P  =  FC0SI+  CrCOSfi-f  ^cosv, 

'  und  nach  den  am  Ende  von  §,  3.  gegebenen  Formeln  Ist : 


\ 


ATG^sin  V«  +  26r£rcos  ficos  V  -t-£f»slnft» 
®'""\  (Fcos ^ -f  G* cos fA -f  ^ cos v)s 


47^         A  _  4  r^r^sin  A«  +  2iyFcos  vcosA  +  F'sin  v* 
4^/;        öy  —  Y         (Fcos  iL  +  Gcos^  +  iJcos  v)« 

f  4rF«sinfi»  +  2FGcosXcosf^ -f  G«slnl« 


(Fcos  Jl  -f  GcosfA  +  üf  cos  v)* 


oder 


_  A /<;?«  +  //«— (Ccosv—gcosfi)« 
^'  —  M    (Fcos  A+€?  cos  f*+Äcosv)«  ' 

AA\  7  .        4/  m  +  F^^(HcosX'-Fco8v)^ 

^  •••  \  ^y  =  M  "(/^cosA+Gcos^  +  ^fcosv)«  ' 

®"""T     (FcosX+Gcosft  +  Äcosv)«  ' 

Ferner  ist  fiir  die  positiven  Theile  der  Axen    der   x,  y,  t 
nach  33)  respective 

co8d=cosA,    cosd=:eosfi,    cos^  =  cdsv; 
also  nach  37): 


Wfisrm*ett:  lltmaefkode%itr MiUmerfim9^penpttt.Z«ie»mai§em, 


49) 


€08  V 


50) 


ö^cosy^  -+  /''cosi+  Gco8fi+  ^cas-r 
öyC08c^=T  |^eos;i+  6co8^  +  Äc*s^ 
«yCösPi^-i:^^^^^^  GcQ8f*  +  ^c<^ 


cosv 


51) 


^''*'*^3f-  +  /?'cosA  +  Gcoi^|i4+^co8v 

^  __  Fco8  V 

•*»      ■  jpcosl  +  GcosfA  +  ifircosv 

^        ^ Gcosv 

*'^''®*^*'"^FC08JI+  Gcosft  +  Äcosv 

I   ^  .  jF'cosil+ G  cos  li 

/       —  FcosA+Gcos^  +  Äcosy 


Die  Bilder  der  drei  Coordinaten-Axen  wollen  wir  die  Axen 
des,  Bildes  oder  die  Bild- Axen  nennen,  indem  wir  zuhieb 
jeder  Bild-Axe  einen  positiven  und  einen  negativen  Tbeil  beile- 
gen, jenachdera  bliese  Theile  die  Bilder  der  positiven  oder  nega- 
tiven Tbeile  der  drei  entsprechenden  Coordinaten-Axen  sind. 
Die  von  den  positiven  Theilen  der  Bild -Axen  eingeschlossenen, 
180^  nicht  tibersteigenden  Winkel  sollen  durch  (a^oy^),  (yoZo)$  (2t>^) 
bezeichnet  werden.     Dann  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 

cos(a:oy^y)  =  cosctr^coa^y  +  co8j5*co8py  +  cosya-cosy^, 
cos  (^o^o)  =  c^^  ^y  ^^^  ^  ~l'  ^^^  ßy  cos j?«  -f  cos  yy  cos  yx , 
cos  (zqXq)  =  cosofz  cos  ax  ■{■  cos j?« cos/}«  -f-  cos /s cos  ys ; 

und  folglich  nach  den  obigen  Formeln: 

62) 

FG  +  (G  cos  V  — /f  cos  |x)  (iSTcos  1  ~  Fcos  v) 
ces(:röyo)== '      ©^.©.(^'cosUGcosft  +  i^cosv)*  '      • 

Gi^-K^cosil— Fcosv)(Fcos|[i-»GcosA) 
cos  (yo*«)  —  -         ^^0^  (i^cos  ;i  +  G  coe^fü  +  H  cos  v)« 

HF+(Fcos(i^GcosX)(Gco»v-'Hcosfn) 

cos(2oaro)—  6.e«(FoosX+Gco8fii  ^cosi/)«        ^ 
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wo  die  Quadratwarzeln  in  den  lüäblern  aaf  keiaen  Fall  irirklklr 
ausgezofgen  werden  dfirfen,  wenn  die  den  Tangenten  sukommen- 
den  Zeichen  nicht  alterirt  werden  sollen,  oder  man  mässte  schreiben: 

val.  abs.  (Fcos  Jl-f  Crcosft-f  Ifcosv)  J? 
tang(arcu^o)-—  FG+(Gcosv-Äcosf*)  (iSFcos  A-Fcosv)' 

t"j\   j  ^                _       val.  ab8.(Fco8il-f  Crcoyft+iEycosV)F 
^O   ^tang(yQZo) G^+(jBrcös;i-Fcosv)(Fcosf*-(3cosX)' 

val.  abs.  (FcosA-f  Gco8fi-{'lico9v)G 

**"*  ^^^'^«^  """^  i5rF+ (Fcos  ^- GcosiL)  (Gcosv-lfcos/i)  • 

Auch  erbellet  aus  dem  Obigen  leicht,    dass 

58) 

cot(aro3^„) 

F^+G*+H^ Fcosfi+GcosA 

-^ vaLabs.  (Fcos A+  Gcosft+i^cosv) ff«ö»*co8f*T     ^^|  ^^^  ^    * 

cot(yo2o) 

F^i^G^+H^  _Gcosv+^Sf* 

—val.  abs.  (Fcosi+  Gcosf*  +  ^cosv)F^^*'*^®®*'+    val.  abs.  F    • 

cot(soaro) 

F^+G^  +  m J/cosI+Fcosv 

val.  abs.  (Fcos  il  +  G  cosf*  +  Hcobv)  G  val.  abs.  G 

ist,  wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nimmt,  jenacbdem  die  Grösse  Fcos il -f  G cos ft -f  ^ cos v 
positiv   oder  negativ  ist. 


§.  7. 
Die   drei   Fundamental-Punkte. 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Tafel  von  drei  durch  das 
Auge  parallel  mit  den  Coordinaten-Axen  gelegten  Geraden  ge- 
schnitten wird,  sind  die  Punkte,  durch  welche  die  Bilder  aller 
den  Coordinaten-Axen  parallelen  Geraden  gehen,  und  sollen  im 
Folgenden  die  Fundamental-Punkte  genannt  werden.  Dass 
auch  die  Bilder  der  Coordinaten-Axen  selbst  durch  diese  drei 
Punkte  gehen,  und  die  drei  Fundamental-Punkte  daher  jederzeit 


36Ot€rHMr(:fsJUt9f\M0$t9de%»rMHim^fimgpir^eci»J^ 


n' 


i»  den  drei  Bild-;Axen>  lifgen^  .Torstebi  sich;  von  sellist.  S<ir  wie 
die  Fundaroentai  -  Poakte  durch  die  Durchscbuitte  der  durch  diuK 
Aug«  ps^allel  mit.  deq.  Axeii  der  x»  y^  %  gelegten  Geradear  nüA 
der  Tafel  gebildet  werden,  wollen  wir  dieselben  der  Reihe  nach 
durch  JIQ>y  Y^,  Xq  heaeichneo.     . 

Die,  jenäcbdent  die  Fundamental -Pdnlte  Xq,  Yq,  Zq  in  den 
positiven»  od«jr  negaüvea  Theilen  dter  .BUd>  Axen  liegen,  als  posi- 
tiv oder  negativ  betra<?hteten  Entfernungen  der  Punkrte  JTo,  Tq,  Zq 
von  dem  Bilde  des  Anfangs- Punktes  der  Coordinaten  sollen  respec- 
tive  durch  Ao»  Bo,  Cq  bezeichnet  werden,  und  wir  wollen  nun 
diese  drei  Entfernungen  zu  bestimmen  suchen. 

Weil  die  Gleichung  der  Tafel 

(x — a)cosX-t-(y  —  ö)cQS^-i-(z  —  c)cosv  =  0 

ist,  so  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  Xq,  Fq,  Zq  offenbar 
respective : 

COSA  ' 

^  (F-^a)coaX+(H—c)cosv     ^^ 

M  ,  '  COSfl  *  * 

'       '  cosv 


oder,   wie  sogleich  erhellet; 


P 

F r,         Gy        Ht 

COSA 

F,    G —,    H, 

COSfA 

P 


cosv 


^  Offenbar  sind  diese  Coordinaten  aber  auch,  mögen  nun  Ao>  Bq,  Cq 
positiv  oder  negativ  sein,  wobei  man  nur  immer  festzuhalten  hat, 
dass  die  Winkel  ccs,  ßx»  yx\  ciy,  ßy,  yy;  a»,  ßz,  y%  den  positiven 
Theilen  der  Bild-Axen  entsprechea,  in  völliger  Allgemeinheit: 

^-f  Aocosa«,    g^-\r^Ki^^ß%*    Ao  +  AoCoff^j 

^-fBoCoa%>    Ä)+ßoC08/Jy>    Ao  +  Bocosy,^; 

/o  +  CoCoscif»,    -7o+CoCosft,     Äo  +  Cocosy»; 

immL  vir  habeil'  dabec  die  felgfUMlttL  Gleichungen;.         .  ^ 


»eH$  Hmr  HreM»  mimn$ek.  ßm^tieiLäer  Peh^eak^  mtrkimpt  39A 


Fs^/o,+  Bo«08tfyp    if 


CÖSf» 


— ^S'a+BoCCMiiJj,    fl^h^^rBoW»f9\^ 


aus  denen  sich  die  foIgendeD  Formeln  ergeben: 

■'  •    •     ■  p-     •       ■■ 


■i    ' 


BoCos^y^G-^To  — 


CqCos^s  =^/r-*/io  — 


COSfi 

p 

€OSV 


*  r     . 

also,  weil  nach  4^)  offenbar 


^-^0  = 


PF 


FcosA+  (jrcosf*  -{■  Hcoav' 

^®      Fco»il-J-  Gcosft  +  /f cos  V ' 

P//   . 


n-ho^ 


FC0SA+  6rC0Sfl  +  £fCQSV 


ist: 


Aa  cos  ««•==:  — 


Bq  cos  ßy  mr  — 


P(Gco8^  f  Hcoav) 

(FcosA^*  Gcos(»  +  i^eoav)cos;i' 

P(Fco<14>ifcQs») 
(Fcosil+  Gcosfi  -f  Hco8v)eo8  fi  * 


p  ___  P  (FCOS  ;i  +  G  cos  fA)_ 

tocpsy^  ==-^^^^^^^  öcos^+lfcost^>c^ ; 
folglich,   wenn  man  für 

coscr^r»    cos/?y,    cosy« 
ihre  Wertbe  aus  §.  §.  einführt : 


PO. 


P0. 


69)...    Ao=T^^.    B,=.t£^,    Co 
oder 


cosX'        ^       '  COSf* 


=T 


pe« 

eosy 


• ..  V 


60)  Ao  =  TP9sMiBi,  8o=TP6^4WCf(,  Co=:T^P^*sec«; 


gSS^rtturri;  Neue  Melkode  %urEnfwir/im0p^^t€LZ€i€itmin§mi; 

wo  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  das  Auge  nicht  zwfschen  dem  Anfange  ^er  Coordinaten  und 
dessen  Bilde,  oder  zwischen  dem  Anfange  der  Clfordinaten  und 
deüisen  Bilde  liegt.  Mittelst  der  obigen  Formeln  können  Ao>  B^, 
Co  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden. 


5.  a 

Die  perspectivischen  Coordinaten  eines  Punktes. 

Unter  den  perspectivischen  Coordinaten  eines  Punk- 
tes verstehen  wir  die  auf  dein  Bild-Axen  liegenden  Bilder  seiner 
wirklichen  Coordinaten,  welche  offenbar  die  mit  ihren  gehörigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  der  Bilder  der  Endpunkte 
seiner  wirklichen  Coordinaten  von  dem  Bilde  des  Anfangs  der 
Coordinaten  sind.  Diese  perspectivischen  Coordinaten  des  Punk- 
tes (fgh),  nämlich  die  Bilder  der  Coordinaten  f,  g^h^  wollen  wir 
respective  durch  fx»  ffyt  h»  bezeichnen,  und  nun  zu  bestimmen 
suchen. 

Die  Coordinaten  der  Endpunkte  von 

sind  respective: 

f,  0,  0;    0,  g,  0;    0,  0,  h. 

Also  sind  nach  22),   wenn  wir  der  Kürze  wegen 

^x^=(f — o)C0S^  — ÄCOSfl  —  CCOSV, 

py=: — a  CO»  k-\-(g^~b)  cosft — ccosv, 
p»  =  —  acosA— 6cosf*  +  (A  — c)cosv 

setzen^  die  Coordinaten  der  Bilder  der  Endpunkte  der  Coordinaten 
respective : 

'    P— p»^      "       P— p*         P— p»    ' 

P— Py  "         P— P»  "  P  — P» 

f    P— -p»  F.— p»,  r  — p» 


f 


Offeatiar  sind  dieMr.  GAoodtnaten^  abchr  aaeh  f. 

fo  +  gycosixy,    ^o+^yCos/3y,    Äo+^fycosyy; 
^+A»cosa«,    '^0  + As  cos/?;»    Ao+Aacosy«; 

woraus  sich,  i^^enn  inan  diös  mit  dem  Obigen  vergleicht»  eine 
Reihe  von  Gleichungen  *^ur  Bestimmung  von  fs»  gy»  h%  ergieb^ 
von  deben  wir  zu  dieser  Besti|i|[imung  -  der  Symmetrie  wegen  die 
folgenden  wähten  wollen: 


.^ 


A-B^(^-A)= Ao  +  A^cosy. 


oder! 


- «  »  \  -    -  I 


-  •     •        *  * 

Aico8y»=A— Ao— pr^~- (fl— A). 

Setzen  wir  der  KOrze  wegen, 

fio  i^t  pacb'  45)  und  14) ;  ^         > 

'/'  JT         '   jt  n        ^■ 

fo=-jF,    g^rsr-jG,    hQ=2^H; 

und  nach  dem  Obigen  ist  offenbarst* 

p^zz/cosA — JT, 
P»=^ccÄ8fi— U,, 

...  ..     ■.^    .    .  • 

PsssAgosv— 17 


st^' Wie 'llkeh  "21) : 


P  —  p,  nad'^h CÖ8 ^. 


t..  •« 


.1  .,   « 


•«*<!      M.:.. 


1    •» 


-•'      .T*-J>ii 


I' 


S7 


T    ■/ 


m 

Folglich  hat  man  nach  dtn  Obigen  xiir  H^tkhvmmg  y^n  fM^-^i^ffHU 
die  folgenden  Gleic^i|u^D: 

^      m 

A.cosy.=A- jg-  ^_A^^,y(^-A)} 
woraus  sieh  mittellH  I%ic|i1ec  ß<Mhn|iAg 

ergiebt.    Nun  isl  aber  nard  49),  50),  51)  offenbar: 

'    V  .         -  .      -        ■  ■   .      - 

-        .  ■  I  •      ■ 

.  ^ — FcosX             -       _  J — Gcosfi 
cofi«,=i:— ^g- ,    cosfe=± ^jp- , 


:v»'i 


.  J  —  Hcosv 

C08y.  =  ± — ^g5--:t 
also  nach  gehörige^  Siilistilutfölt  hl  Alt  obigen  Gleichungen : 

oder,  weil  offenbar 


•  mm.  .  .  .       .j, 

ist: 


62)    /*-±^_/co8i'    ^-±2r-^coV'    *— *^-Acosv' 

in  welchen  Formeln  man   die   oberen   oder  unteren  Z^lf^^ußl^r,. 
men   muss,  jenachdeni   das  Auge  nicht  zwischen    dem  Anfange 
der  Coordinaten  und  deteiM^il  .Btli^  x9itif  ä^Hrischen  dem  Anfange 
der  Coordinaten  und  dessen  Bild«  üe^ 

Auch  kann  man  nach  59>  aHgemeii^ 


mt»m  wuttt  Ormtf  winnmk.  DatOtU.  4er  PkHfetHf  WUrtmipi.  Ifll^ 
63)  .  •   ^ 

"i^— ÄCOSV 

setzen. 


5.  9. 

Zusammenstellung  aller  Formeln  zur  Berechnung  der 

perspectiviscben   Coordinaten. 


Am  bequemsten  scheinen  sich  die  perspectivischen  Ooordina- 
ten  fx,  Qy^  h%  des  Punktes  (fgh)  nach  den  folgenden  Porm^lii 
berechnen  zu  lassen: 

P  =:(F-ii)cosil+(G— *)cos(*+(J5r— c)ca»V5 
^       4rG«sinv«  +  2GÄcosiACosv  +  Ä^sini*« 

e,=Y ■■ ^ , 


0, 


^Tm^^ 


+  2ÄFcosvcos;i+  F«8inv* 


^      t/'F^wn  jü»  +  2FGcosAcosjM.  +  C^sinj*^ 

Ao=T^»     Bo=T^^.     Co=T^^J 

"      ■  eosit  ^      ■  cos  fi        ^       ■  cos  v 

/^^  .  ^       /'cos^  p      ^cosf*  ,_     f,     *cosy 

.  •      •  •  ' 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  das  Auge 
nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde 
oder  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde  liegt. 

Man  bat  nicht  nnb>eachtet  ta  lassen»  dass  die  GfOssen 

J,  P;    6*,  Öy,  O»;    Aot  B©,  Co 

sSMtnflfch  Oinirstlifiten  sind,  die  bei  der  Berechnung  der  perspee« 
fiVilrch^n  Coordifisten  aller  Punkte  Mi  AnW^ndtttig  kommen,  nü^ 
daher  nur  ein  Mal  zu  berechnen  sind.    ÖAü^elbe   gilt  ten    den 


Winkeln  (a?oyp^ji(fto'^o)*,  (*o^o)»  ^*»c  mitteTst  dej  in  {.A  .entwickel- 
ten Form6lo..i^qf  verscfttedetie  Arten  befechü^t  werden  f können. 

§•  10. 

Perspectivische  Entwerfung  gegebener  Punkte  oder 
überhaupt  gegebener  Gegenstände  durch  Construction. 

Wenn  man  die  Bilder  gegebener  Punkte,  überhaupt  einen 
perspectivischeii  PTäh  odeir  Rii$^  eines  g^g^leVenf  Gegenstandes 
auf., einer,  der  L^age  nach  gegebenen  Tafel  für.  einen  gegebenen 
Ojrif  des,  Ail^äs  i^ntw*et-1^en  soll,  so  bereclinet .man,  zuerst  die.  Win- 
küt  (i?otfo)» 'CVo*o)>  (V'*^o)  ^^ch  deh  In'S.  6.',  unä^äie  Cöh^auteo   , 

J,  P;    e„  ö,,  e.;    Ao,  Bo,  C« 

nach  den  in  §.  9. gegebenen  Formeln ,  wobei  man  der  Controle  bei 
der  ISerechming  derob^^n  Winkel' wegen  zu»  l>eiU)bten^fcat»  dass 
natürlich  immer 

sein  muss.  . 


"  j  ;  • ; 


Nun  nehme  man  auf  der^Tafel,  auf  wefcheif  die  i^eichnung 
entworfen  werden  soll,  einen  Punkt  O  (Fig.  1.)  beliebig  an, 
welcher  das ^  Bild  .des  Anfangspunkts  .  :4er  Ci^rdioj^ten  vor- 
stellt, und  trage  um  denselben  als  Spitze  herunr'  die  drei  vorher 
berechneten  Winkel  (aro^o)*  (^o^o)»  (^o^o)  neben  einander  auf,  so 
sind  die  Schenkel  dieser  Winkel  die  positiven  Theil^  der  drei 
Bild- Axen,  und  ^eben,  rückwärts  über  O  hhiaiys'^ verlängert,  die 
negativen  Theile  dieser  Axen,  also  die  drei  Bild -Axen  überhaupt. 
Die  positiven  Theile  der  den- Coordinaten- Axen  der  a:,  ij^  j^.^tih 
sprechenden  Bild- Axen- wbHen^wir  in  der  Figur  respefetive  durch' 
OX,  OY,  OZ  bezeichnen.  Hierauf  tra&;en  wir  die  drei  vDrber 
berechneten  Entfernungeti  Aq,  Bq,  C^  mit  gefhoiriger  Berü^kisich- 
ägung  ihrer'  Vörzeiöhen  voh  O  aus  auf  die  dr6t  Bild-Äi^n'^iif, 
sb  liefert  uns  tlie  Endpunkte  Xo,"  Fo/^o  «dieser  «Irer  Ehtftrfctiti- 
gen  die  .drei  FundameutalrPunkte^  .und  wir  habeti.  nun  Jtltei fitsten 
Grundlagen,  welche  nothwendig  sind,  um  die  Bilder  aller  gege- 
benen Punkte  auf  det  Tafel  entwerfen  zh  kcinnen'.  Dass  auf  die- 
sen Theil  d^r  Zeichnung  gan^  bespndeFe.^Soigfalt  y^pfv^iuiii,  ,,y}\exr., 
4en  muss,  v^rst^bt  sieb  v<;m  selbstj  4a; er.  d\e  Grup^lag^  ß}\ß^ 
Mgendeii  O^er^öopeft ^ildet-v         /       /      .   ;  ,/    «    .     r;-r.i!;.i 


Wir  wollen  nun  den  Punkt  (fgk)  ^lafimen  fJlgßmeiiieni  Hfiprir 
fientaiiten  aller  zu  entwerfenden  Punkte  betrachten,  und  ihn  durch 
JU  (Fig.  2.)  bezeichnen.  Für  diesen  Punkt  berechnen  wir  jetst 
WiK,  *J?.'K  I?.  &•»  !^-g  gege})e^jen  Formel»  ^  di^  persppctiyi/s.phei^  .t?o?ft 
dinateii  fx,  gy,  Xa,  und  teagefi  dieselben  jsilii  gehürig.Qr:  B#* 
rücksichtigung  Ihrer  Vorzeichen  von  O  aus  auf  die  drei  Bild- 
Adben'>auf;  W'ddurbh  wir  in  Fig«  1/ did  Punkte  Äi,  F^v  .%  aU 
M  fiiidpaakte;  der^  pe^speeltvisc^n-  €oor4inaten «. erbalten..  /-Nidb 
wollen  wir  nti»  von  dem-^Pankt^  ^  (Fig.  ^.)  im- Ratime  ietwiil 
ivs§i  die  Ebene  der  xy  ein  Perpendikel  gefeilt'  denlcenv  <  und  des^ 
«en  Fusipunkt  durch  'M'  bezeichnen.  Ferner  ^denken  'Wir  ^üh 
Von  :^'  In  der  Ebene  der  dfy  auf  die  Axen  der  «r  und  ^PerpSift^ 
dlkel-^^eföllt^  und  'bezeichnen  deren  Filsapuhkte  durch  NxunAlfy 
W^if-die  Linfe  M'Ny  der  Axe  der  äß  parall^  ist,  ^läo: geht  ihi; 
Btfd^tarch  den  Punkt  J^o  (Fig.  I.)  ^  da  ab^r  iVy  in  d«f  Lbiw  JTJI^ 
liegt  und  bekanntlich  Fi.'(Fig.  I.)  da»  Bitd  von.  JTj^' Ist^  .s«r»uw 
das  Bild  der  Linie  M'^y  auch  durch  F|  (Fig.  1.)  gehen»  und  die- 
ses Bild  der  Linie  MNy  nird  alsp  erhalten,  wenn  man  in  Fig.  L  die 
Linie  ^o  Fi  zieht.  Ganz  eben  so  erhält  man  das  Bild  der  Linie  M'Ns» 
weiiniuanin  F%.  1.  »die  r  Linie  F^J^i  BiehtytmddenDurbhsehbitts- 
punkt  Mxy  der  Linien  ^o^i  ^^"^  ^o^  ^^  Fig.l^  ist  also  das  BiUL 
des  Punktes  M\  Betrachten  wir  nun  die  der  Axe  der  z  parallele 
Linie  MM'  (Fig.  2.) ,  so  rauss  ihr  Bild  durch  den  Punkt  Zq 
(Fig.  L)y  nach  dem  Vorhergehenden  aber  auch  durch  den  Punkt 
Mry  (Fig*L)  gehet!»  und  vHrd  daher  Erhalten »  vi^nn  man  in  Fig.  L 
dfe  Linie  ßJxyZQ  zieht»  in'  welcher  Linie  also-  atich  das  gesuchte 
Bild  des  Punktes^' Jl  Regen  muss.  Durch  ganz' ähnliche  Coä« 
structionen  kann  man  noch  zwei  andere  Linien  fin'den>  indtoefo 
das  Bild  des 'Punkten  Jfjiegen;  muss,  nämlich  in  Fig.  1.  die  Linien 
MyzX^  und  MxxYq^'  worauf  dann  die  drei  Linien  MsyZo,  MymX^» 
MzxYq  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Purehächnitt^unkte  Mi  (Ftg;]l)> 
das  ge.'^uchte  l^ld  de&  Punktes  M  (Fi^.  2.)  ifxk  Räume  ^eben. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun»  nachdem  man  jdie.  vorher  berech- 
neten  perspectivischen  Cobrdinaten  des  Punktes  (fyh)  auf  die 
Bild -Axen  aufgetragen,  und  dadurcfi  in  Fig.  1.  die  Punkte  Xi,  F|»  Z^ 
erhalten  hat»  die  folgende  merkwürdige  Construjction  des  Bildes 
des  Punktes  (fgh).  . 

Man  zieht  die  Linien 

XqYi  und    YqXi   mit  dem  Durcbschnittspuakte  3lsy»\f 
YqZi       „      ZqYi       »»         »,   .  .   ,»  My%, 

^qXi       n      XqZi       »»         »»  •»>..•••         .       •  ilfss»    ■ 


DaOD  siebt  ma«  die  LlnieA 

-Äfjpi^Zo«     4fya^o*     Äk^Fo, 

00  ist  deren  gemeinAchaftlieber    Dnrchsohiiittiipalifcf 
Ml  das  gesuchte  Bild  des  Punktes  (fgh).  ' " 

^atOrlich  ist  nur  die  Conatruction  zweier  der  Linien  MsySS^ 
Jfys^o*'  MmmYo  snr  Bestimmiuig  des  Bildes  Mi  des  Puslctoii 
^gh)  nothwindig;  die  dritte  Linie  bietet  aber  eise  erwfinschte 
Controls  f&r  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  überhaupt  dar$  ii»d 
daas  man  bei  der  prakttitchen  Ausführung  die  obigen.  Linien  nicht 
vollständig  ausziehen,  sondern  sein  Augenmerk  überall  bloss  auf 
dfe.  tidglichst  genaue  Ermittelung  der  betreffenden  Durchsebnittlii«' 
pdnbte  richten  wird,  versteht  sich  von  selbst,  weil  aottst  A# 
9^chn«ng  des  ganzen  Risses  des  zu  entwerfenden  flegensIaqAte 
aa  sehr  mit  Linien  überladen  werden  würde. 

An  m  e  r  k  u  n  g. 

Ans  dieser  Cönstruetion  argiebt  sich  auch  dier  folgende  h^ 
nerkenswertho  geometrische 

Lehrsatz, 

W^'^n  in  einer  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt 
Q  derselben  drei  beliebige  gerade  Linien  gezogen^, 
oi^d  auf  jeder  dieser  drei  geraden  Linien  ganz  wiil*^ 
l(ährrlicb  zwei  Punkte 

i(agenoninien«i  dann  die  Linien 

^^i»   Fq-Xi  ;     TqZi,  ZqVi;    ZqXi,  XqZi 
gezogen,  und  die  Durchschnittspunkte 

jedes  dieser  drei  Paare  von  Linien  bestimnit  werden; 
so  schneiden  sich  jederzeit  sowohl  die  drei  Linien 

MxyZ^f       JUyBJLQp       Ja^jMQ 

als  auch  die  drei  Linien 

MjgyZif     MyaXi,     lU%»Ti 

in  »inem  und  demstolben  Punkte. 


fM^mt^^rm^miBwmmk.  Mr«0tt  ^Mp^^M^nmiM  tfüMmmaW 


i  •' 


Ij.  II. 

Betraclitung  des  Falls»    wepn   die   von    dem  ilinfaag;«- 

punkte  der  Coordinaten  nach  dem  Auge  gezogene  Cre- 

rad6  auf  der  Tafel  genkrecht  steht« 

Die  von  dem  Afrfatig^pdrikte  der  Coordinaten  näeh  deüi  Aiigil 
j^TQ^ogene  Gerade  wöU^n  wir  als  positiv  oder  als  negativ  beträäK^ 
teti,  jenachdehi  sie  mit  dem  von  dem  Anfangspunkte  det  Oötfr^ 
dinaten  auf  die  Tafel  ^geßllten  Perpendikel  gfetcbstimmig  ode^ 
entgegengesetzt  liegt,  und  mit  Rucksicht  hierauf  durch  E  be- 
zeichnen.    Dann  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

(U)  .  .  .•  FmsiEtosX,    CräSi^'eiMifi^    fi^Ecoävi 

also  nach  §•  9.: 

* 

J  GZ  E(co8l^  +  cqsfi^  +  C09  V*)  =  J5, 


f  z7s=£(cos 
l  P=E  —  (i 


Ö5) 

[«reo^i-f  6cos  fi-f  ccos  v). 

Ferner  ist  na^b  47)  oder  §•  9«  offenb|ir : 

6jr=  V  cos  f**  sin  V*  +  2  cos  ft*  cos  v*  +  sin  f**  cos  v*, 
fl^  =  V  cos  v*6l|)i  i*  +  2  cos  V*  cos  Ifi  +  sin  v*€0«X*,  , 

woraus  man  leicht 

€s  =r  Vcbsf»*  +  cosv*, 

Oy  ==  Vco»ir«+cos7?, 

6s SS  Vcos  A* -f- cos fi* ; 
also : 

66)    ....     #x=s8inA,    ^yssin/»,    #ss=rsihi>^ 

erhält 

Weil  offenbar 

Fcos/i— CrCosXasO,    Creosv^r-jEfeosfftaeOf    ITeofJl-^FcosvssO 
ist,  so  ergiebt  sieb  aus  52)  auf  der  Stelle: 

cos(yo«o)  — ^cotficotv,  V 
^^  (M^o)  ob  *-  cot  V  cot  iL 


71) {ff^Qiift^^vi^   .  :  ....  ,  .  ,u 

sa  setzen  berechtigt  sein ,  wo  für  R  jede  ganz  beliebige  positire 
Länge    oder   Entfernung   gesetzt  Dkrerden   kann.      Was   aber   die 
Winkel  .u,  y*  fo  betrifft,   so  ist  d.er .  Theodolit  ein  sehrzweck- 
mltesiges  fnsirunient,   mit  ^^hheiti  Min,   webd  nhr,  "iihika^^Mlitd 
bniner  verstattet  und  In  allen-  Tfilfen   jedenfalls   das  Zwecknifta- 
sigste  sein  wird,  die  Ebene  der  ^  horizontal  annimmt,    ganz  in 
iM'  ifefiKbirfIchen  Weis«  messen  fcanni    V.  mH  'Mk  ÜoifiMtital- 
«^  Ai^utbalkreise  dfea  -  v<MI  4er  Projecüim  d«r  fm  ^dtei  A%e 
(F^tf}  hack  dem  Puvikte  (/^)  gezogenen  Cpe^adep  Hof  der  dmb 
tai'  A«gtt  gelegten  sedondSren:  d$y  Ebeiie  mitdem<|Mwltiveia  Thsile 
dM^'  eectindSf eil  W^Ax^  eiugescAlosseneft  Winkel  m^   hdeiii  mmm 
dteMn  Winkel  stets  po^r  von  dem  fMisitiven  Tkeüe  4i^  eeei»! 
MMi  ^**  Ate  an  naeW  dem  positiven  Theile  der  secundftreii  f^Aab 
KUf  tonO  bis  3m<»  zfihlt;    bnd  ±  mit  dem  Tertikair  «dvr.  Hdked« 
kreise  clen  90^  nicht  öbersteij^nden  Meigui^^wlokel  der  von'dett 
A'tt^e  (FGH)  n*ck  dem  Punkte  (/^A)  gezogenen  Gefkdeo  gieg^ 
die  d^rek  das  Aug^  g<^l?gte  secendäre  ory-*  Ebene,   kkiclhi  -mmä 
dteleten  Winkel  al^  fM»sithr  oder  als  negättr  b^rac|ilet>  fäüächtikm 
dar  Pimkt  ififky  auf  der  poäitiv'en  oder  auf  Aer  negniltto  Setttt 
der- d^rch   das  Auge  gewiegten  secundären  dry*- Ebener  Oegl,^  «M 
nift  Rücksicht  hierauf  ddreh  o  bezeichnet.    Hat  man  diese  bei^ 
den  Winkel  durch  Messung  mit  dem  Theodoliten  beiEitimml,  äö 
findet  man  die  Wmkel  ir»  v,  u)  mittelst  der  folgenden  gmia  *1%#^ 
mdn  gGlttgen  Formeini 

Icosic  ;c  cos  (neos S# 
cose  =^  sinMcosQ, 
ceete  3=  sin  ü> ; 

oder  kann  in  allen  froheren  Formeln  för  ein  beliebten  ^ötAtltM 
R  Immer 

I  /*=;;:#* r|-JBcoso»COSC5,  .,  .     . 

gtszG+Rakntj^cöB^ßg 
A=J?4-jBsin5 
setzen. 

Hieraus  sieht  man,  dass  ein  möglichst  kleiner,   aber  zweek* 
missiff  eingericktete^'TBiMMbRr  Jat'Mqi^^    »iMr^iiimr  zir  {i«*« 


«pectivischen  Aufnahmen  Ut»  und  mittelst  desselben  wM-  M»itf 
durch  blosse  WEnkelmessiingen  ans  einem  cnisigcii  Standpunkte, 
dein  Orte  des  Auees,  von.  jedem  Gegenstände  einen,  perppectivi? 
sehen  Riss  oder  Pliän  nach  der  im  Obigen  entwickelten  Methode 
entwerfen  kOnnen. 


\ 


Weitere  Betrachtung  dür  Ll^nge  des  Bildes   der  Ent* 
'ferriitthg  Efrete?  Punkte  iroii  einander.' 

''ISs  #t(rde  hier  zu  weit  fähigen,  Wenn  ich  iii  alfc^  im  OM^eto 
entfviekeMe  Ausdrieke  und  Formehi  die  naolir  Anleituim  de«  vor. 
hergehenden  Paragraphen  mit  dem  Theodoliten  gemessenen  Win- 
K#  iiäitf' der  Coordiiisten  der  betreffendefi  Pubkt«  «MtihNM  %v«ltm 
Daher  begnüge  ich  mich,  nur  noch  einige  Betrachtungen  fll^  4w 
in  f.  5.  entwickelten  A«sdruek'42)  ffiir'dle'Lftnge  Li  Aes  Bildes 
der  Entfernung  zweier  Punkte.  (/^A)  und  (f'g'h')  von,  einaffde^ 
folgen  zu  lassenc    .       .  t       - 

Die  180^  nicht  €bereteigendeQ  Winkel^  welche  dieTOfL  c^m 
Auge  (FGH)  nach  den  Punkten  (fgh)  und  (f'g'h')  gezogenen 
Geradi^  mil  den  positiven  Theil^n  der  Ceordinatea'*  AJKea  ein- 
schlie#sen, ,  seien  respectiye  u,  n,  w  und  u' 9  v' ,  w'l  so  können 
wir  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

.     f=F+Rco9u. 


•V*i;- 


jrssjCrrlrÄcios«, 


r=Fi^Rfco»u', 


)  . 


also: 


F— Z'«— Ä'cosi«', 
G-^y^z^R'eoav', 
^^A's-iZ'eostp' 


F— ^=— iZcostf , 
# 
G  — jjf =— Äcose, 

£r— ^  sss  *- A  cos  to ; 
setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

P-^p  as-r lit(eos AcosK  4- (ses^cese  4- CMt^cesu^)» 

P  — p'=— Ä'(cosXcosti'+cosf4co8e*+costrcosid')?: 
also,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

COSW  =C0SilC0Stt   -^COaiiCÖBV   -|-COSVCOSi0, 


74) 


COS  W  SS  ces  1  cos  k' 4  eosf*  cMt^-f- eei  f^ees«'' 


»'■* 


4M  ««••««#«  4MWKli*fM*«'«r<fiM|Mr/|iMiMWi^ 

.■;.;••.:■■••     /(P.--*p>(P-*.p')sB'A«^eo••Wlrö0W^"   -<.^f.'  -^  ti.V 

Periierjst 'd^r  ,Aas'drtic1c  aqf'der  reckten '  Seite- ae|i  Gletcnn^iii- 
Zeichens  m  der  Formel  42): 


■»....    •:■■:■•    •  1  ■•■ 


■  / 


(coa  ü  C08  to' — cos  ü'  cos  w)*  sin  X* 
+  (cosfocostf'-t:fosic^'costt)^sinfi* 
.^n    .  .:     .    [.tf.<c«»Wpofft)'-fo«|tt'cost?)«sln,v^    ,::     ,,.,»..7, 

l«i^l»/iimii.  diesaa  Crj^ssf  Aoch  mit  (fiß\)^^^wülüjfl\q\ff.  ,,8eiff)L  mfi/ft 

mhär  •Haff  ■ 

'■'•'•*■'■  -    ■    .  '.  ^siil!^*^.  .sin)i';    sln-v*.    ■•       .■-'•■.  i^,^*    :    -j  ri- 

1  — COSA«,     1  — COSft«,     1  — cosv«        '    ■    '"    "*" 

uni  ülerle^f,   d^^s,   tde  in^  leicht  findet/        >  '''       '^^ 

"  *  («<Mb4cd«id^^^oosi>'cesto)^Hh{<M>st»cö8ti'r--ce)ito'oosti)ff  muli 

+  (cosM  Coi^ü'  —  dosti'  cöif)*  •  "; 
=  (cos  u* + cos  ü* + cos  w*)  (cos  m'*  +  cos  ü'*  +  cos  to'*y 

'    »     I    •  *  •.  •  . 

*  ■      .  .  n         -  .  • »    .  > 

—  C0S  tt'cos  tt'^  —  cos©*  cos  p'*  —  cos  tr*  cos  to'* 
— 2cosMcostf'cos©cosv'-^*2^osvcosü'cosfi^costo''-^2cöstrcesto'costfco8ii', 


also,  wenn  mkn  dür  Ktirze  wegen 


%• 


75)   ...  cos  F=cost«cost«'  + cosücostj'  +  coswcosto' 

..  -•■   ■  .  -  '\       .        •  \  -      \ 

setzt, 

Sin  F*  =  (cos  t  cos  w' — cos  r'  cos  ti?)*  +  (cos  w  cos  t«'  —  cos  u>'  cos  «)• 

+  (cos  u  cos  ü'  —  cos  u'  cos  ©)■ 

•^  •   •    ■  r.      «i       .  ,.., 

ist,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rech- 
ten  Seite  de8"Gleichhelts£toicheBs  in  der  Formel  42)  das'Prodact 
von  (ÄÄO?  in  , die  Grösse  . 


1(cosoco8tD'-cos©'costo)cosil-f(coafcce8ti'r-:C(osto'costi)cosui  * 
x 
•1  .      -f(cosKcost>'— ;ca»t<'c9sr)cosvi 

l8t    FolgUofc,W.WMjlis4?>;  ..   .'/,.,.: 


"ö) pf  = 

i(co8vco8to^-cosü'coflfr)co8il'f  (costocosic'--costo'coste)co8u\  * 
+(costtcosü'— costt'cosü)  CO«  vi 
cosW'cas^W*-  ' 

'Ste^Väie  i^on  dem' AnFangspankto  naißh  dem  Augi^  gezogene 
Gerade,  asi' der  T^i&l  «t^krc^ch^^  fi^,i«t  ^nach  Q5)>:,.  \ 

also  nach  76): 

ä(co6bc6sp^-^'Mv^sifOc^ldV(cos<i7'cö8tt'— c<i8«^  * 
"  -    •  '  ^v.     4^co»iicösp<— c^tt^cospjcoavi 

In  diesem  letzteren  Falle  eriiSit  man  aus  42), mit  Rfick^cht  auf 
§,  Jileauc(i  laicht: 

II     A^^  ^  -j' ff  cos  fi  4*  w  CO* V  >«  .  I     y^cosX+'ycogft+A'cosy^ 


,.      acosX+6costt+ ccosv^. 

(1 ^ — __). 


**i, 


=s  {{g—gr)cosv — (A— «')cos(*  —  - — ^g-^-Psiol' 
+ 1  (Ä— AO  cos  l  —  (f-f.)f:otv-  '  "Z  |«8iii  (t» 
+  1  (/^T'ycöklxi- 1(^{^(^0  ws'A— -  ^^^^*slnv»^» 

»'»....  .5:.;    -1  I    ••  '•■     I..    x //      .:■;■=     «ff     \'«,-,   'l^ii-  ■•.■       JiV»i:?    '*     ^.:  ;i   J     •  •-.  m 

•   -  ><«fr^Ai^)dos'ib^(/~/^bosy^  ■  ^'^i^^fleesAcosft  ^      t 
*  *    '    -2t(A^Ä')dosX-^(/^-^/^  '    '  -  .   :«  = 

■  '  ■  • '  ■    •  ■    •      « 1   ' .  «^  ;  •• .      J ;        ; '     • .  •        .   .    ■        . .  li 

*"        :  •  .'\     I     ■  ■  ■■'      :l,.    ':       '  'Tt      f     ":;»■;•    i   '•     ifLf:         .•■.  *  .   ..    .   J 

■  -  •  ■  •     •     .  .       t  1 1  ( ■ 

Xf  (ff— Ä'Ocosv  — (A— AOcosf*  — ^--^^-^}  cos  V  cosA, 


«Mi  Ar  ein  onendHcii  grosses  E  :#ird  also : 

i_  ; •    -  \<j » 

Lg*=      {(g — g')eo»v — (A — A0co8fi)*flinil* 

i      +{(A— ÄOcMA-V-ZOeos^Äl** 
+  t(/'-/'0cos^--(5[-^^)cqs«?sini^ 
•ui . .  1 7-21(s— apO«50sv-(*-AOcos/ill(A— AOcosl--(/— /^cosvI^oäOcos^ 
— 2((/i-A0<S^iL-(/«-/>osy)  l  (/H^)cosfi-^-<f-5r>>sAkHi»^HD^ 

oder,   weil 

IO7— flO^^^T-C*— A'^cöSfiJeosA  J 

%  I 

'f-  +|(^— /*OcoS.M-r-(|f— y)C0Sil}C08V   ' 

r 
« 

ist,   ofeobar: 

,       4/   1 1 (/— /"Ocosfi -C7-y)co«;tl*+t (<7-y)co»v— j[A-ii^oo«<»^i 
'      T.,1,  +  IA-Ä0cosA-(/--/'0co.»)«  t 


-if.  1 


fdw'aacli,  wie  ladcbt  erhellet:  ' 

M) ...*,== 

V(/'-/'>«i^(jr-^+(A-A0«-t(/-/'')co8H(y-y)«o»|i+(A-A0co8v)« 

"'■■■  ■■'■'     '  -     5. 13.'     ■- 

Da«  Attgo   al#  Anfang  der  Coordanaten. 

Es  erbellet  leicht,  dass  die  FormelD,  auf  denen  die  im  Obi<^ 
gen  entwickelte  Metbffdv^  znr^  Bfilli^rfimg  pefsp^ttvlselier  Risse 
oder  Pläne  beruhet,  unbestimnit  werden,  wenn  die  Coordtnaten 
des  Auges  VenscbwtndeiiT  «ad  dam  ets  «Iso  bei  di«(ser  Methode 
nicht  verstattet  ist,  ilas  Auge  selbst  als  Anfang  der  Coordinaten 
anzunehmen.  liiA^s  bi#^et  bei  sehr  vielen,  praktischen  Anwen* 
düngen,  ja  wohl  bei  den  meisten,  die  Annahme  des  Auges  als 
Anfang  der  CoordMateA  besondere  Vortheile  dar,  und  wir  wollen 
daher  jetzt  ieigen ,  adf  welche  Weise  man  sich  zli  verhaften  hat, 
wenn  man* von  den  Voltheilen  Nutzen  ziehen  will,  welche  die 
Verlegung  des  Anfaüts  der  CodrdisatM  In  da)^  Auge  in  der  Praxis 
gewährt  s.  : 


V     Üemkiifelge  adnHM;  im  als»  jnUt  4iil^   di|«l!  aUfti  Uriiklidi  Mr 

Operationen  als  Data.m  finmdö  zw  Ufr<ef»4iBd«  i4ch  aMf  d«iB  ^A-tgl». 
als  Anfang  der  Coordin^ten  beziehen.  Ist  d^in  aber  O  ein  an- 
derer ganz  beliebiger  l^uhkt  Im  Räunie>  so  denke  man  sieb  durch 
denseHM*  6iihl  dem  dufob  fiM  AjOf^  gH^teH  Cfiqrdjnaten^jrnleme 
paralleles  Coordinatemiysteiii  gülegt»  uMlIfttzeiebne  die  Coordfiia« 
ten  des  Auges  in  Bezug  auf  dieses  letztere  System  durcb  F,  G,  H, 
wobei  man  zu  beacliten  bdti  da:&rs,  MeM  diet  P«nkt  O  ein  ganz 
itiHk«1lrKcM.M>  in  der  TM  auch  F»  (i\  <flr  ganz  willkuhflicfH) 
Grossen  sind,  ffir  die  man  sich  also  alle  beliebigeiL  Wertbe  g«- 
setzt  denken  ka||n,,  Z»  bc^acbtun  b^t  m^jp  jedoch. jederzeit,  dass 
die  180»  nicht  übersteigenden  Winkel  k,  fi,  v  sich  auf  den  Tbeil 
einer  ^attf  de^,'!^(M  i^m^9^\k  «t^hendeti  Cfermlen. beatehfeis  mus- 
sen,  welcher  von  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Geraden  aqs 
mit  dem  von  dem  Punkte  O  aus  auf  die  Tafel  geföllten  Pe^peA* 
dikel  gleich  gerichtet  ist,  wobeie  na*  §.  I.  zu  vergleichen  .hai;;; 

Sind  nun  /*,  «7,  A  die  gemessenen  Coordinatent  ^inesi^gtwis- 
sen  Punktes  tn^  i|<9in-4iif<>h'das..Aug^  |ge^i\g^en  Coordinatensysteme, 
so  sind  nach  der  Lehre  von  djer  Ver%randlung  der  Coordinaten 
f^F,  jT^^C;,  S^-tt  fli^C^ordinätetr  ües^clben  Punkfes  in  Be- 
^  zug  auf  das  ^nx^  depj^pakl  P  gelegte  Coer^linatensystem ,  wor-* 
aus  man  also  sieht,  dass  man,  um  die  im  Vorhergehenden: anlh 
wickelte  Methode  zur  Entwertung  perspectivischer  Risse  oder 
Pläne  auch  anwenden  zu  h(Hil1^ii',  vT^nn  alle  gemes)itenen'  C<Mtdi- 
naten  sich  auf  das  Auge  als  Coof4f^at|Bl^^iVa^^MD|^  Ate^Hsli^liy^  zu 
allen  diesen  gemessenen  Coordinaten,  unter  Beachtung  des  oben 
wegen  def:V¥lirkBi.jt,;fir  ^  0i»iii«rfele|i,-  .nur  tUeselheir  dM,  sonst 
fibrigens  aa  sich  ganz  willkühriichea  Grossen  F%  G,  H  hinzuzu- 
legen  bra^ircMi'  5G?e^«i)s8<r  S^ecr^i^rttng^  (IXeties  fifet  ganz  im 
AllgemeiruNft   dygeicfiteii    Verfaihrepa  jgewHhren   aber   besondere 

Vortheile,   von  denen  jetzt  weiter  Sie  Rede  sein  soll. 

•  •■?■'  ' 

Wir  wollen  nämlich  den  Punkt  0  Tri  i\t  durch  ^as  Auge 
«N^^ljtt^  g^gpa  4ie  Te^et  ^e|^e  Gerade  tegj^tö«  ^  B^ezdthn^ 
wir  dann  die  nicht  verschwindende  Entfernung  des  Punktes  O 
von  dem  Auge  durch  £,  und  durch  X,  ^,  v  wie  gewöhnlieh  -die 
180^  nicht  öberateigenden  Wj^kel,  welche  dua  von  O  aus.  auf 
die  Tafel  gefällte  Perpendikel  mit  den  positiven  Theilen  der  Coor- 
dinaten-Axen  einschliesst ;  so  i6tl4folihal|t  >1>  ^    -^    -    :•...! 

81)  .  .  Fr^dt^cosW  ^ia*ÄcnSf#,'  'jlf==J:JBcosv; 

wenn  man  die  oberen  cnder  Unteren  SCelcKen  nimmt,  jenachdem  O 
nicht  zwischen  dem  Augtr  üüt  ätrlhiMt  d)ler  awlschen  der  Tafel 


40g4mNiMr%  mm mmiul9^BUfimim$rßm§p^r9fi^4irMmm&n', 


Mä'MiihJLvtifk' \¥§ffii  Jkbö'n|i8»' man  jetstlitottiidafci  int  .Bezug 
ikifdiJs  Airge?'*al8  Anfadgl  gem^Meben  CoordinateD  /^  ]gr,.  A;  «Ines 
JMen  Püoktei^in  die  Reehmng  diö'GKiBaeni  ,(/ 

üatfiHich  fftfcÄ'  fBr  >dle  :gM6hfel(ir  auf  dba  Auge  aUAnlai^^  «ich 
ljreiii6heb{|^ti''Co<^rdliiateb>ia/  6;4r:dle  GrOseen        ■   ■  ■  .■  ^  ■.    :■  < 

v:.  .a;fciEco?^,    6±;|rcosfi,,    cdbJBcosv 

äitnihTeiil'//ivobe1  ii^fnef  dieselbe  BearfitniHung' wegen  der  TWrset- 

•  M.'T   'Tl.         T  •   -   ^i  °     •»;.://    .  .  ■    •;...,-       -./,.;   -i^' 
"  v//<=aüleesilr|-  €rcosf*-f  jffeoilv=db£(cMJl*-|->Cj08f«?4raHlv')»^ 

also:  ,.       .,. 

*    82)    .    .  L    .    .^   .    .:zfs»dt*- 


aj 


-i    IPerner^tst-  .•.:'■•■;  :  -  i-  ;« 

Pä    |±JS?c^l^<iidt£cösX)Jfjeiia;'^ 

M«  „i  -.   •   ::  J        +U:£qoSff.rr(6±jEci»8|iJJco^f*..   .    . 

« 


i    1 


'  "  '     •<  '     '  '    ;+1J;£cosv— (cdl:£cosv))cOTv;^ 

also:-  ^'  ■  ^'^-  •■■'''•'  ■  .  II    . : 

'\W«Ate#  tt-g^ebt  Vieh  IWtfbt?'         '  . 

Ur.   -    .'6i»=ai Vioo8fi*8in'i/*+j2Li»8-f*^to8V*  +  8iof*.*co8v*, 
^       6y ^  V  COS. V?  sip  X*  4-  2  CQS  v*  cos  A*  -f  sin ^*  cos  i*,, 


I  : 
«1 


(9a  =5?  V  COS  iL*  sjn  ffi  +  2c6is  Jl*  cos  ft*  +  sinl'cos  fi^ ; 
also,  wie  man  sogleich  übersieht; 

t»i^V'coö]i«+cosi;»,    e^Ä  V  cosiAfcosX^    6,==  V  cosA^^oap.^, 

CdlgUcbi::,'.  ...  •••  ..  ..• 

Ferner  ist  nach  dem  Qb^en:. 

^cos  fft  TTT  tfcoa  X  ;s:  0^ 
.  .  Cr  cos  V. —  Hcoati:=zO, 


ri^dl^fHriir  ifr^nff  wt99en$clk,  DnrBieii.  derP^ripe^^e  ^berkmpt  409 

also  nach  54): 

/  cos  (;ro5fo)  =^ — cotAcotft, 
85)     ....      ^  cos(yo^o)  =  ""Cotficotv, 

^  cos  (so^q)  = — cot  V  cot  it. 

Wir  wollen  nun  zuerst  4en  Fall  betrachten ,  wenn  der  Punkt 
O  nicht  zwischen  dem  Auge  und  der  Tafel  liegt,  wo  nach  dem 
Obigen 

F=sEco8X,    G  =  Eco8(i,    Hz=zEcoBv 

ist,  und  für  fy  g,  h  die  Grössen 

/^-f£cosil,    ^-|-^cosfi,    A  +  jBcosv 

gesetzt  werden  mGssen.  ^ 

Nach  §.  9.  und  84)  ist : 

Ao=TPtang^>    Bo=  +  Ptangfi,    Co=TPtangis 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  das  Auge 
nicht  zwischen  dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde,  oder  zwischen 
dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde  liegt,  also  offenbar  im  vorlie- 
genden Falle,  jenachdem  die  Winkel  ^,  ft,  v  sich  auf  den  von 
dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  dem 
Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theii  der  dur^h  das 
Aug6  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen. 

Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen : 

^  (f+  EcosX)cosk 

^'~"'^<>J5;-(/-+i^cosX)cosX' 


_     ß       (^+£cosfi)cos|ti 
gy^-Do  E--(g  +  Ecosfi)coa(i' 

(h+Ec08v)C0BV 


Ä»  =  —  C, 


also 


^  E  —  (h  +  Ecosv)  cos  V ' 


/  —      A   -^cosA^-f /"cosil 
T'-  —  ^o  £  sin  iL«- /"cos  A  ' 

_        R    £cOSft«+^COSft 

^y  — —  öo  r„:„..2 «^«..» 


£sinfi«  —  ^cpsfi 

A  —      r  ^cosv^  +  Acosv 
'^**-""''^£sinv«-*cosv' 

Tiieil  XXXII.  2B 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

JS  sin  iL  cos  iL -f  fwl 
h  —  ±^  Esinksink^fcosX' 

_  ,p£sinfiCOSfi+ysinfi^ 
^y^-'^    Bsinfftsinjü — gcosfi 

„     n  ^sin  V  COS  v  +  h  sin  v , 
**'~"*"jesinvsinv— Acosv* 

die  oberen  oder  unteren /Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Win- 
kel iL,  ft,  V  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel 
hin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerich- 
teten Theii  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  di^  Tafqi  gelegt 
ten  Geraden  beziehen.      • 

Die  Gleichungen   der  durch  das   Auge   senkrecht  gegen   die 
^afel  gelegten  Geraden  in  dem  Systeme,-  dessen  Anfong  das  Ange 
ist,  sind 

X     _     n      _     f 
cosil*^cosft       cosv' 

und  die  Gleichung  d^r  Tafel  in  demselben  Systeme  ist 

(jf— a)eosil+(i^— 6)cosft+(f— o)c©«v=sO. 

ßezieichnen  wir  also  in  diesem  Coordinatensysteme  die  Coordina« 
ten  des  Durchschnittspunkta  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen 
die  Tafel  gelegten  Geraden  mit  der  Tafel  durch  X^  |^,  5;  so  hat 
man  zu  der  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

X    _    V     __     S    ^ 
eosil      cosj^       cosv' 

(X — a)  cosi  -f  (^1^  —  6)  cos  f*  +  (5  —  c)  cos  v =0 ; 

woraus  sich  die  folgenden  Formeln  ergeben : 

X  =  (aeosX  +  6qosfft +  <;  cos  t^)  cos  A, 

J)  =  (acos  A-f-  6cosf4  +  ccosv)cosf4, 

5  =  (acosA-^&cosfi  +  ccosv)cosv; 

und  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Auges  von  der  Tafel, 
so  ist 

also  nach  vorstehendf^n  Gleichungen: 
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y>  sc  (a  CM  Jl -f  6  cos  fi -f  c  cos  v)^ , 
woraus 

P  =;  db  (öco*^  +  ^cosfi  +  ccosv) 

folgt,  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeuacfa^ 
dem  die  Gr^se  a^eosi-f  6cos^-f  ccosw  t)06itfv  oder  negativ  ^t 
Dieae  Grosse  Ist  aber  offenbar  nach  §*  1«  positiv  oder  negativ» 
jenachdem  die  Winkel  X,  p,;  v  sich  auf  den  von  dem  Auge  aiia 
nach  der  Tafel  hin,  oder  auf  den  yon  dem  Auge  aus  nicht  nach 
der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen;   also  ist 

y  ±2  :p  (er  cos  A -f  ^  cos  fi -f  c  cos  v) 

und  nach  83)  folglich 

P  =  ±P    oder   P  =  ±P, 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt ^  jenachdem 
die  Winkel  l,  fi,  v  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach 
der  Tafel  hin ,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel 
hin  gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die 
Tafel  gelegten  Geraden  beziehen.  Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
allgemein  in  diesem  Falle; 

^  _  ^EsinilcoisA  +  fsink 
'  *  T     £sin  il  sin  l  —  fcos  X ' 

;    .  •  •  •     {    yy     ^ Em3x^9\xk^  —  gtos^a,' 

,        £sinvcosv  +  Asin  V. 
^^sinvsinv  —  Acosv 

und  zur  Bestimmung  von  Ao»  Bq,  Cq  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln : 

87)    Ao  =  -Ptangi,    Bo=— Ptang^,    Co=— Ptangv. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,    wenn  der  Punkt 
O  zwischen  dem  Auge  und  der  Tafel  liegt,  wo  nach  dem  Obigen 

4  =  -£; 
F=  — JBcosA,     G=— JEcosft,    £f=— jEcosv 

ist,  und  ßlr  /*,  g,  h  die  GrSssen 

f — £cos,A,    jjT— JEcoS|i*,    Ä  —  JEcosv 

gesetzt  werden  müssen.  .  .      <  I 


uk' 


ad 
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Da  in  diesem  Falle  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Punkte  O 
und  seinem  Bilde  liegt ,  so  ist  nach  §.  9.  und  84X: 

Ao  =  —  Ptangil,    Bo=— Ptangfi,    Co  =  —  Ptangv; 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 
1,  fi/v  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  ge- 
richteten Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel 
gelegten  Geraden  beziehen.  * 

Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen: 

/•   —        A  (/* — £^C0SA)C0Sit 

—  (gr-jgcos^jcosft 

9y-     **<>— £  — (^— J5;cosfi)cosfi' 


also: 


__     r         (^— -^cosv)cosv        ^ 
"~       o__£;_^^  —  £cosv)cosv* 

f^  -  -  Ao  jgg.^  ^2  ^  ^^^g  j^  , 
__      P  jEcos|[i^— ^cosfi 

Sly  —  —  Dq-it!—.       K~l        » 


A.  =  -C, 


£sinfi^-f  ^cosfi 
£cosv*  — Acosv 


'^  iEsin  v*  +  Acos  V ' 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Jgsin  X  cos  X  —"  fsin  K 
'^"^       £JsinAsini-f /^cosil 

fisinficosfi  — ^sinfi 

9y         jE7sinfi.sinf( +^coSf(' 

,   p  £Jsin  vcosv  —  Äsiüv 

*  ZJsinvsinv  +  Äcosv* 

Ganz  wie  im  ersten  Falle  erhält  man  auch  hier: 

P^  =  (a  cos  il -f- 6  cos  fi -f  c  cos  v)^, 

und  folglich,  weil  in  diesem  Falle,  wo  die  Winkel  l,  ii,  v  sich 
auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil 
der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden 
beziehen,  nach  §.1.  die  Grosse  acos^-|-6cosfi-|-ccosv  offen- 
bar positiv  ist,  , 
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P  SS  acosX-f  ftcois/i-f-ecosv, 

also  nach  83): 

P=:— P    oder    P  =  —  Jpi. 

Folglich  ist  in  diesem  Falle: 

^      ^  £sinilcosil~/sinX 

f, — ''j^iiinsfia+^osi' 

88)  )o  —     P  ^s'"ft  cosft-^sinfft 

j^^  £sinf(sinfi-f5|rcosfi' 

A  —     n  ^sinvcosv — Asin  v , 
*"^        jBsinvsinv+Äcosv  * 

und  zur  BestiniinuDg  von  Aq»  Bq,  Co  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln: 

89j...   Ao=PtaDgX,    Bo  =  Ptang|[i,    Cü  =  Ptangv. 

Lässt  man  aber  die  Winkel  \,  fi,  v  sich  auf  den  von  dem 
Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch 
das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen^ 
so  werden  diese  Formeln: 

''"^^  Esink  sin  X — fces  X  * 

^  '     '    ^^^     ^£sinfisinfi— ^cosft' 

£Isinvcosv+ Äsinv 

*      "  £sin  V  sin  V  —  h  cos  v 

und 

91)  Ao  =— PtangA,    ßo= -Ptangi*,    Co=— Ptangv; 
die  Ausdrucke  84)  und  85)  von 

Sx,  Sy,  &z    und   cos{x^f^),    cos(yo^),    cos(zo^o) 

werden  aber  durch  diese  anderweitige^  rficksichtlich  der  Winkel 
A,  fi,  V  getroffene  Bestimmung  gar  nicht  alterirt. 

Aus  86),  87)   und  90),  91)  erhellet  nun,    dass  mau  allgemein 

92)  Ao=— PtangA,,    Bo=— Ptangf*,    Co  =  — Ptangv 
und 


414  ^runert:  Neui  Methode  %ur EfUwtrfun»  i^riyefl;  ZtMmmn§9m^ 

Esxn  k C06  JL  -f  /"sie  l  ' 


A=i> 


£  sin  A  sin  X — /cos  A  * 


93)   ...    .    ;^,=p|f!2ii£2ift±5fil!£, 

\  ifj     ^ /j/sinftsinft—- ^cosft 

l:J«invcosi;  + Asinv 
/liSini/sinv — hcosv 

setzen,  und  die  Winkel  i,  /a,  v  beliebig  aaf  den  von  dem  Auge 
aus  abwärts  von  der  Tafel,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach 
der  Tafel  bin  gerichteten  Theil  der  durch  d&s  Auge  senkrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen  kann.  Hat  man  die 
Winkel  A,  fi,  v  auf  den  von  dem  Auge  aus  abwärts  von  dvr  Tafel 
gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel 
gelegten  Geraden  bezogen,  so  heisst  dies  im  Allgemeinen  so  viel, 
das«  »an  sich  den  Punkt  O  auf  derselben  Seite  des  Auges  wie 
die  Tafel  liegend  gedacht  hat;  und  jenachdem  man  die  willkübr- 
liehe  positive  Grosse  E  kleiner  oder  grösser  als  P  angenommen 
hat,  ist  der  Punkt  O  zwischen  das  Auge  und  die  Tafel  oder 
auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Tafel  gelegt,  also  mit  dem  Auge 
auf  l^iner  und  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Tafel 
angepommen  worden.  Hat  man  dagegen  die  W^inkel  X^  ft»  v  auf  den  voo 
dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durcli  d^s 
Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  bezogen,  so 
heisst  dies  so  viel,  dass  man  ;sich  den  Punkt  O  nicht  mit  der 
Tafel  auf  einerlei  Seite,  sondern  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Auges  liegend  gedacht  hat,  wobei  es  ganz  gleichgültig  ist, 
wie  gross  E  im  Verhältniss  zu  P  angenommen  wird.  Alles  die- 
ses ist  natSrlich  vollständig  verstattet. 

Die  zur  vollständigen  Anfertigung  des  perspectivischen  Ris- 
ses erforderlichen  Formeln  sind  nach  dem  Vorhergehenden  nun 
die  folgenden,  wobei  die  Winkel  A,  ft,  v  beliebig  auf  den  einen 
oder  den  andern  der  beiden  Theile  bezogen  werden  können,  in 
welche  die  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegte 
Gerade  von  dem  Auge  getheiit  wird: 

cos  (a^o^o)  =  —  ^^^  ^  ^^^  ^ » 

cos  (yo^o)  = — c®*  f*  cot  ^> 

cos  (zo-'*^o)  =  —  ^^^  '^  ^^^  ^  5 

Ao='-Ptang^,    Bo  =— ptangfA,    Co  =  -~Ptängi/; 

94)     {  f  _   ^  iSsin  l  cos  X  -f/sin  X 

'^"^^  Es\nX»\nX''fco3X' 

^'^        Esinfiamii'-gcosfA 
.       ^Esinvcosv-I- Asinv 

fix  —  P  r? — • : i • 


imM  €mm'itr49^fßiiHmck.  DmfUtU.  der  Fer^eemt  übtrJümpk  415 

Sind  Uy  Vi  w  die  180^  sieht  ttb«i;iteigendeii  Winkel,  vrelche 
die  von  dem  Auge  Dach  dem  Packte  ifgh)  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinaten  -  Axen  einschliesst,  so 
kann  man 

/crJ^eoäu,    ^ss:£co8ü>    hr^Etonw 

setzen,  und  erhält  dann  zur  Bestimmung  von.fx,  g^,  h%  nach  94) 
die  folgenden  Formein:    , 

^  (cos  X  -\-  cos  k)  sin  ^ 

' '  ""  *^  sinA^ —  cosilcosu  V 

OKX                         /            M  (co8fi^-coso)sin|[i 
95)     ...     .     \  fftt^^p  r    a ■ , 

L       ^(cosv  +  costr)sinv 
SHi  V* —  cos  V  cos  W 

oder: 

^      (cos  il  -{-  cos  t£)  sin  il 

fx      *'  X  _  (cosi  +  cos  ü)  cos  ^ ' 

Qfiv  )  ^   _  (COftfi4cOSt?)siDft 

VO;      .      .,     .       ^fl'»  — *'l_(c0Sf*  +  CO8e)C0Sfl' 

s        ««^     (cosv+cosw)sinv 
^  1  —  (cos  V  +  costo)  CO»  V 

also,    wenn  wir 

Ä,  =  2  cos  i(A + ?«)  cos  i(A— m)  , 
97)    .    .    .      ^  Äy=2cosl(ft+ü)cosi(fA— p), 

A:s=:2cOS^(l/-f  1l?)C08Uv — tv) 

setzen : 

ofi\    /^  --    feP»inX  kyT^s\afi  _    A-gPsinv 

♦y»)  A-i-;t,^coa'    ^»-l-^A^coSfi*    '^*"'l-Ä,co«v* 

Also  sind  die  der  Anfertigung  des  perspectivischen  Risses  zu 
Grunde  zu  legenden  Formohi: 


^l^  Grünen :  Neut  Mtlkode  %ur, EMiUftrfu$i0.pentHieL JUitMf/ngtm, 

cos  (X^o)  =  —  cot  X  cot  (IL  , 

cos(yo2o)  =-~cotficotv, 

cos  (lo^o)  =  —  cot  V  cot  A ; 

Ao  =  -PtangA,    Bo=  — Vtangfi,    Co=— Pt^ngv; 

^)      \  ;t,=:2c0si(A  +  tt)C0Sja— tl), 

ky  =2cos  l((i  +  v)  COS  l(f*— ^)> 
kx  :=2cosl(v  +  w)co8l(v —w) ; 
^  __  ^yPsinA  ÄTyPsinfi         .  Är»Psinv    , 

^'-"1— Ä^COSA'     ^2f—l-ÄyC0Sfi'     '^^'^l  —  itzcosv' 

wo  (aroyo)»   (yo«o)>   (^o-*^o)  »»^  Ao,  Bq,  C©  Constanteo  sind. 


§.  14. 

CoDstruction  der  im  yorhergehendeo  Paragraphen 
durch  (xq^q),   (^o^o)>   (^^b^o)   bezeichneten  Winkel. 

Wenn  man^  wie  Fig.  3.  zeigt,  nach  einem  gewissen  Maass- 
stabe mit  sinA^^  sinu^^  sinv^  als  Seiten  ein  Dreieck  ABV  con* 
struirt"^),  und  dessen  Winkel  A,B,C  halbirt,  so  schneiden  sich 
die  Ualbirungslinien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  O,  und 
schliessen  an  demselben  drei  Winkel  g>,  ^,  %  ein,  von  denen 
wir  jetzt  etwa  den  Winkel  g>  bestimmen  wollen.  Nach  bekannten 
trigonometrischen  Formeln  ist: 


*)  Dass   dies  immer    möglich   ist,    fulgt   leicht   aus  der    bekannten 
Gleichung 

sin  A*  +  sin  ^*  -f  sin  v*  =  2. 

Denn  wäre  etwa 

sin  A*  +  sin  /»*  ^  sin  v' , 

so  wäre 

sin  A*  +  sin  ^«  +  sin  v*  <  2  sin  v* , 
also 

2^2sinv^,    und   folglich   sinv^^l, 
was  ungereimt  ist.    Also  ist  überhaupt 

sinA*-|-sin/**^sinv*  ,     sinA'  +  sin^®  ^sin/**  ,     sin^*-f  siny^^sinA*  ; 
wie  erforderlich  ist,  wenn  das  Dreieck  möglich  sein  soll. 


\ 
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«  .    ,  ^«       (siiitt^  +  sinv*  — 8inil*)(siniA*  — sinv^  +  sinX*) 
2 sin  1 J*  = ' ..  .    ,0  ; — ö f 

(sin  il^+ sin  fifl+  sin  v^)  (si n  A*  +  sin  v* — sinjii*) , 

2  cos  1/1*  = TT—: — 7S~^ Ä 5 

*  zsinil'sinv^ 

folglich 9   wie  leicht  erhellet: 

.     ,    ^o         cos  X*  cos  V*  „  cos  14*  / 

sin  lA*  =    ,    ,0  . — ö ,     co^ lA^=^  *    iq  ' — ^ ' 
*  sinA^sinv*'  *         •'sin  A*  sin  V* 

und  ganz  eben  so: 

.    ,-,2      cos  A*  cos /i*  ^-,,  cosv*      . 

smA^sinfi*'  *  sinA*sinft* 


also: 


sin  lA^  sin  iÄ«=  cotX*  cotft^cotv*, 
cos  J/i*  cos  ii?* = cosec  A*  cot  ft*cot  V* ; 


und    folglich  : 


8\nlA8inlB=:JrCotX^cotfii.cotv, 
cos  J/^  cos  Jg  =  ±  cosec  A'cot  fi  cot  V ; 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cot|[iCotv  positiv  oder  negativ  ist.    Weil  nun       , 

cos  l(A  -f-  J?)  =  cos  lA  cos  IB — sin  lA  sin  IB 

ist 5  80  erbellet,  wenn  man 

cosec  Ä*  =  1  +  cot  JL* 

setzt,  auf  der  Stelle  aus  dem  Obigen,   dass 

cos  fl(  J -|- J^}  =  ±  cot  |[i  cot  V 

ist.    Nhd  ist  aber,  wobei  Fig.  3.  zu  vergleichen : 

q,  =  l8(f>-l(A  +  B), 

also  cos  g?  =  —  cos  1{A  -|-  B),  und  folglich  cos  9  =r  =F  cot  fi  cot  v» 
also  nach  85)  cos  9  =  ±  cos  (^0^0)9*  voraus  (^oZq)  =  9  ^^^^ 
(yQZo)  =  i80^ — g>  folgt,  jenachdem  cotficotv  positiv  oder  nega- 
tiv ist.  Eben  so  ist  (zq^q)  ==  '^  oder  (zqXq)  =  180^  —  ^^9  jenach- 
dem cot V cot X  positiv  oder  negativ  ist;  und  (^01^0}^=  X  ®^^ 
(üüQyQ)  =z  IS09  —  %,  jenachdem  cot  iL  cot  fi  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  sieht  also,  wie  man  die' Winkel  (^q^o)>  (^o^o)«  (^0^0) >  und 
folglich  auch  die  positiven  Theile  der  Bild-Axen  und  diese  Axen 
überhaupt  construiren  kann. 


Druckfehler«  Ich  bitte,  in  der  Einleitung  zu  diesem  Anfsatze 
„Farish^'  statt  „ Paris ch'*  ku  setzen,  also  das  c  In  diesem  Namen 
zu  streichen. 
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Ueber  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Karyenlehre« 

Von 
Herrn  Doctor  ^  fVeiler, 

Lehrer  der  Mailieinatik   an  der  höheren  Bürgerschule   zu  Mannheim. 


In  dem  Slsten  Theile  dieses  Journals  (S.  449.)  bftt  Herr  Doc- 
tor Voller  den  folgenden  Lehrsatz  aufgestellt : 

,^2ieht  man  in  einer  beliebigen  Kurve  eine  Sehne,  so  ist, 
wenn  die  letztere  unendlich  klein  wird,  das  VtrbSttnim 
des  Flächensegments  zu  dem  Dreiecke,  welches  von  der 
Sehne  und  den  dazu  gehörigen  Tangenten  gebildet  wird, 
gleich  |."  ' 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  werden  dort  die  Coordinaten 
zweier  beliebigen  «Pvoktc  der  Kurve,  deren  Gleichung  yz=flx) 
ist,  durch  Xiyi  und  x^y^  bezeichnet.  Es  ergiebt  sich  alsdann  der 
Inhalt  des  Tangentendreiecks  aus  der  Gleichung: 


-^1» 


Ferner  wird  abkCürzend  ff(x)dx=^q>{x)  g^esetzt,  und  dies  liefert 
iSr  das  Fföcfaensegment  den  Werth: 

6  —  ip{X2)  -—  ip(Xi) 2 

Da  nun  aber  die  oben  ausgesprochene  Bedingung  eingeführt 
wird,  wornach  die  beiden  Punkte  Xiyi  und  «r2^2  unendlich  nahe 
beisammen  liegen,  so  findet  sich  erst  nach  viermaliger  Differen- 
tiation von  Zähler  utid  Nenner  der  Werth  t  =  !• 
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In  dem  Gegenwärtigen  will  ich  den  Versuch  machen,  densel- 
ben Gegenständ  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  zu  be- 
trachten, um  den  Beweis  des  eben  aufgestellten  Satzes  durch 
etwas  weniger  Rechnung  zu  erzielen. 

Zunächst  ist  aus  der  Kurvenlehre  bekannt^  dass  sich  für  jeden 
Punkt  der  Kurve,  deren  Gleichung  y=zf{x)  ist,  ein  Kreis  findet, 
welcher  auf  eine  unendlich  kleine  Strecke  hin  so  innig  mit  der 
Kurve  zusammenfallt^  dass  die  Abweichungen  der  Kurve  von  dem 
Kreise  selbst  wieder  verschwindend  sind ,  verglichen  mit  den  Ab- 
weichungen der  Kurve  von  der  Tangente  oder  auch  von  der  Sehne, 
welche  für  die  Kurve  und  den  Kreis  gemeinschaftlich  sind.  Da 
nämlich  an  dieser  Stelle  nicht  allein  der  erste  Diflferentialquotient 

-j-f    sondern  auch  der  zweite  Differentialquotient   -ir\  für  Kurve 

und  Kreis  übereinstimmen,  so  hängen  die  wirklich  vorhandenen 
Abweichungen  in  der  That  nur  von  dem  dritten  Differentialquo- 

tienten    y^  ab,  w*oraus  denn  das,  was  hier  nur  tn  Erinnerung  ge«^ 

bracht  worden  ist,  auf  der  Stelle  erhellet.  Es  folgt,  dass  das 
in  Rede  stehende  Verhältniss  zwischen  dem  Flächensegment  und 
dem  Tangentenctreteek  fSr  Kurve  und  Krflmmungskf eis  ffbereifistim- 
ittend  ist. 

Nun  wird  aber  Niemand  daran  zweifeln»  dass  das  erwUhntjal 
Verhältnisse  für  den  Kreis  stets  ein  und  denselben  Zahlenwerth 
hat,  wie  gross  auch  immer  der  Halbmesser  des  Kreises  sein  mag. 
Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  dies  Verhältniss  auch  für  jedfr 
andere  Kurve  in  alten  Punkten  durch  einen  bestimmten  Kalifen- 
werth  ausgedrückt  Ist.  ' '* 

Es  ist  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Parabel,  dass  das  \%fy 
hältniss  zwischen  dem  Flächensegment  und  dem  Tangentendreieck 
für  zwei  beliebige  Punkte  der  Parabel  jedesmal  den  Werth  f  hat. 
Dieser  Werth  bleibt  auch  dann  richtig,  wenn  die  beiden  Punkte 
der  Parabel  unendlich  nahe  beisammen  liegen.  Es  versteht  sich, 
dass  für  diesen  Fall  der  Werth  |  auch  für  jede  andere  Kurve  gilt. 

Schneller  noch  gelangt  man  zu  diesem  Schlüsse,  wenn  man 
sich  anstatt  des  Krümmungskreises  eine  Krümmungsparabel  an 
die  Kurve  gelegt  denkt,  deren  Gleichung  y^f{2c)  ist. 


420  föflif :  H^e Methode,  die  Qvadr&iuf  der  Parabei  m  be$$hnmen. 


Neue  Methode,    die   Quadratur   der  Parabel   zu   be- 
stimmen. 

Von 

Herrn  Doctor  Völler 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Saalfeld« 


Auf  meine  UntersuGhungen  ^^fiber  Gränzverhältnisse''  bei  ebe- 
nen Curven  mich  stützend,  gelang  es  mir,  eine  Methode  zu  finden, 
mittelst  welcher  sich  die  Quadratur  der  Parabel  auf  andere,  als 
dte  herkümmliche  Weise  bestimmen  lässt. 

Wenn  sich  nehmlich  bei  verschwindender  Sehne  —  wie  in 
I|efl  4.  des  31.  Theils  S.  449.  dieses  Archivs  allgemein  bewiesen  — 
das  Segment  zu  dem  dazu  gehörigen  Tangentendreieck  wie  2:3  ver- 
hält, so  ist,  wenn  —  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen —  das  betreflfende  Dreieck  (Taf.  V.  Fig.  1.),  wie  an  jenem 
Orte  abgeleitet  worden,   gleich 

{xx  -  x^  \ (yi  —y^jfix^)  —  {xi  — ar^)  f'{xi)f(x^) \ 

+  (yg— yi)<yi— yg+(^fl~'a^i)/''(^i))   

nunmehr :  - 


! 

Segment  = 3|A^,)--->'U)| 


Wendet  man  Jetzt  diesen  Satz  auf  die  Parabel  an  und  lässt  den 
Coordinatenanfang  mit  dem  Scheitel  dieser  Curve,  die  ^- Achse 


Völlers  Heue  MetAaiU,4iie  Qua^roltir  der  Pwrabeijtu  pwfümmin.  ^}. 

mit  der  Achse  derselben  zusaramenfalleo ,  so  ergiebt  sich  —  neun 
man  überdiess  noch  das  eine  Ende  des  Segments  in  den  Coordi- 
natenanfang  hineinschiebt,  wodurch  a:i=Oy^x=0  und  /''(;r|)=oo 
wird  —  aus  analytischen  Gründen : 

Segment  =  i .  { —  x^f{x^  +  x^^  |. 

Bekanntlich  ist  aber  bei  der  Parabel  allgemein: 

mitbin  ist  nach  Substitution  dieses  Werthes : 

Segment  =J.{— ^^  +  x^y^], 

d.  i. 

Segment  =  i .  1x2^2 = «^2^2- 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedruckte  Satz,  der  wohl  auch 
gleich  dem  weiter  unten  stehenden  in  allgemeiner  Form  hinge- 
stellt zu  werden  verdient,  heisst  in  Worten : 


,,Ein  Parabelsegment,  welches  mit  seinem  einen  ELnde 
in  dem  CoordinatenaDfiEingy  dem  Scheitel  der  Parabel,  G^gl^: 
ist  der  dritte  Theil  von  demjenigen  Dreieck,  welcheii» 
durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^8  andj^cei^  Eiidr; 
punktes  des  Segments  und  der  dazu  gehörige^  i^etiQe^ 
gebildet  wird.*' 

Will  man  nun  •— ;  unter  Zugrundelegung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten —  einen  bestimmten  Parabelabschnitt  MNO  berechnen, 
so  ist,  wie  leicht  erhellet,  . 

Parabelabschn.  MNO  =  2 .  Segra.  +  A  MNO, 
d.  i. 

Parabelabschn.  MNO  =  Ix^^y^  -f  x^%. 

Mithin: 

Parabelabschn.  MNO^i^x^y^, 

was  die  bekannte  und   auch  genugsam  in  Worten  ausgedrückte 
Relation  ist. 
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Resolutio  congruentiarum  I*"*  gradas  per  formulas  novas« 


Aactore 

D^  tT.  G.  Zehfuss, 

Darmstadino. 


Satis  Dotum  est  Tiros  celeberrimos  Cauchy  et  Binet  me- 
tliodtlm  döcuisde^  qaae  non  pendeat  a  tbeorin  fractionam  continua- 
raln,  solotionem  congitteniiamin  I*^  gradas  Inveniendi.  Jam .  in 
sequenffbus  formalas  qnataor  ab  cognitis  diversas  expKcare  liceat, 
qüae  eandem  ad  flnem  pertinent;  quarum  ad  dentonstrationem 
Fermati  theoremate  utimur. 

1)  Secandum  theorema  Fermatianum 

diTidi  potest,  designante  a  numerum  primum^  a  numeram  qaem- 
libet  noii  dm^ibUem  pex  «•    G9»er»Ut»  Qrgo  habomus 

(•) 

(1 — a«-i)"»  (l^aß-^y^  (1— ar--i)P. . . .=0,    (mod  ei^ß^yP ....). 

Hinc  naDciscimur 

l  — (1  — o«-"i)"»(l— ai5-i)«(l  — ay-^)P....  =  I,    (mod  a^ß^yP....). 

Jam  elucet^  expressionem  ad  sinistram  sign!  ^  factorem  a  tm- 
plicarej  qao  sequitur,  numerum  integrum 

a:=-[l— (l  — a«-^)"»(l  — a^-*)«(l  — ay-*)P....],    (mod  a^ß»yP.,..) 
solutionem  esse  congroentiae 


ax^bi    (mod  a""/S*yr....). 

2)  Resolutlo  altera  prohlematisresolvendi  congraentiain  ax^b, 
(mod  €fl*ß^yP^.,.),  hanc  in  modum  invenitar. 

Etheoremate  Fermati  a  celeberrima  Gauss  extenso  eruimas 

fl(«-»)«'^*  — 1=0,  (mod«w);    a(;-i)iS*'"*— 1=0,  (mod /J«);.... 
Hinc  prodit  pro  modolo  a^ß^yP^.*.i 

(11)    (1  -a(«-i)«"'~V(l-a^?'^*>^'''^)(l— a^y-*>y^""Y.-^0, 
et  elueet,  pro  eodem  roodulo  fieri  expressionem 

1«(1  ^a(*-i)«'""'>(l^«(/'-i)/^"~')(l-.a(y-i)/~V./.^  1. 
Quae  quum  faclorem  babeat  «,  videmas,  pro  modulo  u^ß*^yP.... 

Solutionen  alteram  esiie  coogfueotii^e  ax^b»  (mod<K"'/3"yP....)* 

3)  Methodus  tertia  pariter  fluit  e  Fermati  tbeoremate,  n\ 
ponamus  Aß^  loco  z  in  congruentia 

« 

zt«-^)«*"""*  — 1  =  0,    (mod«"»), 
designantibus  a  ei  A  numeros  inter  se  primos.    Prodit 

( Ji3")(*»-i)«'""^  —  1  =  0,    (mod««), 

et  cum  Sit  (Ba^yß-^)?^''  ^0,  (mod  «*»»),  invenmns 

(^/3»)(«-i)«'""'^  +  (Ba^yß'^yf'^^  —  1=0,    (mod  a«). 

Jam  81  A,  B  et  er,  /?  non  fcabent  dirisorem  cotfimtmem,  pri- 
mum  hujos  congruentiae  mendbrum,  symmQtrii^e  ipsftfiim  a^  ß 
causa,  pariter  factorem  habet  ß*.  Qua  de  causa  haee  congru- 
entia in  sequentem  abit: 

(^j5»)(«-i)«"""^  +  (ßa"«)(i?-*)^""'^  —  1  =0,    (mod  a^ß^). 
Simili  modo  facile  demoostratui:  ^^m 

(Ji5»y^)(«-i)«"^^  +  (J5(^»»yP)(i3-«^"""V+  (CW^/3*»)(y-*)/'"^  5S.1 , 

(mod  i^/J»yf) 
et  generaüter,    modulo  a^/3"}^....  posito  =  ft,    obtinemus 


.!> 
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(HI) 

\^)  "^{jr)  +V^;  +....  =  1. 

designantibus  A,  B,  C...  numeros  quoslibet  per  numeros  pri- 
mos  a,  ß,  y....  non  divisibiles. 

Unde,  sl  statuamus  ^=j^=C=....  =  a,  constat  esse 

solutionem  tertiam  congruentiae  (uv^b,   (mod  a"*ß^yP....). 

4)  Usus  fanetionum  Gamma.  Etheoremate  Wilson i an o  fit 

1.2.3....(«  — l)  =  r(a)=  — 1,    (moda), 

designante  o  numerum  primum  quemvis.  Denotabimus  per  aa  re- 
siduum  minimum  positivum  numeri  a  secundum  modolum  a,  unde 
quam  sit 

a  — «a^O,    seu  potius  ««+( — l).a^O,    (moda), 

patet  esse 

flo  +  fllT«)  ^  0,    (mod  «). 

Quae  congruentia^quum  I^«)  factorem  habeat  aa<tt>  per  aa 

diTisay  in  membro  primo  numerum  1-|- integrum    praebet. 

Hinc  fit 


l  +  a^  =  0,    (moda). 


quo  statim  sequitar 

(l+a^V  =  0,    (mod«m). 
et  porro,  per  multiplicationem  congruentiarum 

(l  +  a^V=0,  (modo«);    (l  +  a^)"sO,  (mod/5«); ....: 

(l+a^)'»(H-a^V(l  +  o^V-=0.   (mod  a"|S->....). 
Itaque  si  statuamas 

— '[>-(H-.^)-(l+.f)-(U«^^).....l. 

07  pariter  erit  radiz  congruentiae  ax^  b,    (mod  u^ß^yP.,,,). 

6)  Viz  monitu  dignum  est  formolas  I,  II>  111  quasi  amplifi- 
cationes  Fermati  theorematis  2^~^-- 1^0^  (mod  a),  habendas  esse. 


'  -J  : 


Grun^ri:  Nem^JMM^dmriä  äei$e^^€ffe^.PimMieBt9«Mr.  e4€^mMieA.4S6 


Neue  Methode,   durch  beliebig  {gegebene  Punkte 
rührende  an  Kegelschnitte  zu  ziehen. 

Von 

dem  lleraas^eber. 


•    r  ( 


Nach  N.  T.  d.  K. '')  II.  2)  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Ke<( 
gelschnitte  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem : 

wo  alle  Symbole  Ihre  aus  der  angeführten  Abhandlung  bekannte 
Bedeutung  haben. 

Wenn  nun  (x^yi)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  ist,  durch 
wefchen  eine  BerShrende  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  soll,^ 
und  deren  Berührungspunkt  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (oryX  P^r 
zeichnet  wird ;  so  haben  wir  nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  3)  ferner  die 
Gleichung: 

oder : 
2)   .    •    .    .    n^(Axii-By,  +  C)(Ax-{'By+C) 

Aus  den  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  mtassen  die  Coordlna- 
ten  .T,  y  des  Berührungspunkts  bestimmt  werden,  welche  Besfktt^ 


*)  N.  T.  d.  K.    bezeichnet    immer:    Neue    Theorie  der   Kegel- 
schnitte,. wQriuiler  ich  neinci  AhhanAlang  ThI*  %T^h  Ür.  XIIl.  Terstehe« 
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mung  aber  für  jetzt  nicht  in  unserer  Absiebt  liegte    indem   wir 
vielmehr  eine  Construction  der  Berührenden  suchen  wollen. 

Bemerken  wir  nun^  dass  die  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  die 
gesuchten  Coordinaten  x^  y  vom  zweiten,  dagegen  die  Gleichung 
2)  vom  ersten  Grade  ist,  so  ist  klar,  dass  es  im  Ali  gemeinen 
zwei  Paare  von  Werthen  dieser  Coordinaten,  aUo  auch  zwei 
Berührungspunkte,  und  folglich  auch  zwei  durch  den  gegebenen 
Punkt  (o^i^i)  gehende  Berührende  des  Kegelschnitts  geben  wird. 
Bezeichnen  wir  daher  jetzt^ei^  ,l>eid«n  Berührungspunkte  tlarch 
{xy)  und  (x'y'),  so  haben  wir  nach  2)  zwischen  ihren  Coordina* 
teil  die  beidf^  folgenden  Gleicfiuogen : 


1- 


mmm  denen  durch  SobttaHk^  sich  ^ie  Glevehung; 

.      '       • .        ■ .  • 

f .    ■  : ; .   :    .  t  I  • ' '  •  •  ■  • 

3)   ....  n*(^a:,^+  ßyi  +  C)  ^4(«-«')  +  ^ (»  -»')  l 
=  (^«  +  ß*)  { (ar,  -/)  (je-  üf}  +  (y,  -g)  (y  -  j,') ! 

ergiebt« 

Legen  wir  nun  durch  die  beiden  BerQhrungspynkte  (xy)  «ud 
(x^y')  eine  Gerade,  so  ist  deren  Ctleichung,  wenn  wir  die  veirSji- 
dei^lichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch  r«  t^  bezeichnen: 


woraus  sich 


^-y  =  fcl^(^-"^>' 


x  —  x'       X — sc 


und  folglich,  weHl^ man  diesen  Ausdfuek/von  X  t^>  in  die  Glei- 

ckwug  3)  einfuM«  di«  frigc«ide  Gleiehnlig  der  m  R^d»  eteb^den 
G|ip;9deii  ergiehl: 

4) n*(Axi  +  Byi  +  C)  \{A{t—x)  +  Ä(i)— y)) 


welche  Gleichung  vk%n  i^ber  noch  auf  den  folgeeden  Ausdruck 
briugea  kann: 

älse,  weil  naeb  dem  Obigeo 

««  (^xj  +  j&3^  +  O  ( A?  +  %  +  C) 

ist,  auf  den  Ausdruck : 

Bezeichoen  wir  die  Cöordinaten  des  Dvrchscfonittspunkts  der 
durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Geraden  /  welche  bekannt*' 
lieh  durch  die  beiden  Berührungspunkte  geht»  mit  der  DIrectrhr 
durch  X,  F;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  fol« 
geodeo.  Gleichungen : 

=  {A*  +  B»)  { (X»  -n  (A-/-)  +  (yi  -g)  ( Y-g)\ ; 
woraus  sich  die  Gleichung 

6)  . . . .  (ii -/);(!:- /)  +  (vx-g) ( ^-i») = 0  ' 

oder 

erglebt,  welche  unmittelbar  zu  dem  bemerkeniswerthen  Satze  fährt» 
dass  der  Punkt  (A'F)  immer  in  der,  in  dem  Brennpnnkte  (/)/) 
auf  die  von  demselben  nach  rdem  Punkte  {pC\y\)  gezogene  Gerade 
errichteten  Senkrechten  liegt;  und  da  dies  nun  bei  den  Kegel- 
schnitten, welche  zwei  Brennpunkte  und  zwei  denselben  ent- 
sprechende Directrizen  haben,  iiat&rlich  von  jedem  Brennpunkte 
und.  der  demselben  entsprechenden  Directrix  gilt,  so  gelangen  wir 
überhaupt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  Berührende  an  einen 
Kegelschnitt  gehen,  so  schneidet  die^durch  deren  Be- 
rOhrungspviikle   mit   dem  K«geUc|iiiitt«  gehende  Ge* 


iSl    GrunenriMre  M€mMt\i9itrth  ^l^t^mt^f^ff^Hm, Funkle 

^ade  d(«  Direefrisfen  ?ti  Paukten,  vr«tche  in 'diefi  d^reK 
die  entsprechenden  Brennpunkte  auf  die  vondensel-' 
hen  nach  dem. Punkte,  dur^^b  welb*ben  die  beiden  Be- 
rührenden gehen,  err4chteten  iSenkrechten  fiegen. 

iPür  Kegelschnitte,  die  sfcfrei  Brennpunkte  und  zwei 'densel- 
ben entsprechende  Directrixen  haben,  also  för  die  Ellipse  und 
fOrDlie  Hyperl>el,  ergiebt  sich  aber  hieraus  unmittelbar  die  fol- 
gende merkwürdige  Construction  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  Berührenden : 

Den  gegebenen  Punkt,  durch  welchen  Berührende  an  eine 
*  Ellipse  oder  Hyperbel  gezogen  werden  sollen,  verbinde  man  mit 
den  beiden  Brennpunkten  durch  gerade  Linien,  errichte  auf  die- 
selben in  den  beiden  Brennpunkten  Perpendikel,  bestimme  deren 
DurchschnittspuAkte  mit  den  beiden  entsprechenden  Directrixen, 
siebe  durch  diese  beiden  Durchschnittspunkte  eine  Gerade,  und 
bestimme  deren  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kegelschnitte,  welche 
die  Ber^übrungspunkte  der  gesuchten  Berührenden  sein 
werden. 

Ob  es  zwei  Berührende,  oder  nur  eine,  oder  gar  keiri^  Bie- 
rührende  giebt,  ergiebt  sich  jederzeit  aus  der  Construction  ganz 
von  selbst,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarf. 

Für  die  Parabel  messen  wir  eine  andere  Construction  zu  fin- 
den suchen« 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Durchschnittspunkt  (^)  der 
durch  die  Gleichung  5)  charakterisirt^n  Geradien  mit  der  Axe  des 
Kegelschnitts,  deren  Gleichung  nach  N.  T.  d.  K.  IV.  1),  wenn  immer 
die  laufenden  Coordinateu  durch  jT,  t^  bezeichnet  werden, 

8) B{t-f)-A{t,-g)=zQ 

ist,  bestimmen. 

Nach  8)  und  5)  haben  wir  zur  Bestimmung  vi>n  K,  V  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

A(9-g)=B(X-f). 

n*(Axi  +  Byt  +  C)  (AX  +  BV  +  C) 
=  (A>+B*}{(xi-f)  (X-n  +  (Si -9)  «» -.V) t 
oder 

AO?-ff)  =  B(X^n. 
«»(^«i  +lf^,  +  C)\A(X-f)-^  BOf-g)  +  Af^  Bg  +  Ci 


und  erhalten  aus  deaseIhMlnacli. lichter  Beehniwg: 

»_/•__        n*A(Af+  Btf^C)  (Asi  +  gy,  +  C) 

n*B(Af^Bg  +'  C)  (^x,  +  ßn,  +  C) 
«'    ^-     (^+Ä«)M/'+i^+C+(n»-l)(M+Äyi+C)r 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  {IDf)  von  dein 
6rennpunl(te  (fg)  dnrcii'4l;°  so  ist 

C«  =  (*-/)«-f(t»^^)«. 
also  nach  9) :      '  .  ^ 

im   ff«  -       ''n^/'+  Bg  +  C)*  (M  +  gffi  +  g)' 

Fdr  die  Parabel  ist  n  =  l,  also: 

") *^=' 3äTg* 

und  folglich  offenbar  <&  der  Entfernung  des  Punktes  {xiyi)  von 
der  Di rectrix  gleich,  was  zu  dem  folgenden  Satze  filhrt: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  Berührende  an  eine 
Parabel  gezogen  sind,  so  ist  der  Durchschnittspunl^t 
der  durch  die  beiden  Berührungspunkte  gehenden  Ge- 
raden mit  der  Aze  von  dem  Brennpunkte  eben  so  weit 
entfernt,  wie  der  Punkt,  durch  welchen  die  beiden 
Beröhrenden  gezogen  sind,  von  der  Directrix. 

Die  Gleichung  der  Directrix  ist  bekanntlich: 

12)  .....    .      iljr  +  i?t?  +  C=0. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Brennpunkt  parallel  mit  der  Direcr 
trix  gezogenen  Geraden,  weiche  wir  die  Brennpunktslinie  nennen 
wollen,  ist 

^(jr-/)  +  Ä(i;-5r)  =  0 
oder 

13)  .    .    .     JxfÄt^  +  C-W+%  +  C)  =  0. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Scheitel  parallel  mit  der  Direc- 
trix gezogenen  Geraden,  welche  wir  die  Scheitellinie  nennen  wol- 
len, ist,  wenn  wir  den  Scheitel  durch  if'g*)  bezeichnen, 

Ax  ^  B\}  +  C-{Af'  +  ßn'  +  C)s=0. 


410    ßruntrt:    Heut  MedMU,  *treh**IM4§  iet»%m*  Punkte 
Nun  ist  t»m  mwli  N.T.4.K.1V.10^t 

also: 

Af  +  Bg*  +  C»  l(^/^+i^+  C) ; 
folglich  die  Gleichung  4«!* 'Sckeitellliiie: 

14)    .     .    .    ^X+i?t;  +  C— i(^/'+Ä5'+C)  =  0- 
Ffir  die  Parabel  ist  nach  9) : 

IS) 


als«  > 

16)  .  .  ^  +  fiy+C=J/'+iP^+C-(^«i+By,  +  C), 
mmi  folglicfa : 

Da  liiernach 

^X  +  JSy  +  C  -  \{Af^Bg\  C) 
und 

^^1  +  %i  +  C-.iM/'+  ^5^  +  C) 

eutgegengesetzte  Vorzeichen  haben ^  so  liegen,  wegen  der 
Gleichung  14),  die  Punkte  {Hcllf)  und  {x^yi)  immer  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  8cheitellinie. 

Nach  16)  ist 
Al^Bl^A^  C--(Af+Bg+  C)  =: - (Axi  +  By^  +  C). 

Wenn  nun  Af+Bg+C  positiv  und  Axi  :{■  Byi  +  C  negativ  ist, 
80  ist 

Axi  +  Byt^C-'iAf+Bg+C) 
negativ,   und  nach  dem  Vorhergehenden  ist 

AX  +  Blf  +  C^(Afi^Bgi^C) 


positiv.    Wenn  Af-\^  Bgi-  C  negativ  nnd  Axi  -f  Bjfi  -f  ß  fioflitif 

ist,   so  ist 

^^1  +  %i  +  C--  (Af-i-  Bjf+C) 
positiv  y  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist 

«  * 

A3i  +  BP  +  C—  (Af-i-  Bg  +  C) 
negativ«    Wenn  also 

Af+Biff+C  und  A^i+Bfi-i-C 

entgegengesetzte  Vorzeichen  haben ,  so  hüben  auch 

Ax^+Bifi  +  C-^iAfi^Bsi+C) 

und 

entgegengesetzte   Vorziehen,    iftck  tregen    der  €rle!eliangen  12) 
und  13)  HU  dem  folgenden  84tz;e  (vbriz 

W«n!n  der  Brennpvnkt  (fg)  nnii  der  Punkt  (xiyi)  auf 
entgegengesetzten  8eit«nfder  Direetrix  liegen,  so  iie* 
g«n  die  Punkte  (^jfi)  und  {Xp)  auf  entgegengesetzten 
Seiten  4er  Brenopunktslinie. 

Wenn  (fy)  und  (or^i^i)  auf  einer  Seite  der  Directus  ond  luiC' 
entgegengesetzten  Seiten  der  Scheitellinie  JUegen ,  so  haben  naoh  ISt) 

Af-t-Bgi-C  und  Axi  +  Bg^  +  C  - 

gleiche  Zeichen ,  pnd  nach  14)  baheo 

AnBg  +  C-l(A/+Bff+  C)==i(Af+Bg+Ci 
und 

^»  +i?«i  +  -C-  i(4f+  Bg+C) 

entgegengesetzte  Vorzeichen.    Also  hat  offenbar 

M+PSt-^C-iiAf^Bs+O-'-KJf+Bff-i-C} 
=  Axi+Bffi+C—(Af+  Bg  +  C) 

einerlei  Vorzeichen  mit 

Axi  +  Byx  +  C-  l(Af+Bg  +  C). 

nach  dem  Obigen  folglich  entgejgengesetztes  Vorzeichen  mit 
Af-i-  Bg  -f  C,  also  auch  entgegengesetztes  Vorzeichen  mit 
Aa^i  -f  Bgi  +  C     Und  weil  nun   nach   16) 

* 

AX+BV+C-(.Ar^Bg+C)=:-(Axt  +  Byt  +  C) 


4ltt  erunert:  NeiuMel*.,  Oltrelili^iit.tepeb.PimkUBeHUir.  etc.  Mi  tieh. 
Mi  n«  Hat  * 

einerlei  VorzeicheD  mit 

Axi  +%,  +  C  -  (A/--^Bg+  C). 

woraus  sich  wegen  der  Gleichung  13)  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Wenn  der  Brennpunkt  {fg)  und  der  Punkt  {x\yi)  auf 
einer  Seite  der  DWeetrix  und  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Scheiteliinie  liegen«  so  liegen  der  Punkt 
(xiyi)  und  (Jj^)  auf  einer  Seite  der  Brennpunktslinie. 

Mit  Hülfe  der  drei  vorhergehenden  Sätze  lässt  sich  immer 
sicher  beurtheilen«  nach  welcher  Seite  von  dem  Brennpunkte  aas 
hin  der  Punkt  {^If)  in  der  Axe  der  Parabel  liegt»  und  wir  haben 
Dan  die  folgende  Construction  der  Berührenden  der  Parabel: 

In  dem  Brennpunkte  errichte  man  auf  die  von  demselben  nach 
dem  Punkte,  4iirch  welchen  die  Berührenden  gezogen  werden 
sollen,  gezogene  Gerade  ein  Perpeiklikel^  und  bestimme  deslien 
Durchschnittspnnkt  mit  der  Directrix;  dann  trage  man  von  dem 
Brennpunkte  aus  auf  die  Axe  nach  der  Seite  hin^  weiche  ilurch 
die  drei  vorhergehenden  Sätze  sich  jederzeit  leicht  bestimmen 
Ifi^st,  eine  der  Entfernung  des  Punktes«  durch  welchen  die  Be- 
rtlhrenddn'^  gezögen  werden  sollen«  von  der  Directrix  gleiche  gerade 
Linie  auf,  und  ziehe  nun  durch  deren  Endpunkt  und  den  vorher 
bestimmten  Durchschnittspunkt  des  in  Rede  stehenden  Perpen- 
dikels mit  der  Directrix  eine  Gerade«  so  sind  die  Durchschnitts- 
punkte dieser  Geraden  mit  -  der  Parabel  die  Berührungspunkte 
der  gesuchten  Berührenden  mit  der  Parabel,  welche  also  nun 
leicht  construirt  werden  können.  Uebrigens  sieht  man  auf  der 
•Stelle  ein«  dass  man  der  erwähnten  Beurtheilung  nicht  weiter  be- 
darf« wenn  man  nur  von  dem  Punkte  ipciyi)  auf  die  Directrix  ein 
Perpendikel  fallt ,  und  durch  dessen  Durchschnittspunkt  mit  der 
Directrix  eine  der  von  dem  Brennpunkte  nach  dem  Ponkte  {xiy^) 
gezogenen  Geraden  parallele  Gerade  zieht«  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Axe  der  Parabel  den  Punkt  (^)  jederzeit  bestimmt. 


srritkllley  )feder  Hw^'Apflfal^  vom  scMte>pnfikfe  iiHd^itc.  4SJ)> 
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Ueber    eine    Au^abe   vom    Schwerpunkte,    uber^  diö 

Gaussische  Auflösung  des  Kepler 'sehen.  Problems 

und  über  dessen  Methode  der  Quadraturen« 

Von 

Herrn  Director  Professor  Dr.  Strehlke 

tu  Danzig, 


1.  Aufgabe,  Man  sucht  den  Schwerpunkt  eines 
dreieckigen,  glelchmässig  beschwerten  Rahmens»  ;vitfb 
welchem  die  dr«i  parallelen  Seiten  den  Abstandtiii^ 
haben.    (Taf.  V.  Fig. 2.)  ^  ,..., 

Auflösung.  Wenn  h  die  Hohe  des  äusseren  Dreiecks,  i* 
der  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises ,  y  der  Abstand  des 
Schwerpunkts  von  der  zu  h  gehörigen  Grundlinie,  so  ist 

Am* 

y(2r— m)  =  (r-.ni)(A— r  +  i/i)  +  -^  . 

Setzt  man  ira  =  r,  so  erhält  man  den  Schwerpunkt  der  gleich« 
massig  beschwerten  Dreiecksfläche;  wird  m  =  0  genommen,  so 
erhält  man  2^t=A — r,  oder  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  wenn 
die  drei  Seiten  gleichmässig  beschwert  sind.  Die  beiden  bekann- 
ten Aufgaben  vom  Schwerpunkte  des  Dreiecks  erscheinen  also 
hier  als  besondere  Fälle  einer  allgemeinen  Aufgabe. 

2.  Die  Betrachtung  der  Gaussischen  indirecten  Auflösung 
des  Kepler'schen  Problems  brachte  mich  *auf  den  Gedanken, 
die  Correction  x  (S.  11.  der  Theoria  motus  c.  c.)  nach  den  auf- 
steigenden Potenzen  von  (ilf-|-esin6  —  t)  zu  entwickeln.  Man 
erhält: 


m  Hf'^f^.{Mt(* flUifi,ut^9i8cM4^uj:t&9.4.  idßjpiet^^ßi^ Frjußi. 


(M  -f  esine  —  s) 


ar= 


(1 — ecoss) 


ä' 


8ine(ilf  +  «sine  —  c)* 
(l  —  ecose)' 


"*"  V      2  6  J       j(l  — ecose)» 


Nimmt  man  in  dem  S.  I2.  ond  S.  13.  behandelten  Beispiele 
mit  Gauss  den  Näherungswerth  e=326^,  so  erhält  man,  ohne  neue 
Logarithmen  aufzuschlagen^jd^s  erste  Glied  von  d?=— 1^43'  3(K^49; 
ffir  das  in  die  zweite  Potenz  von  (M+eains  —  e)  multiplicirte 
+  16^185,  für  das  dritte  Glied  0^57,  fo!glic|i  ;v=  -  P  43' 30^,49 
uiia  £  =  324<>ll6' 29^51.  . 

1i.  Giebt  es  ein  bequemes  lÜittet,  die  (konstanten  bei  der 
Gauss^dien  llethede  der  Quadraturen  ttu  bei^Aimtn^^  Farn  =  9 
lassen  sich  noch  die  Wurzeln  der  dabei  in  ßetracht  kommenden 
Gleichung 


^""2n'^    +1.2.2nC2n— 1) 


.ar" 


— «. 


1 .2.3.2«(2«-l)(2n-2)"^ 


(~l)«.n.(n— 1)(n— 2)....l 
••••"''2».(2n-l)(2n— 2)....(n  +  l) 

Afrcli  die  Auflösung  einer  Gleichung  des  irlerten  Grades  finden. 
A€rkll«'s  J^urn.  Tbl.  I.  S.  305.  und  Bret;sc1iiieider  in  dem  Pro- 
gramm  des  Realgymnasiums  zu  Gotha,   Ostern  1849.) 


r  ■  /. 


••'.f  , 


i-   :  •  ■  • 


r.  •  t 


-  V  .  I  ?   • .' 


-  * 


•      ■f     '     '    '• 

Zttr 'AtiflSsOAi^  ä^il"  cübirchen  Oteicfatmgeit. 


J  ♦>{ 


l     • 


•J . 


Von 


Lehrer  am  Poljrtechnikuni   zu  Garlsruhe. 


■     ;     ■ 


i  :!•; 


Sind 

die  zw^i  Gleicbuiigen  zweier  Kegelschnitte ,  so  reducirt  sich  die 
Auffindung  der  vier  Durchschnittsponkte  derselben  auf  die  Auf- 
lösung einer  cubischen  Gleichung.  Da  es  uns  aber  frei  stent, 
zn^i  beliebige  Ke^fschnitJtie' der  JSchaar 


ZU  wählen,  welche  jene  vier  Durebsdbnlttiipiinkte  gemeriktttthftit* 
lieh  haben,  so  liegt  die  F^ge  aehe^  oj>  sich  dieselben  nicht  so 
bestimmen  lassen',  dass  jene  cubische  Gieichang  in  ft  eine  rein 
cobische  werde. 

Nachstehend  Wollen  wir  dfese*  t*Vage  elnc^  nSfaerea  Erörte- 
rung uiitenferfen  und  bieran  einh  sich  a«s  der  Untersiiehinng  er- 
gebende Aoflosun^smetbode  der  cubiscbf  n  Gieichangen  anreihen. 


fr  2.     , 
,  Die  den  swei  Kegelscfanitten  . 

V  =2ly«  \1Byx  +  Cr«  +2%  +  lEx  +  F  =«, 

entsprechende  Gleickuig  in  0  M  wa  im  Vfiitm 


st 


^»  +  L^«+ilf^+iV=0,     .    .        .    .    (I) 

wo  L,  Bl,  IS  bekaonte  Functionen  der  Coefficieuten  A,  B^  C«..» 
A',  B\  C ....  sind. 

Ee  seien  nun 

l7+«t7'=0, 
C;  +  /Jt7'=0 

die  Gleichungen  irgend  zvi^def;  fmdmr  Kegelschnitte  der  Schaar, 
und  die  Werthe  von  fi,  welche  eben  diesen  Kegelschnitten  zu- 
kommei»!  dor^l^jl  hejB^kl^net|.sji^:^t'9ui)äcbst^SQ^|)^  dass 

das  System  zweier  Geraden  darstellt. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben : 

und  da 

das  System  zweier  Geraden  ist  ^}>  so  muss  offenbar 


./  •   ;     ' 


y*' 


\  '     « ■ 


sepn. 

Die  Gleichung  in  il  wi^d  also  erhalten,  wenninan  in  die  €Meir 
chung  (I)  den  Werth  von  fi  aus  (2)  einfuhrt,  die  Bröche  weg- 
schafft und  nach  k  ordnet.  Fuhrt  man  die  angedeutete  Operation 
ans  und  b»M  der  Kiixase  iMtIber 

•  «  .    '>  • 

so  nimmt  die  Gleichung  in  il  die  Form  an  : 

.)    t/S]X3  +  |3a^+L(i3»+2«ft+Jlf(<xf2i3)+3iViX« 

Soll  nun  aber  diese  Gleichung  zu  einer  rein  cubischen  werden,    , 
so  müssen  folgende  Beziehungen  stattfinden: 

3a/52+i(j8«+2a/5)  +  Jl!r(a+2/3)+3iV=0,     .    .    (3) 

•  3«V+i(«*+2«i3)+ür(2«+/J)+3iVr=ö.     '.'  •    '(4) 


*)  Man  yergleiche  -deshalb  §.  2«  meines  Aafsatses  s  „  Ueber  die  Be- 
stimmong  der  vier  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  zweier  Keget* 
schnitte'«  Im  2.  Hefle  de«  .82»  Bandsii  djeies  Ardiiv«.  ^        . 


Aas  vorstehenden  GM^Ungcfii  folgt: 


.   i 


tp-^^)rittß<\-  £{«"nJ) + Af  1= ». 


1  •  I  ,  •  •    *  » ;  * 


Nach   der  Relation  (2)  dfirfen  wir  a  nicht  gleich   /3  annehmen« 
weil  sonst  folgen  wfirde; 

;  J  ;        •        '      '  •    . 

somit  die  Bestimmung  von  ft  and  ß  von  der  Anflosang  der  Glei- 
chung in  fjk  abhinge.     Wir  haben  daher :  1^ 

3«/J  +  L(«  +  /J)  +  Ä=0. (5) 

i\ 
Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  ergibt  sich  1 

Lciß^M(ß-{'p)i-%Nr^%,   .  i-\    (6> 


» •» 


1  •        • 

und  wir  erhalten  demnach'  ieur  'B^sftntfmtilig  von  a  und  ß  die  zwei 

vorstehenden  Gleichungeo  (5)  and  (ß)«  ;     i 

Lost  man  dieselben  nach  den  Unbekannten  a-\rß  und  uß  anf» 
so  folgt 

Piese  Auflösung  ist  imm^  möglich^  sobald  nicht  die  Bez|^lian(.     ^ 
stattfindet:  .    ,  .  ,  :,.  ./  // 

Z.«~3ilf  =  a  .;    .-■   :      ./. 

Ist  dieses  alier  der  Fall,  so  hat  die  Gleichung  in  ft  die  Form  '§. 

und  ist  also  s^bat  ^€iko^  eine  rein  cubi«che.  ,.    ...    .     j 


Der  The^rfe  der  ttlgebraischien  Gleitehungen  zufol{(e  sind  ihh» 
nach  (7)  und  (8)  «  und  ß  die  Wurzeln  der  quadratischen  Glelcheng:^ 

Vorstehende  EnttKickelung  hat  juis,  somit  auf  eine  AuQusungSrj 
methode  der  cubischen  Gleichungen  geführt,  welche  den  Vortheil 
gewährt,   dass  das  zweite  Glied  nicht  erst  weggeschaft  zu  wer« 
den  braucht. 


4/»        spHmt^^^s^  MifUhmg  ikr  sjmmifNm  mutkmHmßt 


die  vorgelegte  cuWsebf  Cileiebiiirg\  fp  ^t^mme  man  mit  Hilfe 
der  quadratischen  Gleichung  (9)  die  Werthe  von  a  ond  ß^  alsdann 
iS^e  man  die  rein  cabiseM  Gleldlung 

[/3]i»+[«]=o'  •  .  .  . ".  .  m 

nach  l  auf  und  suche  endlich  mittelst  der  Relation  (2)  4>«  Werthe 
von  tt. 


9  a 


. .  .  .   •  j        ' 

Bei  näherer  Betrachtung^  ergibt    i^icb/   tfass,   wenn  u  uhtf  /t 

reell  sind,  man  fär  A  auf  |)er  GleiclMinf 

.       Klf'  +  M-^o,  ,,    ,  . 

und  hiernach  auch  fär  jü  aus  det  Relätiott 


I  • ' 


einen  reellen  und  zw^f  rmaffinäre  Werthe  erhall;  dagegen, 
weiin  a  und  ß  imaginär  iÜd,  dVei  reölfe  Werthe  von  fi  resul- 
tiren,  Je  nachdem  also  die  Gleichung  (9)  för  z  zwei  reelje  oder 
zw^l  imaginäre  Wurzeln  liefert;  hat  die  Gleichung  in  fi  bezüg- 
lich eine  reelle  und  zwei  imaginäre,  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln. In  letzterem  Falle  wird  man  also  auch  durch  die  oben  an- 
geg<ibene  Methode  auf  dte  Aul^äbe^efuhrt,  aus  einem  cbibple^i^en 
Ausdrucke  die  Kubikwurzel  zu  ziehen ,  was  bekanntlich  die  Schwie- 
rigkeit beim  irreducibeln  Fälle  ausmacht 


§..4.. 

Nebst  der  eben  angeführten  AuflSsungsmethode  cubischer 
Gleichungen  ist  in  obl^  f^twi^kältfng  nocii  das  interessante  Re- 
6«Uat  iQHthalt^nj  da^s  in  eimsr^jehaar  van  Kegetfchoittee  es^pnimer 
zwftÄi*  i}9d  nu«  2Trei  solcher  gibt,  welche ^iß  E^igen^cbaft  haben, 
dass  die  zugehörige  Gleichung  in  f«,  eine  rein  cubische  ist.  Beide 
Kegelschnitte  stehen  ifi  eigeiiUiilpiliieli^  Zusammenhange,  auf 
dessen  Untersuchung  wir  jedoch  liier  nicht  iläher  eingehen  wol* 
len.  Zum  Schlüsse  mag  noch  eine  Anwendung  der  obigen  Auf- 
lOftim^nJötf^pde'  .auf  ein  Zahtenb$ispiel  hier  Platz  finden. 

'"'Es.sei;     ..." 

o-»— ar«--6;r— 8=0 


i* 


die  vorgelegte  Gleichung,  so  geht  daflir  die  Gleichuiig  (fl) 'fibcr  in 


5r//ser  .'-«WMl^'#MM».>>li*w  Smf9.iill»§Mekt.HMt«  Mtrptr.m^ 


»»—«»+4=0, 
woran«  sich  ffir  «  and  ß  die  Werthe  ei^eben: 

•■■■■  '■•"'  "^  ■'"■'"•■'•'«si'äifv»,f=ii3Vä.'"",  -'": 

Vfikne».  ^\f  iie^iW»  Ä\p  Gii^i^ui«  (1P>  ein,  «n»  folgt: 


l.f'.Hl  .    r  i 


1 ,  • 


(ii»^2(H/tf)>;i^^4e^^(H't(s&:0» 


und  hieraus 


.  - -•-    ♦  f    \ 


•    -      1    -  V. 


1     •  .*      '  1 5 1 , 


Somit  wird 


t  , 


:.«. 


U«     8.     W. 


:-  i\.'. 


•t  - 


;     »  -i-  /:'• 


I  ■ .,» 


:■   IT- 


rU 


:  .M» 


■   » •  t  \    :'"  , 


u 


}.        i,..j.         j-^f 


'■       %       ' 


.4     » 


1      ■    ,:■ 


-  .  X 

Ueber  grosßte,  einei|p  jßllipspide  ein^cjschriebene  ecM^e 


"    ■-•      im 

•   <  '  *  :        I  ♦ 


Von 


Herf^Sii)iiiil^^/^t  liier, 

Professor  an  dftfr  Haitd^l^'Aldidk^^ie  tu  Wien. 


.> 


!.»: 


<l-...  .11 


■  I  •>.'•. .    t;  T  lii^ 


• ', 


'.  <   1 1 '      '  <   '       'i 


Hat  man  ein  geometri8chegvGel>iMe,  gestehend  ans  Punkten, 
Ebenen  und  Kugeln ,  und  vervratndelt  -man  dieses  geometrische 
Gebilde  in  ein  anderes  dadurch,  d^  man  sftmmtliche  Coordi- 
naten  A^  y,  z  ersetzt  diiribb  aftoeie  (Joordfnaten  it  fi,  t,  welche 
mit  den  ersteren  durch  die  Giefchangen 


«  ■% 


verbunden  sind,  nnter  tp  a,  A,  e  positive  constante  Zahlen  ver- 
standen,  so  hat  dieses  neue  geometrische  Geb-'de,  das  ich  dein 
ersten  ,,  entsprechend ''  nenne,  hOchst  merkwfirdige  Eigi^nscbäften, 
die  zu  untersuchet»  der  (slegentrtafid  dieser  Mittheilung  ist. 

1.  Es  sei 

die  Gleichung  ein^  Kugel,  so  ist  die  Gleidiung  der  ihr  entspre- 
chenden Fläche 

d«  h.  der  Kugel  vom  Radius  r  im  ersten  Gebilde  entspricht  ein 
Ellipsoid,  das  die  Halbaxen  a,  6,  c  hat,  im  zweiten  Gebilde. 

2.  Es  sei 

die  Gleichung  einer  Ebene,  z.B.  %jener,  welche  im  Punkte  XiyiZx 
die  Kugel,   deren  Clleichung 

Ist,  berührt,  so  ist  die  Gleichung  der  ihr  entsprechenden  Fläche 


a«  "•"    6«  +  c*""*' 


und  diess  ist  die  Gleichung  jener  Ebene,  weiche  im  Punkte  ^iriYti 
das  Ellipsoid 

berührt.  Es  entspricht  sonach  jeder  die  Kugel  berührenden  Ebene 
im  ersten  Gebilde  eine  das  Elllpsdid  berührende  Ebene  im  zwei- 
ten Gebilde. 

3.    Seien 

die  Gleichungen  von  zwei  parallelen  Ebenen  im  ersten  Gebilde, 
so  hat  man  för  das  zweite  Gebilde: 

T+T  +  T-7* 


.'.-  l 
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d.  h.  einem  Systeme  paralleler  Ebenen  im  ersten  Gebilde  entspricbf 
ein  System  paralleler  Ebenen  Im  zweiten  Gebilde. 

4.    Das  durch  die  vier  Punkte 

^1^1*1  >      ^«y«^»      ^8^8*3»      ^4yA 

gehende  Tetraeder  bat  einen  Kurperinbalt,    der  bekanntlich  aus 
folgender  Formel  gefunden  wird: 

1      ^%      y% 


Ä  =  ± 


1 


1  ^4  »4 

und  ebenso  hat  das  Tetraeder,  welches  durch  die  Punkte 

kniii»    li^*    Is^ä»    Un^ 

m 

geht,  zum  KSrperinhalte : 


«  =  ±1 


1  ll  1?!  tl 

1  £>  17s  & 

1  &  %  & 

1  &  174  £4 


Nun  ISsst  sich  aber  K  vermöge  eines  bekannten  Satzes  fiber  De- 
terminanten auf  folgende  Weise  schreiben : 

l    ^Ji    ^JSi    Tk 
a       b       c 


.  übe 


9 


j    »Ja    rg,    rfi| 
a       b       c 

l    Tk    TJ!^    Tk 

übe 

j    *J4    r5*    ttk 
a       b       c 

oder  mit  Berfieksichtigung  des  Zusammenhanges   zwischen   den 
Coordinaten  des  ersten  und  zweiten  Gebildes: 


.  abe 


1 

SCi 

yt 

*i 

1 

«» 

91 

29 

1 

ar,  - 

3^ 

% 

1 

«4 

94 

»4 
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4|t  apii%€ri   ikäwf  gritm,  Hrnm^MUtpioidt 

bat  mR 


5  — il 

»  '^ übe' 


Sind  nun 


mehrere  einen  KGrper  bildende  Tetraeder  des  ersten  Gebildes, 

mehrere  entsprechende  Tetraeder  des  zweiten  Gebildes,  so  hat 
man  auch: 

K+Ki  +  K^  +  ...._  r^ 

d.  h.  die  KürperiphaUt  zweier  entsprveheAden  Körper  verhalten 
sich  zu  einander  wie  r'  zu  abe, 

6«    Sei  K  ein  der  Kugel 

eingeschriebene  Körper^  der  unter  alleq  seiner  Art  ein  Maanmum 
Jsty  z.B.  J^.sei  ein  reguläres  Dodekaeder,  welches  also  einen 
grosseren  Korperinhalt  hat>  als  alle  anderen  Dodekaeder ,  die  sich 
der  Kugel  einschreiben  Us^eu.  Ich  behaupte  nun,  der  detDri^dr« 
per  K  entsprechende,  dem  Ellipsoide 

5J  +  gi  +  ?ä=l 

eingeschriebener  ^orper  ^  im  zweiten  Gebilde  ist  ein  grosster 
unter  allen  seiner  Art;  wenn  beispielsweise  x  der  einem  regulS- 
ren  Dodekaeder  entsprechende  Körper  i;St|  so  bat  er  einen  gros- 
seren KörperinhaU>  ats  wean  er  der  entsprechende  Körper  eines 
der  Kugel  eingeschriebenen  unregel massigen  Dodekaeders  wäre. 
Denn,  es  seien  M.  und  K^  die  Körperinhalte  zweier  der  Kugel 
eingeschriebenen  Körper  und  Jt>  J?i;  ferner  seien  x  und  jC|  die 
Körper,  welche  den  Körpern  K  und  Ki  entsprechen,  so  hat  man 

folglich 

Ist  also  K^  Eir  so  Ist  auch  »  >  1^ ,   qnd  somit  unsere  Behaop« 
tung  gerechtfertigt . ' 


^miet€hri€bti9^  eektge  frSrpeir.  tlJA 

6.  Der  Kugel  lassen  sich  unendlich  viele  reguläre  Rorper  (z.  B. 
Würfel)  einschreiben,  die  alle  sich  von  einander  bloss  durch  ihre 
Lage  im  Räume  unterscheiden.  Jedem  bestimmt  gelegenen,  re- 
gulären Körper  des  Kugelgebildes  entspricht  ein  bestimmt  gele- 
gener grösster  Körper  im  £Hipsoidgebllde,  und  alle  diese  ver- 
schiedenen grössten  Körper  des  Ellipsoidgebildes  haben  einerlei 
Körperinhalt. 

7.  Man  kann  daher  folgenden  merkwürdigen  Satz  ausspre- 
chen :  Den  fünf  regulären  Körpern,  die  sich  in  den  verschieden- 
sten Lagen  der  Kugel  einschreiben  lassen,   nämlich 

Tetraeder,  Hexaeder,  Octaeder,  Dodekaeder,  Ikosaeder 

entsprechen  fünf  Gattungen  von  Körperd,  die  sich  jedem  £llip« 
soid  einschreiben  lassen;    diese  sind: 

Tetraeder,  Parallelpipede,  Octaeder,  Dodekaeder,  Ikosaeder, 

und  sind  die  grössten  ihrer  Art,  d.h.  alle  die  Tetraeder  in  einem 
Ellipsoide,  vrelcbe  den  verschieden  gelegenen  regulären  Tetrae- 
dern, die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind,  entsprechen,  haben 
gleichen  Körperinhalt,  und  sind  zugleich  die  grössten  Tetraeder, 
welche  sich  einem  Ellipsoide^  einschreiben  lassen;  so  auch  alle 
die  Parallelepipede  in  einetn  Ellipsoide,  welche  den  verschieden 
gelegenen  Wurfein,  die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind,  ent- 
sprechen, haben  gleichen  Körperinhalt  und  sind  die  grössten 
Parallelepipede ,  welche  sich  einem  Ellipsoide  einschreben  lassen, 
ti.  s.  w. 

&  Es  sei  auf  der  Kugel  vom  Radius  r  ein  sphäri^tches  Drei- 
eck MAB  (Taf.  V.  Fig.  3.)  gezeichnet,  ferner  durch  den  Punkt  Jf 
und  die  Punkte  C,  D,  welche  Gegenpunkte  zu  A  und  ß  sind^  e}Q 
l^reis  gelegt,  so  sind  bekanntlich  alle  die  sphärischen  Drei,ecke- 
JUAB,  deren  örundlinie  AB  fest  ist,  deren  Scheitel  beliebig  wo 
in  dem  Kreise  MCD  liegt,  gleich  gross. 

Construirt  man  das  diesem  entsprechende  Gebilde,  und  be- 
deuten A',  B,  C,  />',  0\Jä'  die  den  Punkten  A,B,C,  />,  O,  M 
^otsprechendeu  Punkte»  so  sind  alle  die  Pyramiden,  welche  die 
kripinme  Oberfläche  il'i^ill' zur  Basis,  die  Ebenen  O'A'B',  O'ÄM'^ 
O'B'M'  zu  Seitenflächen  und  somit  O'  zur  Spitze  haben,  von 
gleichem  Körperinhalte,  mag  der  Punkt  üf'  sich  beliebig  wo  in 
der  Ellipse  M'C'D'  befinden. 

Man  kann  nun  auch  Qbergehen  zur  Betrachtung  der  kleinsten, 
einem  Ellipsoide  umschriebenen  Körper.  Da  aber  hier  auf  gans 
demselben  Wege  ganz  analoge  Resultate  gefunden  werden,  s^ 
halt»  ich  (t\a  näheres  Eingehen  för  fiberfliissig« 


30* 
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M 


JOA. 


Ueber  eine  auf  die  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte 
in  einer  Ebene  durch  ihre  Entfernungen  von  zwei  ge- 
gebenen festen  Punkten  gegründete  analytische  Geo« 
metrie,  mit  Rücksicht  auf  niedere  Geodäsie. 


Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Die  grossen  Vorzüge,  welche  die  in  der  analytischen  Gee- 
metrie  allgemein  gebräuchliche  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte 
durch  rechtwinklige  oder  polare  Cooitlinaten  vor  anderen  Metho- 
den der  Lagenbestimniung  hat,  können  nicht  in  Abrede  gestellt 
werden,  wenn  es  sich  namentlich  um  Bt^tracbtungen  und*  Unter- 
Etnchungen  von  rein  theoretischer  Natur  handelt.  Wenn  man  aber 
in  der  niederen  «Geodäsie  bloss  mit  den  einfachsten  Instrumenten 
zum  Ziehen  und  Messen  gerader  Linien  versehen  ist  und  die 
Aufnahme  auf  blosse  Alignements  gründet,  Ist  man  lediglich  da- 
rauf hingewiesen,  die  Lage  der  aufzunehmenden  Funkte-  durch 
ihre  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  oder  aus  anderen  Messun- 
gen als  bekannt  zu  betrachtenden  Punkten  zu  bestimmen,  wobei 
zu  bemerken  ist,  dass  solche  kleinere  Aufnahmen  durch  blosse 
Alignements  auf  ebenem  Terrain  bei  gehöriger  Sorgfalt  eine  sehr 
genugende  Genauigkeit  gewähren.  Daher  scheint  mir  in  prakti- 
scher Beziehung  eine  etwas  weitere  Ausbildung  einer  auf  die 
JBestimmung  der  Lage  der  Punkte  in  einer  £bene  durch  ihre  Ent« 
fernungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  gegründeten  analytischen 
Geometrie  nicht  ohne  Interesse  zu  sein«  Ich  glaube  aber  gefun- 
den zu  haben,   dass  auf  diesem  Wege  sich  auch  manche  für  die 
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reine  Theorie  bemei'kenswertbe  Resultate  ergeben,  die  zn  weite* 
ren  Folc^erungen  führen  können»  und  will  mir  daher  erlauben»  in 
dem  vorliegenden  Aufsätze  einige  die  in  Rede  «tehende  Methode 
der  .Lagenbestimmung  der  Punkte  in  der  Ebene '  betreffende  Be- 
trachtungen anzustellen. 


§.2. 

Wir  nehmen  an,  dass  zwei  feste  Punkte  O  und  0|  gegeben 
seien,  deren  also  gleichfalls  gegebene  Entfernung  OO^  von  ein- 
ander wir  durch  a  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  A  ein  beliebiger 
Punkt  in  der  Constructionsebene,  in  welcher  naturlich  auch  die 
Punkte  O  und  0|  liegen,  da  wir  hier  alle  unsere  Betrachtungen 
dberhaopi  nur  auf  eine  Ebene  beschränken;  so.  wollen  wir  die 
Entfernungen  des  Punktes  A  von  den  beiden  festen  Punkten  O 
und  Ol  respective  durch  r  und  Vi ,  und  den  Punkt  A  selbst,  wenn 
es  die  Bequemlichkeit  der  Darstellung  fordert,  durch  (rri)  bezeichnen. 

Cm  nun  zunächst  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punk- 
tes A  oder  (rri)  zurückzugehen,  wollen  wir  0>als  den  Anfang  und 
die  von  O  aus  nach  0|  hin  gehende  Gerade  als  den  positiven 
Theil  d^r  Abscissenaze  eines  rechtwinkligen  CoordinatensystemS 
annehmen,  und  der  Abscissenaxe  wie  in  der  gewohnlichen  ana- 
lytischen Geometrie  eine  positive  und  eine  negative  Seite  beile- 
gen, welchen  beiden  Seiten  dann  bekanntlich  auch  die  positiven 
und  negativen  Ordinaten  entsprechen.  In  Bezug  auf  dieses  recht- 
winklige Coordinatensystem  sollen  die  Coordinaten  des  Punktes 
A  oder  (rri)  durch  x  und  y,  dieser  Punkt  selbst  aber  mag  wie 
gewöhnlich  durch  {xy)  bezeichnet  werden;  und  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  Xf  y  durch  die  Entfernungen  Tt^Tx  auszudrücken» 
soll  jetzt  unser  erstes  Geschäft  sein. 

Zu  dem  Zwecke  liefert  uns  die  analytische  Geometrie  ffir 
rechtwinklige  Coordinatensysteme  unmittel bffr  die  beiden  Glei- 
chungen : 

r«==j:«+y«,    ri«=:(a— ar)«  +  y*=a«— 2aar-|-a:*+y«; 

durch  deren  Subtraction  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

also  zur  Bestimmung  von  x  die  in  völliger  Aligemeinheit  göltige 

Formel 

r*->ri«H-q« 

"*""         2a 
erhält. 
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Pn»  tiun  y  3SU  finden^   möf<ste  man  den  vorstehenden  WerUi 
von  4;  in  eine  der  beiden  Gleichungen 

einführen,  und  dann  y  bestimmen,  wodurch  man  für  ^  einen  Aus- 
druck ntit  doppeltem  Vorzeichen  erhalten  viurde,  was  auch  ganz 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  da  bloss  durch  die  beiden  Entfer- 
nungen r,  Ti  offenbar  die  Seite  def  durch  die  beiden  festen  Punkte 
O  und  0|  bestimmten  Geraden,  auf  welcher  der  Punkt  A  oder 
(iTi)  lieut,  nicht  bestimmt  wird.  Diese  Unbestimmtheit  wird,  wie 
es  mir  scheint,,  bei  diesen  Untersuchungen  am  besten  unci  2weck- 
knä^sigsten  auf  folgende  Weise  gehoben. 

»  , 

AU  eine  üulfsgrosse  fghre  man  Jn  di^  hier  vorkommenden 
Becbn^ ngen  und  Formeln  den  aus  dfn  Grössen  <f»  r,  r^  leiebt 
bestimmbaren  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OAOi  ein,  betrachte 
diesen  Flächeninhalt  aber  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem 
der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  durch 
die  Punkte  O  und  0|  gehenden  Geraden  liegt,  und  bezeichne 
denselben  liiit  Rücksicht  hierauf  durch  Z>;  dann  hatmafn  zur 
Bestimraong  von  y  offenbar  die  ganz  allgemein  gültige  Formet 

und  daher  überhaupt  fQr  die  beiden  rechtwinkligen  Coordinateb 
w,  y  des  Punktes  A  die  beiden  f<4genden  mit  völliger  Allgemein- 
heit geltenden  Ausdrücke: 

^> ^  = 2^ >    9  —  T* 

Was  die  Hülfsgrösse  D  betrifft,  so  kann  dieselbe  aus  den 
Entfernungen  a,  r,  Vi  in  allen  Fällen  mittelst  der  bekannten  Formel 

2)    />=J:l\^(a  +  r+ri)(r+ri-a)(«+r,-r)(a+i*-rj, 

in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  but, 
jenachdem  der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite 
der  durch  die  Punkte  O  und  0|  bestiikimten  Geraden  liegt,  leicht 
berechnet  werden. 


6-3. 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie  für  rechtwinklige  Coordina- 
ten  ist  bekanntlich,  wenn  jetzt  x,  y  die  veränderlichen  oder  lau< 
fenden  Coordinaten  bezeichnen  t 


.    4^  Lage  eimu  FuniUM  m  4er  E^€ße^    ,.  4g3 

3)  ...... ^   »^^  +  Ä, 

wo  A  und  B  zwei  willkuhritche  Constanten  sthd. 

Werden  nun  aiicii  r^  fi,  D  als  veränderllcb  betraQhtet,  0O  ist 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  untef  der  Vorati8setzung, 
dass  das  Zeichen  von  D  immer  richtig  bestimmt  wird,  allgemein: 


also: 


w^raun  steh  sogleich 

üfid  folglieb  ^  wenn  der  K8rze  w^gen 

4) A=:i^,    B  =  ia(J^a  +  Ä) 

gesetzt  wird,  wo  nun  auch  A  und  B  zwei  willkühriicbe  Constan- 
ten bezeichnen,  als  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  zwi* 
luJien  r  und  fi  die  Glekb«Dg 

5)»,. /)=:A(ra^rj«)  +  B   oder   Z>--A(r*-yi«)  i^B 

ergiebt 

Wenn  die  Gleichungen 

/>=:A(r2-**ri^)  +  B,    2>=a=A'(r»-ri«)  +  B' 

zweier  geraden  Linien  gegeben  sind ,  und  r,  ri  dem  Durchschnitts- 
punkte  dieser  beiden  geraden  Linien  entsprechen  sollen,  so  hat 
man  r,  r|,  indem  man  dieselben  nicht  mehr  als  veränderlich^, 
sondern  als  algebraisch -unbekannte  Grossen  betrachtet,  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen  durch  gewöhnliche  algebraiscbe 
Elimination  zu  bestimmen.  ,  Zuerst  erhält  man  aber  aus  diesen 
Gleichungen  leicht: 

«        «         B-B'      ^      AB'-BA' 

6)  .  .  .  r«-.ri«=-^zrÄ^,  /)=-;j:rA/--* 

wodurch  zuvörderst  die  Grössen  x^  —  r^^  und  D  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit gefunden  sind;.    Nun  ist  abe^  offenbar: 
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__^„a_| 25 ^  ' 

l   ''»-\-5ä-+l 25 S    ' 


7) 


mittelst  welcher  Formeln  nun  auch  r  und  r|  berechnet  werden 
können.  Auf  welcher  Seite  der  durch  die  beiden  Punkte  O  and 
Ol  bestimmten  Geraden  der  Durchschtiittspnnkt  der  beiden  gege- 
benen Geraden  liegt ,  wird  durch  das  Vorzeichen  von  D  in  der 
zweiten  der  Formeln  6)  unmittelbar  bestimmt. 


§.5. 

Wir  wollen  nun  die  durch  die  beiden  Punkte  (iti)  und  (qqi)» 
für  welche  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  Hulfsgrössen 
respective  durch  D  und  J  bezeichnet  werden  mögen,  gehende 
Gerade  betrachten* 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  (iT|)  und  (qqi) 
seien  respective  x,y  und  ^,ri;  so  ist  die  Gleichung  der  in  Rede 
stehenden  Geraden^  wenn  jetzt  X,  Y  die  veränderlichen  oder 
laufenden  rechtwinkligen  Coordinaten  bezeichnen ,   bekanntlich: 


«der 


wenn  wir 


»'-y=|:=i<^— > 


Y=AX+B, 


x—i  x~i 


setzen.    Nach  1)  ist  aber; 


r"— r,»+««  2/) 

*  = 25 '    *=T' 

1= 25— '    «J-T* 


also: 

;P_|_ _ ,    ,_,_ __, 

und  folglich: 

ö)    .    .    .    ^-(^,_^^^_(^,_^^,) 

4(D-^J) 

~  ir  +  ri)(r-ri)-'(Q  +  Qi){Q-'Qi)' 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter 
welchem  die  durch  die  Punkte  (rrj)  und  (^^i)  gehende  Gerade 
von  O  aus  nach  0|  und  von  00|  aus  nach  der  positiven  Seite 
dieser  Linie  hin  gegen  die  durch  die  Punkte  O  und  Öi  gebende 
Gerade  geneigt  ist,  durch  9;    so  ist  bekanntlich 

tang9  =  2#» 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 


(r  +  ri)(r— ri)  — (^+^,)(^— Pi)' 
welche  Formel  wohl  bin  und  wieder  praktischen  Nutzen  haben  kann. 
Zur  Bestimmung  von  B  bedient  man  sich  am  besten  der  Formel 

aus  welcher  sich  mittelst  des  Vorhergehenden 

2Ö      2(r'— r,»  +  a«)(P— ^ 
^-a    ~at(r>-r,a)-(*«-j,«)r 

also,  wie  man  mtcfa  einigen  leichten  Reductienen  fiodet: 

»  _  o  (T*-r.«-Ki«)^-(g'-(>,'  +  a«)Z> 
10)  ...    tt-i         aXir^—ri^y— {.a*- Qi^\ 

~  ^a\{r+ri)  (r^n)  -  (9  +  (u) (9-91)) 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (rr|)  und 
(9Qt)  gehenden  Geraden,  indein  R,  Ri,  D  Teränderlichö  Grossen 
bezeichnen,  durch 
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D  =  A(R«— R,«)  +  B, 

00  haben  wir  zur  Be^tiinniun^  der  ConstAnten  A  und  B  die  bei- 
den  Gleichungen : 

/>=:A(r«-.ri«)  +  B, 

^  =  A(^«--Pi^+ß; 
aus  denen  sich  leicht : 

Jl)  .  .  .  .  .   A  *=  T-s— ' — ^k'  '  t  k'' 5\ 

'  (*•*— n*)— (r— ^1*) 


'4:',. . 


»  •  •■ .     t 


iwd 


*^^ ""     (r*-'«i«)-(«»-*i») 


(»•.+r,)  (r  -r,;  —  (p  +  ft)  (p— ft) 


ergiebt. 


f  6. 


liezeichnen  vür  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (vti)  und 
(i^Ci)  von  einander  durch.  JE,  so  ist  belcänntlich  i 

Nun  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

^-«- ^25 '    y-"»- 5~~' 

also: 

13)   £:=V']^^^^=^^tV)^^' 

oder : 

.4,  ^=V>frf^yrT-i>j-ya?Mj'4  i J^j-, 

oder  auch : 


I-  |-  ll|-|l  ••  ----  ----  1--  II---         jil.L 

'  2a 
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D9«s  dipae  Farmeln  in  d^r  Praxis  vieLfacheo  Nutzen  bitbeo  ^0,ii- 
pf^n,  Iftrauchl;  ii^aum  ooch  i>e8»nid^«  bemerkt  zu  werden« 
Setzt  tiiaii 

16)  .  .  .    tang«= 4(/)_^) » 

und  nimmt  in  der  folgenden  Gleichung  bloss  auf  den  absoluten 
Werth  der  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
Rücksicht,    so  ist: 

17).    ...    .    .    .    E  =  2(£-^^ 

^  neos  09 

mittelst  welcher  Formeln  E  ohne  grosse  Weitläufigkeit  berechnet 
werden  kann. 

§.7. 
Wenn 

{T'n').    {fr,''),    (i^r,«0,    {T^W^),....{i<^)r,i*)) 
oder  ^ 

(^y),    {x'Y),    {o^^),    (a:'^yO,....(a:(")y")) 

die  Ecken  eines  beliebigen  Vieleci^s  von  ir  Seiten  sind,  dessen 
Inhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen;  so  ist  nach  einer  bekann- 
ten Formel,  wenn  wir  nur  den  absoluten  Werth  der  Grosse  auf 
der  rechten  Seite  ^^f^  Gleichheitszeicliens  in  der  folgenden  Glei- 
chung berucksichfigen : 

Nun  ist  aber,  wenn 

/y,  ly,  zr,  />^r,....;/>(«) 

Ihre  bekannte  Bedeutung  haben,  nach  I); 

a^  = s — ■ — ,         V    = —  ; 

*  =* — '^ — "'      s^  =T'' 

*"-- — fe— '    ir--;r^ 
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also,  wenn  auch  in  äer  folgenden  Gleichung  bloss  der  absolute 
Werth  der  GrHsse  auf  der  rechten  Seite  des  GleichbeitsaEdchens 
berOcksichtigt  wird^  wie  überhaupt  in  allen  folgenden  Ausdrflcken 
des  Flächeninhalts  F,  was  wir  hier  ein  für  alle  Mal  bemerken : 

u.    «(.    w. 

4-  (r(n-i)a  _  r^  («-i)a  ^  ß«)  (ß(«.)  _  />(n-2)) 

> 

Weil  aber  die  Summe  der  GrSusen 

offenbar  verschwindet;   so  igt:  , 

18)  .  .  .  2o«F,=     (r'«-ri'«)(ö»-D(»)) 

u*    Ä»    W« 

*  -  w 

oder: 

19) 

2a«F=     (r'  +  ri')(r'-ri')(/>^— />(«)) 
+  (i^+ri*^)  (t^-ri'^  {D^r^D") 

U*   6.    W. 

+  (r<^) + Ti  (*))  (r(")  -  rj  («))  (/>'  -  ZX«-!)) , 

welche  Formel  bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts  In  ihrem 
Inneren  schwer  zugänglicher  Figuren,  z.  B.  bei  der  Bestimmung 
des  Flächeninhalts^  von  Wäldern,  praktisch  nützlich  sein  kann« 

Wäre  etwa 
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eine  mit  Waid  bestandene  Fliehe,  qnd  alle  Ecken  des  Theils 

'A'A''A'"....Am 
aus  zwei  Punkten  O  und  0|  zngSnglich,  alle  Ecken  des  Theils 

aber  aus  zwei  anderen  Punitfen  O' und  0|'  iEUgfln^lich;  so  konnte 
man  die  Flächeninhalte  dieser  beiden  T heile  mittelst  der  obigen 
Formeln  bestimmen,  und  durch  deren  Addition  dann  den  Flächen- 
inhalt der  ganzen  gegebenen  Figur  erhalten. 

Für  n  =  3,  d.  h.  filr  ein  Dreieck»    ist 

20)....    2a«F=     (r'  +  ri')fr'— riO(^— ß^O 

+  (r" + ri ")  (r^ — r/)  (Z)^— Zy ) 
+  (r"+ri*)  (r*-r,*)  (Zy- ö"). 

•  ■  -  s 

§.8. 

Sollen  dr«i  Punkte  ' 

(Wr,'),    (rW),    (r^n") 

in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  so  müssen,  wenn 
D',  D",  ly"  ihre  bekannte  Bedeutung  haben,  nach  5)  die  drei 
folgenden  Gleichungen  Statt  finden: 

ly  =A(r'»— r,'«)   +B,  ^ 
I)»=A(r''«-ri''«)+B, 
D^ssACr*"— r,'«)+B 

Mnitiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(r''«-ri''»)-(r«^-ri'^),    (r*'»-rO-(r'>-r,'»),. 

(r'«-ri'«)  — (r"«— r/«) 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  folgende  Glei- 
chung, durch  welche  hedingt  wird,  dass  die  drei  in  Rede  stehen- 
den Punkte  in  derselben  geraden  ]Liinie  liegen: 

21).    .    .        Ur'«-r/»)-(r^-»-i'?)|l»' ) 

■{■\(f^-ri'^-(y*-Ti'*)\iy\  =0, 


oder : 

•■■■..;.      2^...  . 

(r'i_r,'«)(fl*— /r)+(r''«-r,'«)(0*-->D')+(r*«— r,*«)(I)'— 1)*)=0, 

t 

23)  ...  .      (Z  +  Ti')  (,'— ri'XO»— /y») 

+  (r'  +r,'')  (r'  -^  r/)  (D^-^D)  )  =  0. 


§.  9. 

Um  eine  zvi^eckroSssige  Anwehdung  der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  gefundenen  Bedingun^ftgleichung  zu  zeigen,  wollen 
wir  mittelst  derselben  den  Satz  be%veisen,  dass  die  drei  Punkte, 
in  denen  die  an  je  zwei  von  drei  Kreisen  gezogenen  äusseren 
Berührenden  sich  schneiden,  jederzeit  in  ein  und  derselben  ge- 
raden Linie  liegen. 

Die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  seien,  wie  Taf.  V.  Fig.  4. 
zeigti  C«,  Chi  Ce$  und  Qa,  Qby  Qe  seien  ihre  aufsteigend  nach 
ihrer  Grösse  geordneten  Halbmesser;  die  Seiten  CbCa  CeCa^  CaCb 
des  durch  die  drei  Mittelpunkte  ab  Ecken  bestimmten  Dreiecks 
CaChCe  mögen  respective  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden.  Die 
IMittelpunkte  Cb  und  Ce  sollen  die  Stelle  der  bisher  immer  durch 
O  und  0|  bezeichneten  Punkte  vertreten.  Die  Durchschnitts- 
punkte der  vorher  näher  bezeichneten  Berührenden  seiend',  A",  A", 
und  deren  Entfernungen  von  den  Punkten  Cb,  Ce  sollen  durch 
1^9  Vi';  r" ,  Vi"  ;  t^ ,  Vi"'  bezeichnet  werden,  indem  übrigens 
D',  ly,  jy  auch  jetzt  ihre  bekannte  Bedeutung  behalten. 

Zuvorderst  fallt  auf  der  Stelle  iri  die  Augen,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  Z>^=sO  Ist,  wodurch  ^ich  die  Bedingungsgieiebung 
21)  auf  die  Form 

t  (r«'«  -  rj '^«) --- (r '« ^ r/*) )  ö'' +  { (r'a-r/*)  ~  (r'«-T/«)  I  D«'==0 

oder,  w^  D^isselbe  ist^  auf  die  Ferm 

reducirt,  welche  Gleichung  wir  also  zu  rechtfertigen  suchen  rnÜKsen. 

Nun  erkennt  man  ftber  auf  der  Stella  die  Richtigkeit  der  fol- 
genden Formeln  aus  |^M»i  elnfiEietfeii  Siiz0D  von  Acta  Proportionen: 


'*mr  iM9i  emn  rmnioeM  tm  i^r  MfH».  456 


und 


r,''=-^.    r«^=    •^' 


Ferner  fiberzeugt  man  steh  mlttdat  einlas  bekannten  trigonome- 
trischen Elementarsatzes  #uf  dei^  Stella  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen: 

-r-  *  if^        2flÄöe     fl'  +  Ä«  — c« 


Öder: 


«     ■     1 1  1         ^^ 


woraus  sogleich 

folgt.    Nach  dem  Obigei^  ist  aber; 

(jfb—Qc)^  ^b  —  qc 

Folglich  ist:  ^ 

%  ^       W^^«  P«  —  Qa 

woraus  man  mittelst  einer  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  M^ 
terliegeaden  Rechnung  sogleich  findet: 


m 

Folglich  ist: 

und  die  obige  zu  verificirende  Gleichung  erhält  daher  die  folgende 
sehr  einfache  Form^ 

jy"        QhiQe—Qay 

Non  aber  verhalten  die  Dreiecke  * 

sich  wie  ihre  Hohen»  weil  sie  die  gemeinschaftliche  Grundlinie 
CbCe  haben,  und  diese  Hohen  sind,  wenn  wir  die  an  Cb  und  Ce 
liegenden  Winkel  des  Dreiecks  CaChCc  respective  durch  ß  und  y 
bezeichnen,   offenbar: 

ri"siny=-^^ ^,    r^sln5=-=^ ^; 

80  dass  man  also  die  Gleichung 

I>" rg^^siny 6sipy    QtJQh'^Qa) 

W  ""  r^^siii"^  ^  c sin /J  •  ^(pc — p«)  * 

folglich ,  weil  in  dem  Dreiecke  CaC* C«  nach  einem  bekannten 
trigonometrischen  Elementarsatze  A:e=sin/}:siny,  6siny=csin/3 
ist,   die  Gleichung 

erhält,  welches  eben  die  zu  rechtfertigende  Gleichung  war. 

Unser  Satz  ist  daher  auf  diese  Weise  vollständig  und  ohne 
alle  Schwierigkeit  bewiesen. 

Ist 

D=:A(R«— Ri«)  +  B 

die  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte  A^^  A"^  A*"  gehenden 
Geraden,  so  ist  nach  11)  und  12),  weil  Im  vorliegenden  Falle 
i?'=0  ist: 

oder: 


Folgiicfa  ist: 
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D       (r'« — ri  ^)  —  (Ra  -  Ri«) . 


also  nach  dem  Obigen,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

JD_  _  Qc—Qa      (Qb  +  Qc)  O«  "(Qb—  Qc)  (R^  -  Rj^) 
J) Qb-Qa       (Qb+Qc)a^  —  JQb  -  go)(R«--Ri^) 


Weil 


Z>''=Jari"  sin  7  =  57 r. 


oder 


2)ii—     g^        g&siny^     jy„__     ^5        oc  sin/? 

ßc  — ^a'        2        *  Qb — i)«'        2 

und,   wenn  wir  den  Flächeirinhalt  des  Dreiecks  CaCbCe  durch  J 
bezeichnen, 

^  =  ia6  sin  / = iac  sin  J?, 
also 

Pe — Qa  Qb — Qa 

V 

ist;   so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

D  ^      (g5-|-gc)a>~(gft-gc)(R»-Ri^) 
^  ^  a«(^6  +  ^c-2^«)  +  (6«^  C«)(^*-.ße) 

oder 

D  ^ft(fla^R2  4.R^«)^.^^(fl2^R«_R^2) 

-^  ""  p6(aH&*-c2)  +  ^c(a«-6a+c*)'-2^aa2' 

welches  man  als  die  vollständig  entwickelte  Gleichung  der  durch 
die  Punkte  A*,  A",  A"'  bestimmten  Geraden  betrachten  kann. 

Entsprechen  die  Grössen  R,  R|,  D  und  R^  Rj^  D^  den 
beiden  beliebigen ,  in  der  durch  die  Punkte  A' ,  A''^  A"'  gehen- 
den Geraden  liegenden  Punkten  *P' und  P',   so  ergiebt  sich  aus 

Tkeil  XXXII.  31 
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(c*— 62)(3a«+6V-c*)'  *  ■"  (<c»-A«)(3o»-6He*)  * 

also: 

B'(A"— A)—- ^^a_^2)(3aa_^2^c2)(3a«+6a-c«) ' 

3a*D« 
ö  iÄ     Ä  ;  —     ^^a_ ^a^  ^3^a  _  ^a  ^ c«)  (3a2+  6«- c«) 


».  :• 


Ist;  so  ist  klar,  dass  dte  obige  Bedingnngsgleichung  wirklich  er* 
füllt  ist,  die  drei  in  Rede  stehenden  Transversalen  sich  folglich 
Hl  der  That  in  einem  Punkte  schneiden,  ivie  bewiesen  werden  sollte. 

Bezeichnet  map  die  Entfernungen  des  gemeinschaftlichen  Dnrch- 
schnittspunkts  der  drei  Transversalen  von  den  Spitzen  A,B,  C 
des  gegebenen  Dreiecks  respective  durch  Ra,  Rb»  Ra  und  die 
Flächenräume  der  drei  Dreiecke,  welche  den  Durehschnittspqnkt 
der  drei  Transversalen  zur  jgemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Sei- 
ten a,  b,  c  des  gegebenen  Dreiecks  zu  Grundlinien  haben,  respec- 
tive durch  Da,  Db,  Dpi    so  ist  nach  6): 


B— B'       ^       AB^— BA 


/ 


ÄÄ«— jBc*  =  — -r— Ti*      J5a= 


7      > 


A-A''     ^•""     A— A 
also,  weil  B  =  0  ist: 

W  AR' 

'   *  ■ 

I 

Nun  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

^ - c«— 6« '    ^     ^—  (ca_*2)(3rt«— 6«+c«) '     "  "" 3a«— 6a+c»' 

also: 

Äi» — ßo*  =  i(c»  -  6«) ,    Da  =  JD. 

Folglich  ist  überhaupt: 

Ra^-^Rb^^Kfi^-a^,    Ä62-Äc»=J(c«~fi«),    Äü«--Äa*=l(a*-c») 
und 

/>a=Jl>,    Z)6=1D,    Z>c=iJ>; 
also: 

Da=Dt  =  De. 

Ferner  ist  nach  7); 
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Qodxi!«^eilniifi  Dach  dem  bekannten  Ausdrock  des  FlächeoinbaltSw 
des  Dreiecks  durch  seine  drei  Seiten 


also 


and  nach  den  OlMgen         - 

(J?6«--/?e^)-f  g«  _  3a«— ft«4^c« 
2o      "•    6g 

ist;  so  ist 

■   ,  AaVt*—  (a«  +  b* '—  c»)»  +  ^o« — 6« -f  c«)« 
Ät?=— ^3g^ä , 

woraus  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  sogleich 

*»  = ~9 

erhält,  so  dass  also  Oberhaupt 

-,,     2(6«-Fc«)-oa      „.-_2(ca+a«)~6»      _,     2(a'+6»)-c' 

istj  woraus  durch  Addition  sogleich  die  bekannte  Relation 

Ä.«  +  Ä6*  +  Äc«=  i(«*  +  **  +  <?*) 

folgt. 


§.  12. 

Indem  wir  jetzt  auch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Höhen  des  Dreiecks  ABC  betrachten  wollen»  mögen 
alle  im  vorhergebenden  Paragraphen  gebrauchten  Bezeichnungen 
die  ihnen  dort  beigelegte  Bedeutung  behalten,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede j  dass  alle  betreffende  Zeichen,  die  sich  auf  den 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  die  Spitzen^  des  Drei- 
ecks mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbindenden  Linien 
beziehen,  jetzt  dem  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  der  drei 
Höhen  entsprechen  sollen.  Die  drei  auf  den  Seiten  a,b,  c  senkrecht 
stehenden  Höhen  werden  wir  respective  durch  ha»  hb,  Ae  bezeichnen, 
indem  wir  ha,  so  wie  den  Flächeninhalt  X>  des  Dreiecks  ABC, 
immer  als  positiv^  dagegen  Aj^  und  A«  als  positiv  oder  als  negativ       • 
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b^trui^iilen,  jebaeUdem  dlod^  Hohen,  w^n  wk  das  Di^eck  ABC 
selbst  oberhalb  von  BC  liegend  annehmen»  oberhalb  öder  lifater- 
halb  von  der  Linie  BC  liegen^ 

Dies  vorausgesetzt«  erhält  tnan  nun  zuvorderst: 

._ © ^ 

woraus  man  sieht,  dass  die  in  §•  10.  gegebene  ßedingungsglei- 
chung  in  dem  vorliegenden  Falle  ihre  Anwendbarkeit  verliert. 

Daher  wollen  wir  uns  jetzt  direet  mit  der  Bestimmung  des 
Durchschuittspunkts  der  zwei  Höhen  >hh  und  hc  mittelst  der  im 
Obigen  zu  diesem  ßehufe  entwickelten  allgemeinen  Formeln  be- 
schäftigen. 

Nach  11)  und  12)  ist: 


A'  = 


— o«—  i  Aft2— (a«-  hh^)\  ^  Ahh 


und 


B"  = 


\a^hc  Vü^Z^a  ^2  V  a^  -  Ac« 


a«  -  { (o2—  Ac*^)  -  Ac2 1  ""  4Ac 

so  dass  also 

ist.    Man  erhält  leicht: 

Ac  V  ö« — A6»  +  Afr  V^o«— Äc« 


> 


A'  — A''=: 


4AöA( 


und 


R/     R//-^   ^ Ac  V'^^^  hb^—h  \fa^—  Ac» 

4nbne. 


äer  Loffe  eines  Punktes  in  der  SAene.  4^ 

Also  ist  Diaeb  6>t  ! 


Th    1 


A«  Vo«T-A»*  +  AiV^o»— A.«  ' 


Ai  V  o»— Aft«  +  Ik  V^d»-^  A^  * 
folglich: 

2Ö„  _     oV«a-Ata.  V««-Ac* 


und 


•  -       ■  i"; 


'    Cm  ^  •  ' '  i    *in»      «  II  ^%f      I  • 

'ä'*  AcV^*^Ä»«+A4V^oa-A,« 

Daher  ist  nach  7): 

l  A«  V^a« — A»*  +  Aft  Vö»^  Ao«  I« 
~  { AcV  a«--A»»>  Ä«  V^S^^TS?  1?  * 

.      ^    ■ 

Bekanntlich  ist 

und  nach  den  Lehren  der  gew5b(»Iicheii  ftaalytfschen  Geometrie 
erhellet  sehr  leicht^  dass  unjter  den  oben  gemachten  Voraus- 
setzungen immer 

'■   '  .  .  •  ...     •- 

ggf  62-cg      _  ^a_fr2^.^fl 

hh   und    öÄ *    ^c  und    ■    ■■-  ^' — ■ — - 

gleiche  Vorzeichen- haben.  Sind  also  hh  und  A«  beide  positiv  *),  so  ist 

c  zo  a  2c 

*  bc  • 

*)  B«Hi<te  iiegAtfir  tdnfien  di«««  Hdbfeii  filohl  ■«ili. 


t 


*    « 
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haben  aber  ht  and  A«  entgegengesetzte  Vorzeichen,  »o  ist 

Ac  V  «*—*&• + A»  Vä«^Ä? 

=  (±  y) .  (+  ■ 26 ^  +  ^+ T^  •  ^± 2; ^ 

_      25  Qg  +  ftg^c^      2ID  flg-.6g  +  <?«_     2anD 
""""  c  •         26  6  '         2c         ""60   • 

Also  ist  . 

-  . 2a*© 

AcVa*~Ä*«  +  ÄftVa«-Ac«=±-^* 

indem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
hb  und  he  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Immer  ist 
aber 

Sehr  leicht  findet  man  jetzt: 

^^     A«(fl«c«->4Dg)       „^     c«(a«6«— 4©*) . 
^*=  4P '     ^^=  4P  ' 

oder,  wenn  man  a6c=P  setzt: 

^* 4P '    ^o ®S 

Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  der 
Höhen  ha  und  hb  von  den  Punkten  A  und  ^  sind  also  offenbar 

und 


>■■■  I 


4D2         """  4D« 


also  das  zweite  z=Rj^\  und  eben  so  sind  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen des  Durchschnittspunkts  der  Hohen  ha  und  hc  von  den 
Punkten  A  und  C  offenbar 

4P ""^    — 4P~' 

also  das  zweite  =  R^y  woraus  man  mittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung schliesst,  dass  die  drei  Höhen  sich  noth wendig  in  einem 
Punkte  schneiden  müssen. 

Sind  überhaupt  Ra*  Rbt  Ro  die  Entfernungen  des  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkts  der  drei  Höhen  von  den  Spitzen 
A^  B,  C  des  Dreiecks;  so. ist  nach  deni  Vorhergehenden: 


:  .4er  Loffe  $ines,  Funkes  in  der  ßp^ne^  4^ 

^«  —        4JD2    ■"»     «*  —        4^2       *    ^«  —        5^5?        » 
also:  I 

"""  2^""       *       *""  2D  '       *""  2D 

*  - 

Mach  den  vorstehenden  FtirnielD  ist:  * 


Auch  erhält'fnan  aus  dem  Obigen  leicht: 

.   -K  Vfla6«— 41»*.  Va«c«-^Dg 

X>a=± 4^-  -. 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen,  nimmt  ^Jen^chdem  di^^ 
Hüben  hh  und  he  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Fasst 
man  aber  die  Dreiecke  Da»  Db»  De  bloss  absolut  auf^  so  kann 
man  setzen : 

V  aH^— 4jD^  .  Sfe^a^ — 4JDa 


■•■     % 


D.= 


Dt  = 


ö.= 


4D      . 
Vc««^— 41I>«.  V  6*e»  ^  4)0« 


\  4D      .  '  .  _  . 

worau»  eich  die  Relation 

(gaA»  -  4D«)  (&«c«  -  4J)«)  (c«a«  -  ATS)*)  , 

DaDtDc=-^ gjpr 

.  .  .  \ 

oder 

64D»/)«ß»Z>ot=(o«6«— 4D«)(6«c«— 41>»)(c«a«-41&«)         ■/ 

ergiebt. 

Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  von   Da,  Dt,  De  Im  Zähler 
und  Nenner  respektive  mit  bc,  ca,  abf  so  erhSit  man: 

^•=~ ~46d& ■'      • 

'                     V  P«-  4«2D«.  V.  /»«— 4c«D« 
/),= ^-^_ . 

.    ^•-  iöMF  '  ,!„ 
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alsa  biksh  dem  Obigep :    ' 


odiii^ 


A 


IJa        RhRe        i^h        ReRm        I^e        RaRb 


folglich : 


'   DaD^Dc         Ra^Rb^Rc^        /RaRbRcY 


_  /RaRbRcY 

Ffir  das  gleicbpeltig^  Di^ieek  Ist  s«  B«  bekanntlich 

I):=iaV3, 
üttd  folglich  nach  dem  O.ht^en  in  dUdem  Falle:    /       ' 

^«  —  ^l73^  —  4 V3  —  *  "^  ^'^^ 

also  Z>a=i2I>,  wief  es  nach  §«11.  tn  diesem  Falle«  wodieHuhen 
zugleich  die  Transversalen  /wischen  den  Spitzen  des  Dreiecks 
und  deren  Gegensi^ten  sind»  Süin  niiiss.    . 

Für  das  rechtwinklige  Dreieck,    in  welchem  a*=6*  +  c*  sein 
mag,  ist  2D  =  26c;   also  nach  den  obigen  Formeln: 


«      •  •  -    •  ■ 

folglich  Da  =  I) ,  wie  ei^  sein  mo^.    Weil  fo^ner 

pa  —  4a2D«  =  ««ö^c«  —  a^^^c«  =  0 

isty   so  i9t  ZH^^O  und  ü^qics^O,    was  ebenfalls  ganz  der  Natur 

der  Sache  gemäss  ist. 

* 
Aus  dem  Obigen  erhält  man  auch  die  Relation : 

a     .        o      >       c  a     o      c 

■■  "  -    • 

aber  ich  will  der  Kurze  wegen  diese  RechAUngen  nicht  weiter 
fortsetzen,  so  sehr  dieseii^ei):  auch  geeignet  sind,  zu  noch  man- 
chen anderen  interessanten  I^Lesuftaten  zu  führen«  Es  scheint  mir 
aberwünschenswerth  zu  sein,  auch  noch  andere  geometrische  Sätze 
nach  den  hier  in 'Aliwendutig  gebrachten  Methoden  weiter  zu  un- 
tersuchen. '.  v\w 


T 


del^  "Lg^  tmifi  PunlueM  in  det  Edem,  467 


|.      '•/  .     »        i  »' 


Ein  gewisses  praktisches  Interesse  bietet  noch  die  folgende 
Aufgäbe  däfr: 

Wenn  die  Entfernab^eti  f ,  Vi  und  ^^  Qi  zweier  Punkte  A  und 
Ai  von  den  beiden  Punkten, O  und  0|»  deren  Entfernung  von 
einander  a  ist,  und  die  Entfernungen  r',  r^'  eines  dritten  Punk- 
tes A'  von  den  beiden  Puilkteii  A,  Ai  gegeben  dind :  soll' man  dte^ 
Entferniingeö  /2»  /{i  des  Pqi|t(tes  A'  von  den  beiden  Punkten 
O,  O^  J[)6^imf)f(e<i(.      ;    ,  .1 

Für  jetzt  mögen  die  folgenden  Andeutungen  fiber  die  AtfflOi^ung! 
dieser  AuCgl^bfi  welche  als  eine  Art  von  Coordinaten-  Verwand- 
lung zu  betrachten  ist,  genügen.  .      ,         ,,^. 

Bezeichnen  wir' das  gehörig.  alisfK^sitiv^'^der:.  als  negativ  be- 
trachtete Dreieck  OA'Oi  durch  ]D,  und  lassen  D  und  A  Dasr 
selbe  für  die  Punkte  ^  und^^^  ip,]3ezug  auf  die  Punkte  O  und 
Ol  bedeuten,  wie  frühetr^  so  ballen' Wir j,  da  r'  und  r£^  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  A'  von  den  Punkten  A  und  Ai  sind,  nach 
13)  die  beiden  folgenden  Gleich u ngeji ;.  "    ../ 

'    -'  2o  '  +        a«     .    ' 


oder: 


.-.'i 


u 


i.. 


'  2or'.  '  +'    .4rri'.;  '-*•  ,, 

Hiernach  ist  es  »Iso  TexftaU^t: 

8inq>  = 2^p -.    co89)  =  — ^— , 

(pa-^i*)  — (Ä«  — Ä,«).  2(-!/— JB) 

zu  setzen,   woraus  die  beiden  Gleichungen 
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oder  9  wenn  wir  der  KOrze  wegen 

f- 25 ^= S~ 

setzen^  wo  /und  g  bekannte  Grössen  sind,  die  beiden  Gleichungen 

r' sin  9  —  ri' sip  i(;  = /, 
r'cos^ — ri'cosi(;=gr 

folgen,    auf  deren  Auf iüsang  es  nun  ankommt« 

Unter  den  verschiedenen  Verfahrungsarten ,  welche  sich  da- 
bei in  Anwendung  bringen  lassen,  wollen  wir  jetzt  nor  'die  fol- 
gende hervorhebe».  -  •  ;. 

Wenn  man  die  beiden-ddchnngen  quadrirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  so  erhält  man : 

r'a  +  ff'«— 2/fi' cos  (9— 1(^)  =ss /a^.  j,a, 
also: 

\         cos{9)-^tf;)= ^/y^#       \ 

wodurch  9—^  gefunden  ist. 

Stellt  maif  nun  die  beid^  aüfeulosenden  Gleichungen  ferner 
auf  folgende  Art  dar : 

r'sing)— r/sinl^  — (9— ^)}s=/, 
r'cosg) — ri'cosig) — (9 — '^)\-=^g\ 

80  werden  dieselben  nach  gehöriger  Entwickelung :. 

{ r'  -^  Tx  cos  (9 — 1/;) }  sin  9  +  r^  sin  (g)  —  if;)  cos  9>  =  /*, 
{r' — ri'cos(9 — ^)}cosg) — ri'sinCg? — tf;)sina>=o; 

also,  wenn  manMividirt: 

{r^— r/  cos  (y — 1^^)  I  tang  y  -f  r/sin(y — 1^) f 

r'— ri'cos(y  —  1/;)  —  Ti'.  sin  (9-^.1/;)  tangy        g* 

woraus  sich 


oder 


_/|r^^r-r/co6(y  — i^)}^5rr/sin(y-t^) 
Wg9  —  ^  (y/  _yj'cos(y— t/;)l  +  /ri'sin  (y— i^;) 


«an«V-r^^'  +{ /sin  (9^tf;)^^cos(9-t(;))V 


Kter  Lit§t  einet  PtmUe$  1h  der  £6tne. 
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ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  g)  gefanden  wird;  und  aas  q) — ^ 
und  q)  ergiebt  sich  leicht  i{^. 

Hat  man  aber  q>  und  tf;^  so  ergeben  sich  R^ — /2|^  und  J) 
mittettt  der  unmittelbar  aus  dem  Obigen  fliessenden  Formeln: 

Ä2-jßi«  =  (r«-r,«)--2ar'sin9  =  (9«— ^«)— 2arj'sinif;; 
3D  =  Z>  —  lar'co8g)=:J  —  iori'cosif;. 

Endlich  ergeben  sich  R  und  Ri  nach  7)  mittelst  der  folgen* 
den  Formeln: 

Wollte  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  X,  Y  des  Punk- 
tes A!  in  Bezug  auf  O  als  Anfang  und  Ö0|  als  positive  Abscis- 
senaxe  haben«  so  wäre:  ^ 

t 

*  '  *  i      • 

Dass  diese  Aufgabe   einer  jgewissen  Unbestimmtheit  unterv 
Wolfen  ist«  liegt  in  der  Natur  der  Sache;   weitere  Erläuterungen 
darüber  sind  hier  unnothig. 


.1.      /  . .' 


•••  i 
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,  t 


Die  Rechnung  mit  RichtungfiTzahlen. 


V 


xon     ,  .  ; 


Herrn  Professor  Dr.  Riecke 

In  Haben  fiel  m. 


leb  habe  über  diesen  Oegenstin«}  vor  ?wei  Jahren. eine  )cleine 
Schrift^)  lierausgegefoen  und  dabei'bezweckt,  der' Lehre  von  der 
geometrischen  Deutung  der  imaginären  Zahlen  allgemeineren  Ein- 
gang bei  den  FreMfiden  der  Ma^ben^atik  zu  verschaffen  und  sie 
zugleich  gegen  einige  Einwürfe  zu  vf^rtheidigen.  Mit  Beziehung 
auf  diese  Schrift  erlaube  ich  mir  im  Folgenden  einen  weiteren 
]^;^itr^g  für  di^  4nwenduqg  dieser  .(lecbnung  in.  der  Geometrie 
^jtzutbeilien.  Doch  muss  ich  t)ipig^s  für  di^'epigen  Li^s^r  ieß 
Archivs,  welchen  meine  Schrift  nicht  za  tJ^nd  gekofi^n^ß^  ist^ 
vorausschicken. 

Unter  Richtungszahlen  verstehe  ich  Zahlen ,  welche  durch 
gerade  Linien  ausgedrückt  sind  und  bei  welchen  man  nicht  nur 
ihre  Grosse,  d.  h.  ihr  Verhältniss  zur  Einheit,  sondern  zugleich 
ihre  Richtung  in's  Auge  fasst.  Dazu  ist  natürlich  nuthig,  dass 
man  eine  bestimmte  Richtung  als  Grundrichtung  festsetzt,  und 
die  Richtung  jeder  andern  Luifg^^r^ibt  sich  dann,  wenn  man 
ihre  Abweichung  von  der  Grundrichtung  nach  einer  bestimmten 
Seite  hin  kennt.  Die  Grosse  der  Abweichung  wird  durch  einen 
Kreisbogen,   den  Halbmesser  =1  gesetzt;    angegeben. 

Die  Bezeichnung,  die  ich  dabei  in  Anwendung  bringe,  ist 
eine  doppelte.    Schreibe  ich  eine  gerade  Linie  mit  kleinen  latei- 


*)  Die  Rechnung  ni^it  Richtnngszahlen  oder  diegeometrische 
Behandlung  imaginärer  Grössen.  Von  Professor  Dr.  Riecke  in  Hohen- 
heini«    Stuttgart,  Mesler'sche  Bachhandlang.     1856«    8.     11  Bogen. 


'iiiiheli«»!DttQb6tab0ily  f»p.  zeigt  dag  au»:  da««f  d'iQ  Linie  nicbt  blos 
ihrer  abgoivten  l4<?ge,  ^Q^^ein  va^X^ieh  ihrer  Ricfctqi^g  pacli  a^i 
betraebten  M^^kIi^  4as$:.es  eine  HichtQngs^ahl  ist  $^11  ^b^ 
zugleich! die  iGrO^a^ß  ibrer  Ab?i^^c)w»g  voii  der  Grundriehtupig  a^• 
gegeben  werden,  so  wird  die  Linie  selbst  mit  grossen  lateinischen 
'Buchstaben  ge^dhVietieii/' ihr  aber  der  AbT^eichungsVi^inkel  als 
Vorzeichen  vorgesetzt,  mid  zwar,  um  Missdeutungen  vorzübea- 
gen,  in  einer  oben  mit  einem  Strich  terseheneta  Klammer.    Z.  B. 

« 
bedeutet  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  AB,  die  um  den  Win- 
kel oder  Kreisbogen  ^  von  der  Gr«ndrfcht»ng  nach  der  -f  Seite 

hin  abweicht.  * 

• .  —  .     .    ■  i'.'. 

Was  die  Grundregeln  fiir  die  Rechnung  mit  Richtungszahlen 
betrifft,    so  lassen  sich  dieselben,  so  weit  ich  ihrer  im  Folgenden 

bedarf»  kurz  zusammenfassen. 

-  ■  ■  ....'.       ....  ..  ■ 

Sollen  Kichtüngszahien   addirt  w^rdenf^   so  d^i^kt  mau  sich 
dieselben  (natürlich  pit  ßeibehaltung  ihrer  ttichtung)  so  äti  einf- 
aqder  j^elegt,   däss  sie  eine  zusämmeqliäng0nde gebrochene  Lftiiä 
darstetlen.    Vi»  gerade  Linie >   welclie  {hr^  Elh^jpüpkte  verbindet,  < 
heisst  nun  ihre  Summe.    Z.  B.  (T^if.  V.  Tig.  0.)^  '      '■[ 

ab-\-bc-{'Cd^=z  ad. 

^Sollen  zwei  Riehtungszahlen  roultiplicirt  werden,  so  mul- 
tipKeirt  iBf»i  ihre  absolutem  Wecthe  oad  gibt  dem  Producta  einen 
Abweichungswinkel,  welcher  der  Summe  von  den  beiden  Abwei- 
ebungs.winfaetn  der  Pd^taren  gleich  i^ft: 


\q>\ABx\Hi\CH:ssi\q>^.i^\ABxCD. 

Daraus  ergeb'en  sich .  danfi  amnitielbar  die  Rechnungsregeln 
för  die  umgekehrten  Aufgaben  des  Subtrahirens  und  Dividirenü9^ 
sowie  für  das  Potenziren  und  Extrahiren.  Namentlich  e^ 
hält  man:  »  i    >^    ';     ;   \;r:  S^;:;-, 


(kSPk)"?=3?Jn«^«t*?, 


% 


v^. 


und  da 


4.  _• 


-1  =  W1, 

80  M       •    •■■■     ■        'M   •  '     '         ■'•''■■■   •'     -■  -•■»    '>  - 


•  I..I,.      ,i.. ■]■{",     .   ,.  •;  j;;vi 
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Iii  dieser  letzteren  Gleichung  liegt  der  Satz»  daM  IraaginSre 
'Gr^sden  durch  Linien  dargestellt  werden,  welche  senkrecht  auf 
«ler  Grundrichtung  stehen , —  ein  Satz«  welcher  bekanntlich  zu- 
nächst auf  die  ganze  Lehre  von  den  Richtungszahlen  gefSlirt  bat. 

^  Wendet  man  das.  Bisherige  auf  ein*  rechtwinkliges  Dreieck 
ABC  (Taf.V.Fig.7.)  an,  in  welchem  man  eine  Kathete  AB  als 
Grundrichtung  betrachtet,  so  ist  ■  ' 

ac  =  a6  -t-  he 
oder 

l9>{m  =  fitcos9-f-tns|n9V^ — 1 

=  m  (cos  9>  -f  sin  9  V — 1) 

,  Indem  ich  bezuglich  aller  dieser  Sätze  auf  die  oben  angeführte 
Schrift  verweise,  wo  sich  dieselben  unmittelbar  aus  dem  Begriff 
einer  Richtungszahl  entwickelt  finden,  beabsichtige  ich  hier  nur 
an  einem  einzelnen  Beispiele  zu  zeigen,  wie  ungegrundet  der 
Vorwurf  der  Unfruchtbarkeit  ist,  den  man  der  Lehre  von  den 
Richtungszahlen  schon  gemacht  hat. 


\ 

1 


Verallgemeinerung  des  Ptolemäisehen  Lehrsatzes. 
Es  sei  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  8.)  ein  beliebiges  Vieredc,  so  Ist 

bd-^bc  +  cd; 
Uso 

acXbd  =  (ab  +  bc)(bc.+  cd) 

=  abXcd  +  bc(ab  +  bc  +  cd) 

=  abXcd  +  bcXad. 

Statt  dessen    kann  man,   wenii  man  AD  als  Grundrichtung  be- 
trachtet, schreiben: 


\a\AC.\-E\BD:=^\A\AB.\-D\CD  +  \A+B'^n\BC.\0\AD. 
Daraus  erhält  man  dann^ 


{ltf«.4n:   OU-  Heekmmf  mit  »iekUmgtaiMm.  4lt% 


1b-^e|  AC.BDhs  \A^D\AB.CD + 1375=:^  j»|  BC.  AD, 


.  t 


AC.BD=i\A'-D-^{u'-B)\AB.CD^\A-[^B'^n^ia'-'t)\BC.AD 


=  \yS\AB.CD-\^\ß^a\BC.AD. 

Da  hiernach  die  Summe  der  beiden  Richtungszahlen 


\y'-&\4B.CD   und    \ß--a\BC.AD 

der  reellen  Zahl  ACxBD  gleich  ist»  so  muss  sich  ein  Dreieck 
MNO  (Taf.  V, Fig. 9.)  zeichnen  lassen,  in  welchem,  wenn  man 

MN^AC.BD,    MO=AB.CD,    ON=BC.AD 

macht, 

Winkel  M  =  yS, 

ist,  und  also     -  ,,       0=B+D. 

Im  Dreiecke  lUNO  ist  aber 

MN=  Ma.€oalU+  OiV.cosiV, 
also  ist  auch 

L     AC.BD=zAB.CD.coB(y'-d)  +  BC.AD.cQ9(a^ß). 

Da  ferner  im  Dreieck  MN() 

MO:  ON:MN=  sinNiBinMiBin  O, 

so  ist  auch  im  Viereck  AB  CD 

II.  AB.CDxBC.ADiAC.BD 

=  sin(a — jS):sin(y-^^:sin(Ä  +  /)). 

Auch  ohne  Hülfe  des  Dreiecks  lassen  sich  beide  Sätze  ans 
der  ersten  Gleichung  unmittelbar  ableiten.  Da  nämlich ,  wie  eben 
gezeigt  wur^e. 


AC.ßD^\y'-^^\AB.CD^\ß-a\BC.AD, 

so  ist  auch,   wenn  man  jede  der -beiden  Richtungszahlen  durch 
die  Summe  von  Cosinus  und  Sinus  ausdrückt: 

AC.  BD  =     AB.CDlcoBiy—S)  +  sin(y— 5)^^] 
•{-BC.AD[Qos{ß'-a)  +  sin(/5-a)  V^] 
=     AB.  CD  CDS  iyS) + AB .  CDsin  {y-S)"^^ 
'i'BC.ADcoß(a^ß)^BC:ADa\n(a^ß)V-i. 

Theil  XXXII.  32 
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Hieraus '^rhätt  mao  dano,   wenn  lian  die  reellen  and  tmaginSren 
Grossen  trennt^  die  beiden  Gleichungen: 

1)  AC. BD  — Ab. €0.008(^^6)  + BC. AD. coa(a-ß), 

2)  AB.CD.siniy^-d}  =  BC.AD.sin(a'^ß) 

oder 

AB.CD:BC.AD=isB\n(a'^ß)tsin(y'^ö). 

Man  steht  leicht,  wie  der  erstere  Satz  nur  eine  Verallgdmef- 
nerung  des  Ptolemäischen  Satzes  ist;  denn  ist  das  Viereck  ein 
Kreisvierecky  so  ist  of  =  /3  und  y  =  ä,  also  cos(i)( — i?)  =  1  und 
cos(y — ä)  =  l,  und  man  erhält  somit 

AC.BDz=AB.CD+BC,AD. 

Nachdem  ich  auf  diese  Verallgemeinerung  durch  Hülfe  der 
Richtungszahlen  gekommen  war,  versuchte  ich  den  Beweis  auch 
auf  geometrischem  Wege  zu  führen.  Ein  solcher  ergibt  sich  auch 
sehr  einfach  auf  folgende  Weise. 

Man  beschreibe  um  daA  Dreieck  BCD  (Taf.  V.  Ftg,  lO)  einen 
Kreis,  der  die  Diagonale  AC  in  E  treffe,  ziehe  EB,  ED,  durch 
A  die  Parallelen  Af,  AG  mit  BC,  CD  und  fölle  von  A  die 
Perpendikel  AH,  AJ  auf  B£,  DE.    Nun  Ist 

BD .  CE  =  BC.  DE  +  CD .  BE    (Ptolem.  Satz.) 
und 

AC      DG       BF  ^.       _   „^ 

Man  erhält  also   durcA  Multiplikation: 

BD.AC=:BC.DG+CD.BF. 

Weiter  ist  wegen  Aebniichkeit  der  Dreiecke  AHF  und  AJOt 

ßC'.CD  =  AF:AG-FH:GJ=  BH-  BF:  DG— DJ, 

BC.{DG-DJ)=CD.{BH—BF), 

BC.DG+CD.BF=BC.DJ+CD.BH, 

und  also  auch : 

BD.AC=BC.DJ+CD,BM 

::sBC^AD.c<^ADJ  +  CD.AB.<:osABH. 
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Da  nun 

Winkel  ADJ=  CAD—  CED  (Elem.  1 .  32) 

=  CAD  —  CBÜ  =u—ß. 

Vfinkel  ABH=:BAC—BEC 

=  ßAC—BDC=y-di 

80  erhält  man  die  Gleichung 

BD.AC=BC.AD.eoB(,a—ß)  +  CD.AB.eoa(y—S). 

Um  den  zweiten  Satz  zu  erweisen,  verlängere  man  (Taf.  V. 
Fig.  11.)  die  ViereckMeiteu  AB,  AJD,  bis  sie  den  Kreis  in  K,  L 
treffen,  und  ziehe  EK,  KL,  LE.    Nun  erhält  man: 

CDtADe=ELtAE 
AB.ßC=AE'.EK 


AB.CD'.AD.BC^EL'.EK 

#  •  I 

AD-.BJy^AKiKt 
BC:AC=:EK:AK 


AD.ßCißD.AC^EKiKL 

oder 

AB.CDiAD.BCiAC.BDmELiEKiKL 

=  sin  EKL :  sio  ELK :  sin  KEh. 
Es  ist  aber 

Winkel  EKL  ==  EDG  =  CAD  -  CED 

Winkel  EIK  =  EBK  ^  BAC^BEC 

i±BAC^BDeziiy---d, 

Winkel  KELt^KEC^CEL 

t±  EßC^  CDLtzzB  +  Z>, 

und  man  erhält  also: 

^i5.CZ>:^/>.ÄCj^C.^Z>=sin(a— /J):sfn(y— d)*sin(Ä+Z)). 

Cebrigens  lassen  sich  heiife  iSälzii  aueh  durch  einfache  An- 
wendung bekannter  trigonpmetrischer  Formeln  beweisen ,  doch 
ohne  die  Eleganz^  welche  die  Construction  gewährt. 
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1  ~  •* 


■'*  .-.  1 


:£iiiii. 

Uebüngsaufgaben  fiiir  Schüler. 


Von  Herrn  Franz  Unferding^er,   Lehlrcr  deV  Mathematik  in  der  k.  k* 
österreichischen    Kriegs  -  Marina ,    eingeschifft   anf  Sr.  Maj.  Propeller- 
Fregatte  „Donaa.^^ 

L    Aus  folgenden  zwei  Gleichungen  sollen  die  Un- 
bekannten X  und  y  bestimmt  werden: 

Resultat:    Setzt  man 
c^=za^-^ß^,    fi«—— (a+Ä+c)(*+c-«)(a+c-6)(a+Ä-fc); 

so    iat  .      : 

2,    Aus  den  folgenden  drei  Gleichuhgeu  sollen  die 
Unbekannten  x»  y,  z  bestimmt  werden: 

« 

xy  +  az  +  yz^a, 

Resultat:    Setzt  man 

«=J(-2y+  V  (2a+y)«-8/J), 
.  «=i(2«+3y±  V  (2«+y)«-8^. 
«=i(2«-y  ±  V(2a+y)«-8/J); 
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^  uvw  .  .   y/  UVV)        yfuvw 

:■'  jaJaX— " ' w»'f/==  "^       z  s= "•  ^ 

'   '      \  ■      '   ..       :  '  •   ^  ;; 

3.    Aus  den  folgenden  vier  Gleichungen  solleo  die 
'Unbekannten  Xi,  x^,  y^  y^  bestimmt  werden: 


Resultat: 


4.    Es    soll    die.  Ri<^h(tigkeit  ■  folgender    Gleichung 
nachgewiesen    werden:' 

32a«/S«  (««  4-  /3«)«  +  (««—  /32)* 

;5,:iW^J;ChenWertbh^t  die  Function     sßfclßj:  fpF 

^  =  «»  3f=i5,  wenn  jederzeit  si^  =^:Sfi^'  Sl^^P^-^^S^T 
Constanten  Grosse  isti'  Dieser  Werth  soll  aui»gem<i<i* 
t;elt  werde.Q>  DhueJE[ilfe,djer  Differenzii^lreirbn^og^ 


Reaiiltat:  :^     •:.,    u':-,-?^--  ;r        "i.      i,:.;.:;! 


tg« 

6.  ..Aaj^  dieselbe  Art  soll  der  Wertb  der  Function 
^,.  ;  ^I  för  Är=tt,^y=/J^^er!nittelt  werden,  wenn  beistän* 
,.       tga:        tga   .    ^  ''  "  '     '  '  '•'•*''' 

'■""  Sin  2« 

Resultat:  gs  oaVt-i  '■  •■.!        ;. 

7.  In  dem  Ausdruck  '  - 
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M9€9am^ 


bezeichnen  F  and   p    constante  GrSssen   und    17 -ein# 

Funktion  von  1:     Eß  sqÜ   d6f   Differ Änzlalquotient   ^ 
bestimmt  werden. 


Resultat; 

dri  ^ 


w 


«^ 


a^==-nn^-l^e   ,j^)i:plgJ^^ 


^— (^*— P*«    **)* 


:v 


Bl  i  8  c  e  1 1  e  n. 


I  < 


■  »■  'ii'  I  <i 


Tan  dem  Hera^vgebe^  < 

Pie  folgende  Aufgabe  eignet  sich  recht  gut  zu  einer 
Uebung  fSr  Anfanger  oder  ^ü  einer  Prüfungs- Aufgabe,  insofern 
bei  solchen  Aufgaben  als  ein  besonderes  Moment  immer  die  Auf- 
i^tieTlung  der  Bedifigunigen,  unter  denen  die  Aufgabe  möglich  oder 
unimögiich  ist 5  ins  Auge  gefasst  «rerden  mus^: 

Wenn  die  Gfuudiinie  o,  d)e  entsprechende  Hohe  A 
eines  Dreiecics  und  die  Summe  der  Quadrate  s^  der 
beiden  anderen  Seiten  dessielben  gegeben  sin^:  .  das 
Dreieck  zu  bestimmen. 

Trennt  man  die  beiden  unbekannten  Seiten  des  Dreiecks  a;,  y 
und  den  deir  Grundlinie,  a  gegenüberstehenden  Winket  A;  so  hat 
man  die  folgenden  Gleichungen: 

a:*  +  y«=«*,    a:^sin^=:aA9    co8A= — ^^^ -.9' 

woraus  sogleich  die  Gleichung; 


also 


4aW  +  (««—««)»= 4a: V 


folgt.    Daher  hat  man  zur  fiestimniung  von  x*  utid"^  die  beiden 
Gleichungeii :     ''  ^  '''  ^  ""  '^' 


«7» 

wodurch  die  Aufgabe  auf  ein  ganz  be.kiinntea  ar.itiimetische^  Pro« 
blem  zurückgeführt  ist.         . 

Leicht  erhält  man  buh  ferner  die  beiden  Gleichungen: 

also:  '     7^ 

.  2«*= *«  ±a  V25«-(a2  +  4A«), 

Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert  nun  jsuvördersi»   dass 

2i«^a«+4Ä« 

sei.     Weil  aber  ferner  a^  und  y^  auch   beide  positive  Grossen 
sein  infissen,^  so  inui$« 

oder 

**^Ä«{2^--(o«  +  4A«))  ^     ' 

sein 9  was  leicht  zu  der  Bedingung 

.  ■         .  '.  ■       '  ■  "i,.'-'" 

führt«    Also  erfordert  die  Möglichkeit:  der  Aufgabe,  dass  : 

■>  >  a* 


' » :  ■ . 


Von  dem  Herausgeber.' 

Au  f  g  a^b  e. 

Die  Verhältnisse  der  Seiten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  in  dem  sich  die  Abschnitte  der 
Hypotenuse,  in  welche  dieselbe  von  dem  auf  sie  von 
der  Spitze  des  rechten  Winkels  gefällten  Perpendi- 
kel getheilt  wird,  wie  mm  verhalten  (Taf. V. Pig.  12.). 

• .  •    .      .     '.  '      » : ;  '.   ■.  ■  • .     •       ■  ..... 

Auflösung.  V 

Wegen  der  Bezeichnungen  «.m.  die  Figur  auf  Taf.  V.  Fig.  12. 
Nach  der  Voraussetzung  ist 

.1..  -       '''      .■      \.i.    •>.         »    ■■.      '.         •         .  .  '  "i  ii  ^  .i\    i 

•  "    ••  •      ■'    i\. 
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.-•^^        -.      ;      ''•ttikfSSi'l^l^^     .^A~..^V'^ 


V.    • 


also  yttt-ar,  wöt^üg  dlön 


**       /  •  '  *       /  .  i     .  .       . 

ergiebt.    Bekanntlich  ist  nun  ,   .1- 

edev  es  ist: 

Viw+w               4/^  4/Tm  +  ».               Arm+n  iTm+n 
,    t?=arV  —  «V  ,    w=a:\  — ^— «V  " > 

IMJ    -    -.      ■  «  f'»'  >»  •  - 

also:    u:v:w=zl:\  -:y  =Vm:Vft: V^m  +  n* 

Für  »1  =  1,   w=:?  ist:    a«:t?:fr:i=:ilJV2;V3. 


Bemerkung  zum  Archiv  der  Maifaenoatik.  und  Physik,   1858, 

XXXII.  ThL  1.  Hft.  S,  118,  Nn  IX, 

.        i  .  s  .  ,  ■         t  ■  t  _.  •  .       V        ■ 

Von  Herrn   Professor  Matska  in  Prag. 

Da  der  verdienstvolle  Herr  Hejatisgeber  des  Archivs  von  dem 
in  dieser  Miseelle  mitgetheilten  und  ausführlich  zergliederten  Be* 
weise  der  Flächengleichheit  syhimetrischlir  ICügeldrei 
ecke  andeutet:  „es  söUe  damit, keineswegs  gesagt  sein^  dass  er 
(der  Beweis)  sich  nicht  vielleicht  schon ''In  anderen  Biichem 
findef ;  so  erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  der  Grundgedanke 
des  Beweises,  diese  Dreiecke  mittels  grösster  Kreise ,  durch  die 
Axe  (oder  Pole)  der  die  Spitzen  des  einen  und  des  anderen  Drei- 
eckes aufnehmenden  zwei  Parallelkreise  und  durch  die  symmetri- 
schen Paare  der  Dreieckstitpitzea  gelegi^  in  drei  Paar  congruente 
gl^icfi^cbeoklige  ^ugeldreieck^  zu  zerschneiden ,  bereits  mit  wenii 
gf;9  aber  genügenden  Worten  in  meiner,  im.  September  1834  ber«> 
^u|sgeg;ebenen  Uqb^rarbeitung.  des  zweiten.  Bandes  von^  Vega's 
Viprlesqngen  über  d.  Mß.th«  S.290.  §.578. 1.  durchgeführt  worden 
ist.  leb  n^uss  jedo^b  bin^ufüge^,  dass  diesef  Grundgedanke  der  Bß» 
weisfübrung  keineswegs  mein  Eigen th um  ist,  sondern,  wenn 
ich  nicht  irre^  einem  Aufsatze  in  Crelle's  Journal  für  Mathe- 
matik entlehnt  wurde. 

.Li  .y'\\  .  '  :J.  .J —   '       fy        . .  </ 


'  ■ .  > 


Draekfehler.    S.  472  in  der  letiten  Zeile  muaa  |— c|  statt  |— i^| 
gesetit  werden. 
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■••  J* 
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-  l. 
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,v  •  .      t    ^^^  '■'  %      —• 
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Literarischer  Berieht 


cxxv. 


Geodäsie. 

Ueber  die  Berechnung  der  Flächen- Inhalte  ganz 
oder  fiberwiegend  aus  Original-Maassen  von  J.  J.  Tor- 
länder» Konigl.  Preuss/Steuerrath*  Leipzig.  Teubner. 
1858.    8. 

Diese  Schrift  enthält  eine  ausführliche  Anleitung  zur. Flächen- 
berechnung, hauptsächlich  aus  rechtwinkligen  Goordinaten.  Für 
den  Mathematiker  enthält  sie  nichts  Neues«  aber  manche  prak* 
tische  Winke«  räcksichtlich  der  zweckmässigsten  Anordnung  md 
Controlirung  der  Rechnungen«  welche  sie  ffir  Praktiker  jedenfalls 
lehrreich  machen«  die  wir  daher  auf  dieselbe  hinweisen« 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  ffir  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters»  Di* 
rector  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  L  Heft  1.  Mit 
vier  Karten.    Altpna.    1858.    8. 

Herr  Professor  Peters  in  Altena,  der  sich  schon  durch  die 
Herausgabe  der  «»Astronomischen  Nachrichten'^  so  grosse 
Verdienste  um  die  Wissenschaft  erwirbt«  fugt  denselben  durch 
die  Herausgabe  der  obigen  Zeitsohrift  ein  neues«  nicht  minder 
grosses  hinzu«  und  kommt  dadurch  jedenfalls  einem  wesentlichen 
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Bedürfnisse  entgegen.  Denn  welche  Wissenschaft  muchte  sich 
wohl  mehr  zur  populären^  —  d.h.  hier  nur  vom  strengen  mathe« 
matischen  Gewände  so  viel  als  muglich  entkleideten,  —  Darstel- 
lung eignen;  weiche  mehr  eine  möglichst  grosse  Verhi^eitung  auch 
unter  denen,  die  höheren  mathematischen  Entwickeiungen  nicht 
zu  folgen  im  Stande  sind,  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  be- 
rechtigt  sein,  als  die  dem  Menschen  von  der  Vorsehung  so  nahe 
gelegte  Astronomie  oder,  wie  wir  hier,  gewiss  im  Sinne  des  ver- 
ehrten Herrn  Herausgebers^  lieber  sagen  möchten,  die  Wissenschaft 
vom  Weltgebäiide  im  Giroisen  iii^  Cvanzea*^  D%^  ofiae  eine  Kennt- 
niss  diesef  ^nefidlich'' eÄ)abeh6h  Wis^enäAlaft  liis'' zu  einem  ge- 
wissen Grade  eine  vollständige  .Bildung'  des  Geistes  nicht  mög- 
lich ist^  dass  Jeder,  wer  sich  ifiicht  ifi  deren  Besitz  befindet,  nicht 
bloss  einen  hohen  geistigen  Genuss  entbehrt,  sondern  auch  auf 
dem  mühevollen  von  Widerwärtigkeiten  nicht  freien  Gange  des 
Lebens,  gewiss  zu  seinem,  grös^ten  Sf^b&den,  einen  Wegweiser 
verliert,  der  ihn  unter  allefn"  Stü^men^  ihimer  auf  das  hinweiset, 
was  (iber  dem  Lebea  stehet  und  in,  deir,!l7i>?ndUcbkeit. liegt:  da- 
von^  ^ai^  wenigstens  Niemaipd  mehr  überzei^gt  s^inaljf  4fi'-{|^r 
terzfichnete.  derselbe  bat  dfther  das  Ersc^inj^p  dieser,  peu^ 
Zeitschrift  mit  der  grössten  Freude  begrüsst,  niclit  blos»  weil-^t 
dieselbe  als  ein  wichtiges  Beförderungsmittel  allgemeiner  Bildung 
betvitebttt;?  soiidero  natoentlfch  auch  deshalb;  *  weil  •6fi'<^^'S^ade 
beH  eine« '  soleh^n  Zeitschrift' von  der  gr^^ssteii.  Wichtigkeit  Mv 
überfleugt  iisl,  dasst  deren  He^rausgabe'  in  den  Händen  <Mn(efiB  mit 
d«v>  Wissen^haft  bis  in  ih«e -grössten  fiefen  veUk^imaeii 'vertrM^ 
ten^'iMUniied'Kegt '-         •'■"    ••  ••..r-^^ü   , .;    .-..la  K.,)>.ir.  " 

Dass  der  Herr  Herausgeber  die  Aufgabe  seiner  Zeitschrift  in 
sehr  zweckmässiger  W^eise,  keineswegs  vorherrschend  bloss  im 
strengen  astrouumischeü  Sinne,  sondern  weit  mehr  im  allgemei- 
neren S^ipne  des  .Koa^ino^  au f:&u fassen^  ged an |^t,  erhellet  schpnAaus 
dem  ^4irt-li6^e'ndön  *^ef st e^  Mefti  ' kdf' '  (f  16  uiYzwei deufig^le  '  Wö^e. 
Denn  dasselbe  enthalt  zunächst  einen  Aufsatz. üb^^r  die  „Perio- 
dischen E'rscheinung'^h  der  Pfiili'iin*  Von-'A!'  Q^dWie'let, 
O^ir'^ctor  der  Stef-ri warte  in  Brdss'öl^'in  welcheih  Üeif 
Q'ütet'elet  eirte"  tiberaiis*  lehrrerchö  und  vollständige  Üetiersicbr 
Aer- über  diesen  Gegehsta'rtd,  zu  desseh  Beäj-fceitung'dieV erste 
Anregung  gegeben  zu  haben  er  selbst  bekanntlich'  das  grol^^e  Ver- 
dienst. h?it,.  bisher  ,ange6te||tfen,  lJntersuc^|ingeDoJWid./0in^;torle- 
gung.d^r  dab,ei  befolgten  'MÄthpde;  in  einer  .ganz:4llg0meia..|Pieti 
^tändJichen  Sprache  giebt,  so  dass  wir  diesen  Aufs^i^z  eiqenii  Jer 
den^  yver  sich  selbst  mit  so  verdienstlichen .  Untersucbuogen  th 
bejscbäftigen.  gedenkt,  .nicht  genug  zur  Beachtung  empfeii|e»^J£4ki«^ 


{...'.  <  i  • 


niäm  0  WA  äi6h  mM  Aet  besten  ^abel  Äu  befolgendeil  MetiMdd  naA 
deü.nie  jhi»  «te«' Auge  bu: Verlierenden.  G^sicbtspuakten  bekaBntaa 
machen.  Nach  einer  allgemeinen  Einleitung,  in  wekhec  mit.R«chl 
der  grossen  Verdienste»  die  namentlich  auch  die  Herren  Kreil 
und  Fritsch  in  Wien  sich  um  diesen  Gegenstand  erworben 
baben^  gedacht  wird,  handelt  Herr  Quetelet  I.  Ueber  die 
hauptsächlichsten  Ursachen^  welche  auf  die  Entwick- 
lung der  Pflanzen  von  Einfluss  sind,  wobei  alle  bei  den 
betreffenden  Beobachtungen  zur  Geltung  kommenden  allgemeinen 
Gesichtspunkte  gehörig  hervorgehoben  werden.  Dann  bespricht 
er  II.  Die  periodischen  Erscheinungen  der  Pflanzen  in 
Brfissei/  und  endlich  lll.  Die  periodischen  Erscheintiti- 
gen  d^r  Pflanzen  in  Belgien  und  im  übrigen  Europa, 
Alleis  in  eiti^v  überaus  lehrreichen,  allgemein  verständlichen,  zu- 
gleich die  trefflichste  Anleitung  zur  Anstellung  ähhlicber  Beob- 
achtungen gebenden  W:ei^e>  «iq  dasS;..wir:.Herr/9.Qa€itqlet  für 
diesen  Aufi^atz.;tu, dem  lebhaftesten  Danke,  verpflichtet  sind.,  r^ 
AnßSßi  diesem  .Aufsatze  enthält  das  vorliegende  Heft  noch  dea 
folgenden  zweiten,  (gleich  vorzugliehen  Aufsatz:  „O^s  magno/ 
tlacMe,$y.stem  der  Erdevon  Ch.  Hansteen,,PireqtoT  df^r 
S-teriiwArte  iU:  Christiania'V  welchem  vier  magnetische  Kar^ 
tofi  h4^igegeben  sind.  D,a  dieser  Aufsatz,  ei^ev  der  trefflkhstea 
(äel^l^rten  zum'  Verfasser  hat,  r welcher  fast  «ein  ganzes  Leben 
d^  •EU&Tschar^^.  «der  Gesetze •.  d^fr.' Magnetismus  üb^^hjanpt  .und 
basdndecs  ,de»  Erdmagnetismus  gewidmet  hat,  so  ist  einei  weiteije 
Empfehlung  desselben  ganz  ühcrflüssig^  wenn  wir  pui:..  une^ieii^ 
JUasero  die. Versicherung  gaben,  dass  auch  dieser  Au£§(at9:  jn  ein^i; 
giaqz.  allgemein  verständlichen  Sprache  gelialt^n  ist,  ;wenn  auch 
freilich  dabei  einige  wenige,  ganz  elementare  mathematiscba  Kea^l- 
nisse  vorausgesetzt  wercjop  mussten.  ■■,'.,- 

Daß  zweite  Heft  wird  einen  Aufsatz  von  Herrn  AI  ädter  ent- 
halten: «,Zur  Cometenkunde^S  ausserdem  einen  Artikel  über 
dessen  Gentralson^ne  und  eine  Uebersicht  des  Sonnen- 
Systems..  Ephemeriden^  welche  das  frühere  von  Schumacher 
herausgegebene  Jahrbuch,  als  dessen  Fortsetzung  di^se  Zeit-^ 
schritt  zu  betrachten  ist,  enthielt,  wird  diese  Zeitschrift  nicht 
enthalten;  dagegen  aber  ausser  den  astronomischen  und  physika- 
Hschen  Abhandlungen  auch  Tabellen,  so  weit  dieselben  für  Jeden, 
der  sich  irgend  mit  Naturwissenschaften  beschäftigt,  von  Interesse 
sein  können. 

Wir  sagen  dem  Herrn  Verfasser  für  dieses  neue,  sehr  zelt- 
gemäa^e  Uptexpehmen  im  Namen  der  Wissenschaft  unsern  wärm- 
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•tm  Dank,  und  vrflnschen  sehr,  dass  demselbcfn  4afi  Pablikina  4^ 
regste  Theilnahme»  die  es  so  sehr  verdient,  im  weiteeten  Kvrtae 
aebeoken  möge. 


Physik. 

Die  Principien  der  heutigen  Physik.  Bei  der, Feier 
der  Dehernahme  des  ehemaligen  Dniversitäts-Gehäar 
des  von  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wisseiischaf- 
fen  am  XXIX.  October  MDCCCLVII  vorgetragen  von,  deim 
wirklichen  Mitgliede  derselben  Dr.  Andreas  Ritter 
von  Ettingsbausen.    Wien^ 

Leider  Ist  uns  diese  am  29sten  October  1867,  dem  Tag«,  vr# 
das  f&r  ihre  Zwecke  prachtvoll  hergestellte  ehemalige  Oniversl- 
tfttsgebäude,  die  sogenannte  Aula,  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien  zu  ihrem  Gehranch  übergeben  wurde« 
gehaltene  Rede  erst '  vor  Kurzem  zugegangen ;  sonst  würden  wir 
unsere  Leser  schon  längst  auf  dieselbe  aufmerksam  gemacht  ha- 
ben, da  sie  gar  sehr  verdient,  in  einem  weiteren  Kreise,  ah  es 
bei  Crelegenheitsschriften  dieser  Art  gewöhnlich  der  Fall  m  tnkft 
pflegt,  bekannt  zti  werden.  Denn  der  geehrte  Herr  Verfamier  hat 
in  dieser  Rede  die  Principien,  auf  welchen  das  Gebäude  der  heu- 
tigen Physik  ruhet,  wobei  er  das  ganze  Gebiet  der  Wissensshaft 
durchläuft,  dem  Leser  in  kurzen  aber  kräftigen  Zügen,  vor  die 
Augen  geführt,  und  die  Aussichten,  welche  dem  wissenschaftli- 
cheii  Forscher  ftlr  die  Zukunft  sich  eroffnen,  deutlich  dargelegt, 
so  dass  ein  Jeder  von  der  Lesung  derselben  gewiss  mit  Befrie- 
digung und  mannigfaltiger  Belehrung  scheiden  wird.  Auf  eine 
nähere  Angabe  des  Inhalts  können  wir  hier  um  so  weniger  ein- 
gehen, weil  Alles,  wie  schon  erinnert,  nur  in  kurzen,  aber  eben 
deshalb  um  so  eindringlicheren  Zügen  gehalten  ist,  und  bezwecken 
durch  diese  Anzeige  auch  nur,  unsere  Leser  auf  diese  jeden- 
falls sehr  beachtungswerthe  Rede  aufmerksam  zu  machen. 

Stündliche  Barometer-Beobachtungen  zu  Krakan 
in  den  Jahren  1848  —  1856.  Auf  öffentliche  Kosten  her- 
ausgegeben  von  Dr.  M.  Weisse,  Director  der  tf.  K. 
Sternwarte,  und  Dr.  A.  Kunes,  Adjunct  der  K.  K.  Stern* 
warte.    Wien.    1857.    4. 

Diese  stündlichen  Barometerbeobachtungen,  durch  d^en  Po- 


Mlettim'0icb'4l0  flerriMi  HenMsgebar  jed^nMb  ein  grosies  Var- 
fllen«!  enf^rben  bftbeiiy^ibeglniiMi  mit  dem  1.  AprU  1848i  und"  w«r^ 
den  mit  Ausnalime  der  Monate  November,  Ueeember  1848;  JSnn^, 
Feb.niar,'Mfini'1849>  «nunterbroehen  fortgesetit  mit  Hülfe  einem 
Antograpben,  weldier  nach  Angabe  des  Herrn  Director^fiLaril 
Kreil  (damals  in  Prag)  ifom  Meebaniker  Wenzel  Spitra- ans* 
geföbrt,  und  dessen  Bescbreibung  in  den  ,, Magnetischen  nnd 
meteorologischen  Beobächtnngen  zu  Prag.  Band  IIL^^ 
enthalten  ist.  Den  ständliehen  Beobachtungen  gehen  noch  tM 
besondere  Täfeln  voran»  In  der  Tafel  I.  sind  die  Jahresinfttel 
der 'einzelnen  Standen  von  1848 — 1866  angeßihvt  und  zu  eine» 
Crraammtoittel  zusammengestellt.  Die  Stundenmittel  der  einzeln 
nen  Monate  sind  schon  bei  den  OriglnaU  Aufzeichnungen  selbst 
gegeben^  Zar  Kenntniss  des  monatlichen  Ganges  des  Luftdruckes 
dient  Tafel  IL,  in  welcher  die  Monatsniittel  der  einzelnen  Jähre 
snsailNMngestellt  md  mit  den  aUgemeinen  Jahresmitteln  VergKcbeii 
erscheiiien«  Die  ÜMt  IIL  zeigt  den  Gang  des  liuftdruekiis  km 
Laufe  des  Tegel»  ftlr  die  einzelnen  Monate  am  In  der  Talel^  1¥; 
findet  man  die  Jahresmittel  des  Luftdruckes  und  der  Temperatnv 
Ar  die  Jahre  1826  bis  1856  und  die  Spannkraft  der  Dünste  ftl# 
die  Jabte  1836  bis  1866.  Die  Wissenschaft  ist  für  diese  Ar  die 
Meteorologie  jedenfalbi  sehr  wichtige  Publication  den  Herren  Her- 
nnsgeliem  und  den  hohen  Staats«  Behlirden,  durch  deren  Munifi» 
cen»  dieselbe  möglich  gemacht  wnrde,  grossen  Dank  sdnildifi 
niid*  Icann^eine  ununterbrocfaene  Fortsetzung  derselben  nmrdffaH 
gend  w^ftischen« 


.;»,. 


Jahr^iiherlcht'fiber  die  Portschritte  und  Leistdh« 
gen  Im  Gebiete  der  Fotögrä'^hie  uiid  Stereoskopfl^^ 
mit  genaueirNachweisung  der  Literatur.  Für  1856/  Von 
Karl  Jos.  Kreutzer.  IVien.    Seidl.    1858. 

f 

"  /        .••'ritj 

Wir  haben  schon-  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.5.  ant  4li| 
Verdienstlichkeit  und  Nfitzlichkeit  dieser  Jahresberichte  fiber  eine 
der  wichtigsten  neueren  Künste,  deren  Einfluss  auch  auf  die  verv 
scbiedene»  Wissensebaften  sich  jetzt  noch  gar  nicht  absehen  iässl; 
aufmerksam  gemacht,  und  freuen  uns  daher  recht  sehr,  schon 
jetzt  deren  Fortsetzung  anzeigen  zu  ki'moen.  Bei  einer  so  sebr^ 
im  raschen  Fortschreiten  begriflfenen  Kunst  wie.  die  Photographien 
die  gewiss  fernerhin  nicht  mehr  bloss  der  Annehmlichkeit  des 
Lebens  dienen,  sondern  unzweifelhaft  immer  mehr  und  mehr  Be- 
deutung flBr  das  eigentliche  wissenschaftliche  Gebiet  sich  erringien 
wird,  sind  aber  dergleichen  Jahresberichte  wie  die  vorliegenden 
jedenfalls  um  so  verdienstlicber.     Der  Herr  Verfasser  iiat  daher 
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mrsiterl.hat  » i>er  fiefiolit  ifiii&Mtr  di08toal>9IMl  SMHMii/iVQAridili 
AfUMfige  und  iMUtheilungen'  ans  det  j|roB8ttü(.Me«ipe:yi»li  immth 
leiiMond  Mieren  Schrifte*.  iäiid  «#  »mflQhHkb.'g^elHiiVis^UMil^M 
imd^Krieder  dhrch  Bolzsch nitre  erf&utert^i  daaii.tean  j#tet.ofeiiliq|ir 
eioiiaefar  ivertbvoUes/^oMäßiAdigei«  Repei(tDrtiinkM'aUfc»tMtrgeiidrfiel 
dauiunf  babeaden  Ai4)ieiteR  a«f  de«  Gclbieia  dea-l^liotogra^iet4|i 
d(M  betcdffenden  Seitvaunie.  var  dich  b«t,:  fir  f^ebQli«i.ntti»»d«iii 
H^rfl'Verfafiuter  lebhaft <'daribeb  maaa.  .Aoehnhlil  dtt^^UmlfMm 
tecM'getfbaii^dJass  <er  jetzt  die  Si^eoelcopiA  mit  bft  däti  Kfei*  dkH 
•er  JahDesberichi»..ge«egeBifhat.    Dik  die/ eitidelDett  Uan^Aruhriheii 
dee.fehal&i  Im  Ganitendieaelbea'gebliebennaiDdir^svidJli.rdewiiI^Ilf 
tedberieM0!'fi3i' -1806^  so  wird  es  deir  ^KUrmet?^wb§^  fonfigini.  ia 
dieber  iBeiubbul)g^.«<if  unsere  iAnaeige  dieselt  fröhefresirJahfgaiiiaf 
io.d^r  <obeln  aiigeedbdneti  NttnunüBr  4bs  Lilerav«  Ber..  tn  ii^afl^efa^tl« 
9ei  ÜJisclMiilt:  niAalvIenddttg^-deT  'gisltef[t>ayMe1t'a»fciJto«W>gJ 
Mrh&ltlMsiteäs^ig^  seht  r^ichbalfig»    und;  kat>1iin«^be8ambM'>bH 
tlMdstfl^  weshalb  vrir  hier  Einiges  daraustanfäfarea^jriiltleiM«  IQntQl 
^!weiideB  i^ehb  felistlnidig  die  Aaweudnngea  fldHl.  EUbengaaS'  l^ott 
Dibekferälent  filr  die!.P»es8e*>bei^ocbeni    Udter.  10  k<rtalpeauTea=t 
8cliicdeae<^»ändere  Anweadungm''''derPhotogtaphjie  rtat  -S^flicbfib 
aäiAlich:  •^«faelchnungeh  .ineteorologisober  ;-B<'acbjaii|anged^fiir0bal 
btiasükt:  wird, :  dasb  an 'deir/ Sternwarte  in^Piirisi.jiituehirdiet'iiiilagaeii 
flsdwli  ßdobaicbtiiBgeii  airf  pbotogra^diischeni :'^Wieg<iiiaa%i»z<^u4iT 
Bttt;werden.  —  Aktinograf,  lastmaiebt^ .  welahes  die> ZettfUiqfcle 
and  die  Dauer  des   Erscheinens   und  Verschwindaos';)d#S  ;3bQae 
anzeigt.  —  Fotographischer  Barograf  und  Thermograf  von   Ro- 
nalds, r-^  FQLtpgriif^hische  Bi(der  der  Mp.ndfins^rnisß.-a^^^ 
ber  185Q  von.de'.r]ß^pine.and.Qjuinet»  ,Berts,chy^dÄrbäui^ 
7^  ^ondbiid  yen  R.  P^  »$ecch|  in  Rom ^  l^)c$inii^iieb ^in  |>raicht,vot 
ies  Papierbild  in  grossem  ^f^^isssts^be.  7-  ^Qt;ographi3ch{G|  «Exzeu« 
gung  von  Bildern  der  Himmel körper  von  Durieu.  — ^  Benutzung  der 
Vetograpbie  TiSr  die  Topographie  von 'Mi  tsckedick-ri  BedMtung 
dier  F«tegra(jhie  fär  die  Teehndciaaeb  J^hson.  -M MVerbdtiHig 
dldlr' Nachahmung   von  Kassenbillets  Ton  U.' Kno»e<' •^•Yeraiei 
rimged  atif Steiil- undMefaüplatten  vo»Nieptev  -^ Fdlogfaphiadia 
Wiedergabe  alter  Urkunden  yon  M.  Lyte*  -*  Fotographie  wilna 
aibpischeir  ißegfenstände   von  J.  U  el  ve« i  . Anweaditngeo  iin  •  dal; 
<)fatrurgie*tind  0ekoiiörilie;'^-   -  ;r  •  -  .  .'f    .'>,:m^j;!   yj 

.  •    >Vir.  wÜRScben  einf»  Fortaetzimg,  dieser  Jahresbericjote  recht 

■**'*■'"  •     ■  ^. ^ '  f.  ,  I  •,'  .,f   ■•■    -'^.i 

Wr^"i  ;•-  •;!•.•....-.■-     •    •    '  ♦  ■     i;!  if   •>;  ;.    -.-U    ViUlhfo'. 
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.,)V|l]|fftJ[filudM:diesMr  irek>4ientftUclii^ir'Aiiltbe»l«age0<u&t:<''j¥i.i<(^fl«^ 
Vy^hofiAHihreitmit  i&eHe*  lofegratitknsgrterfien  'iii';i»  iiffia^ 
^müif  irieici^c^iKWectliuag-'^estitiiwter  D^P'peMh4eg«tfl« 
g4iM0[Ue.4bi  i^he r f i  Eatf «te;t»iFg.  A;.'  AUgeinein^e  fnteUAestin^ 
siilttg'-^iiMt.  df eiAcHaigen  ^lUpsdiSsi  upd^  Im  Bb^indfern^  ^iner  deiw 
«)t%eil>  awemehiviiiiikiigeii;  Pyramide«  <  ^  ß.  AHge«i^iiie''f9lteb«iiii«4 
9ti»li'Aii]0gi  eine^iidlfliaefisigiia^  Bllij^s Aids  und,  im  fiedoqd^rrii  eldbcÄ» 
dteaifigefi  «fmMrecfatwiinkligbfi  i  Dreieekfi.  r  C.  iBismerkimfeii'  4ttw 
imeUM  Ba»^  (meiner liitegrdlrechpüiigli  VlIL  §;  Illt  ]W.  415i^424i 
-tf/VilL  De^ie^^.QivIg'^kiilHi^  lni^gi#allonBi^erri«ht«n)^^ 
wasofeneoei  lirte^afeigpbni^ssißiiJ-r^  ^IK  üinl^^cii^liweiii»^ 
dirqg«id  derl  mraligbiniei|ieTt«ln.£t}ir  bl9||^tBe1i^i|KR^IIi»UH^ 
IXki^Zfo^ab^^'Biof rJii^kdb>;Beriroi]ffi'»€b\dii  Fonktf e^n^^ttnufc 
BiiiniilHr«|ibgi>elif^«)  ii-«oeti,  di^s,|la1er'«elle  F«nfetio-iiH 
g«naUtit|  ti&^£fir.  Ja&^bivBerROiiHi -sobeh'  Fuoktron.  '^ISLnfKiß 
B^Ldr'wbex^mditipnt t*Wi  XaiDeJ^e^  di«  IlntegT«i.tidD  4et  p^iM*^ 
tielieii  Differentiaigleichungt^Mr^eiteüOrd'ituarg  • .  [  :^  i '{ 


«. 


Miscellen.     a.  Ceber  die  BescbaSenheit  des   Produkts   zweier 
Zahlen  mit  beliebigen  Vorzeichen,    b*  Beiträge  zur  Funktion 

,  .       X      sfl     x^     a^     x^ 
9'(«)==  iS  +  ^  +  3ii  +  4;+5i+  in  Inf. 


Bulletins  de  rAcad^mie  Rovale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (VergL  Literar. 
Ber.  Nr.CXXIV.  S.U.) 

Tome  XXIII.  II*»«  Partie.  1856.  Sor  ies  tremblement  de 
terre  ressentis  en  1855,  avec  ies  Supplements  pour  Ies  annees  an- 
t^rieures;  par  M.  A.  Perrey.  Rapport  de  M.  Queteiet  p.4«  — 
Note  sur  Ies  tremblements  de  terre,  en  1855,  avec  snpplöments 
pour  Ies  annees  antörieures;  par  M.  A.Perry.  p.23.  —  M.  Que- 
teiet donne  communication  des  observations  qüi  ont  ^t^  faites, 
au  commencement  du  mois  d'aoüt  dernier,  pour  constater  le  nombre 
et  la  direction  des  ötoiles  filantes.  p.  298.  —  Lettre  adress^e  de 
Munster,  le  15  aoüt  1856,  ä  M.  A.  Queteiet  par  M.  Heis  p.302. 
—  Extait  d'une  lettre  de  M.  Coila>   directenr  de  Tobservatoire 
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möttforologique  de  P^^ne  4  M.  A.  Qii^telel.  p.306.  —  Note 
sur  quelques  dispositions  k  donner  k  )a  inarmite  de  Papio  et  enr 
OD  avertiefleur  ^lectriqae  par  M.  MeUeos.  p.311.  -^  D^mon- 
etratioD  d'iin  Pöatulatum  d'Ei^cljde  (Deiix  dreltea  Tiine  perpendi- 
caläire»  i'autre  oblique  k  une  m^me  troisi^me  ae  rencontrenty 
lerequ'eUea  ««fnt  eitu^ee  däoe  le  liltoe  plan  etsufBeamnieiit  pro- 
loDg^s).  Par  M;  Lamarle.  p.  408*  -^  Sur  lea  triangulatloiie  qui 
ent^t^  ÜE^itea  en  Belgique  ant^ienrenent  k  1830;  par  le  g^n^ral 
Merenbiir|:elr.  p.430.  *^  Des  obaerTatohreedttiioffd  de  i'Alle* 
nagne  et  de  ta  HoUande;  par  M.  E.  Qnetelet.  p(.460.'«-  Sur 
le  «aagii^tisnie  terrestre  dans  le  uord  de  TAllenagBe  et  daiis  la 
Heilande;  par  M.  E.  Queteiet  p.  405.  —  Mtoolre  eor  f^tat 
aetueile4ee  ligues  isocliniques  et  isodyhamiquee«' doiia  le  Grand^ 
Br^agoe,  la  HoUande,  la  Belgique  et  ia  France,  d'apr^s  iee-ob^ 
servatioBA  de  l'auteur;  M«  Mahmoud-El'feAdi,  aatrenome ^gyp* 
tiea.  Rapport  de  M.  A.  Queteiet.  p»620.  —  Sur  Teziatence 
d'vne  almospbere  autour  de-bi'lnne;  par  M*  Geailler.  Rapport 
deM.Liagre.  p.62GL  —  Horlogee  ^lectriqaes;  par  M.  Gerard. 
Rapport  de  M.  D  e  V  a  u  ^  p.  636.  —  Dömenstration  •  de  Poetulatoa 
A'SuclKle  (Note  additionhelle*}.  Par  M.  Lamarte.  p*637.  ~ 
Mete  pour  ddoientrer  J'ezistenee  d*line  atmooph^re  autour  de  la 
lune;  par  M.  Geniller.  p.654«  ,:.    - 


•)  8.  laben. 
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Nathematisclie 
Qnd  pAysikaliscbe  Bibliographie 


Den  naeh«teheniieD ,  «u«  ^om  znr  Pnblication  nns  bcfondera  xuge- 
sandten  Catnlog  neuerer  mathematiecher  «nd  p1ij«i1cali«cher,  in  Italien 
«rachienener  Schriften  lacsen  wir  der  grossen  Wichtigkeit  seines  Inhalts 
wegen,  «nd  nui  die  darin  veraeichneten  Schriften,  wie  dieselben  so  sehr 
verdienen,  |n  einem  indglichst  weiten  Kreise  bekannt  zu  jnachen,  hier 
TDÜständig  abdrucken.  6. 

CATAL060  DI  LIBBI 

V£NDIBILI    IN    liOMA    NELLA   T1P06RAFIA    DELLE    SCIENZE 

MATEMATICHE    £  FISICUE. 

(Via  Lata  n^  21t.) 

fr.  cen. 

BARCIÜLLI  (Faancbsco),  Memorie  intorno  a  Fra  Luca 
Pacioli  e  Pietro  Della  Francesca  recitate  neli'Accademia 
della  Valle  Tiberina  Toscana  di  Borgo  S.  Sepolcro  negli 
anni  1830  e  1831  dal  socio  ordinario  Can.  Francesco  Bar- 
ciulli  Roma,  Tipografia  delle  belle  arti,  1852,  in  8<>,  di 
pa^.l9  (Estratte  dal  Giomale  Arcadico,  tomo  CXXVl)    1    50 

BONGQMPAGMI  (Baldassarre),  Intorno  ad  aicuni  avan- 
zamenti  delia  fisica  in  Italia  nei  seeoli  XVI  e  XVIL 
Roma,  Tipografia  delle  belle  arti,  1846,  in8o,  di  pag.48 
(Estratto  dal  Giomale  Arcadico ,  iomo  GIX,   1846)   .    i     — 

—  Della  vita.e  delle  opere  di  Gherardo  Cremonese  tradut- 
tore  de!  secolo  dnpdecimo  e  di  Gherardo  da  Sabbionetta 
astroDomo  del  secolo  decimoterzo.  Roma,  Tipografia 
delle  belle  arti,  1851,  in  4^,  di  pag.  109,  con  due  fac- 
simili  (JDagU  Atti  delT  Accademia  Pontificia  de*Nuovi 
Lincei,  anno  IV,  sessione  VII  del  27  giugno  1851)    .    5    — 

—  Della  vita  e  delle  opere  di  Guido  Bonatti  astrologo  ed 
astronomo  del  secolo  decimoterzo.  Roma,  Tipografia 
delle  belle  arti,  1851,  in  &<>,  di  pag.  94  (Estratto  dal 
Giomale  Arcadico,  tonfo  CXXIl)      ..•...•    3    — 

—  Ginnte  e  correzioni  allo  scritto  intitolato :  Della  vita  e 
delld  Opere  di  Guido  Bonatti^  aistrologo  ed  astronomo 
del  secolo  decimoterzo,  in  8^^,  di  pag.167  (Estratto  dal 
Giomale  Arcadico,  tomo  CXXIII— CXXIV)     ...    2    50 


II 

fr.  cen. 
BONCOMPAGNl  (Baldassarrb)»  Delle  Tersioiii  fatie  da 
Piatone  Tiburtino  traduttore  del  secolo  dnodeehno.  Roma 
Tipografia  delle  belle  arti,  1861,  in  4^,  di  pi«.42  (Bt^ 
Atti  delT  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  anno 
IV,  sessione  Vi  delf  U  magffio  1851} 3    - 

—  Della  Tita  e  delle  opere  di  Leonardo  Pisano  matema- 
tieodel  secolo  decimoterzo.  Roma,  Tipografia  delle  belle 
arti,  1862,  in  4«,  di  pag.  128  {Dagli  AUL  delT  Aceade- 
mia  Pontificia  de*  Fiuoti  Idncei,  anno  V,  sessiani  /» 

//  e  in,  1851  -  1852) 6    - 

—  Intomo  ad  alcnne  opere  dl  Leonardo  Pisano  matena« 
tico  del  spcolo  decfmoterzo.  Roma,  Tipografia  delle  belle 

arti,  1854,  in  8®,  di  pag.  400,  con  nn  fac  simtle    •    .    6    — 

—  Intorno  alla  risoluzione  delle  eqqazioni  sinraltanee 
a:«  +  A=y2,  ar«— A=2«.  Roma,  Tipografia  delle  belle 
arti,  1855,  in  8»,  dl  pag.  22  (Estratto  dagti  Annali  di 
scienxe  matemat  e  fisiche  pubblic.  in  Roma,  aprile  1855)  -  1    50 

—  Intomo  ad  una  proprieta  dei  nomeri,  in  8^»  di  pag*  4 
(Estratto  dagli  Annali  di  scienxe  maiemaiiche  e  fisiche, 

tomo  VI,  settembre  1855)  .- .    •  —    40 

—  Intorno  a  varie  pubblicazioni  del  Sig.  D^  Franc.  Woepcke, 
Rapporto  all'Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lincei,  in 
4^,  di  pag.  4  (Estratto  dagli  Atti  deW  Accademia  Pon- 
tificia de* Nuovi  Lincei^  tomo  X,  anno  X,  sessione  I 

del  7  dicembre  1856) 1     — 

—  Intorno  ad  un'Opera  del  Sig.  Maorizio  Steinschneider, 
Rapporto  di  B.  Boncompagni,  in  4<*,  dl  pag.  3  (Estratta 
dagli  Atti  dell* Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lincei^ 

tomo  XI,  anno  XI,  sessione  III  del  di  7  febbraro  1858)  —    40 

—  Intorno  a  dne  pubblicazioni  del  Sig.  Enrico  Narducci, 
Rapporto  di  B,  Boncompagni-  presentato  airAccademia 
Pontificia  de'Nuovi  Lincei  nella  sessione  dei  2  di  mag- 
gio  1858.    Roma,  Tipografia  delle  scienze  matemaüche 

e  fisiche  MDCCCLVllI,  in  4»,  di  pag.  6.  .....     1    50 

—  Intorno  ad  aicune  pubblicazioni  del  Sig.  F.  Woepcke, 
Rapporto  di  B,  Boncompagni  presentato  all'Accademia 
Pontificia  de'Nuovi  Lincei  nella  sessione  dei  13  di  giugno 

1858,  in  40,  di  pag.  3 1    50 

—  Vedi  COSSALI  (P.  D.  Pibtro),  LEONARDO  PISANO 
e  TRATTATI  D'ARITMETICA. 

COSSALI  (P.D.PiETRo),  Scrittt  inediti  pübblicati  da  Bah 
dassarre  Boncompagni,  socio  ordinario  dell' Accademia 
Pontificia  de'Nuovi  Lincei,  ec.  ec,  segulti  da  un'  Appen- 
dice  contenente,    quattro  Lettere  dlrette  al  medeadmo 


m 

fr.  cen. 
P.  CössaK,  ed  unaNota  intorao  a  q[neste  fettere.  Roma» 
Tipografia  delle  belle  arti,  1857,  in 4«,  dl  pag.  XVI  e  417  SO  — 
GENOCCHI  (AiTGEi^o),  Intomo  alla  forma  quadraHeaar*+^, 
Osservazioni  delSig.J}^.  Angela  Genocchl  Roma,  Tipo- 
grafia delle  belle  arti,  1854,  in  8«,  di  pag.  16.  (Estratto 
dagli  Annali  di  scienxe  maiematiche  e  fitiche  pubbli* 
cati  in  Roma,  dicembre  1854)  ,    •    .    • 1    20 

—  Intörno  ä  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Piaano  pubbli- 
cati  da  Baldassarre  Boncompagni  secondo  la  lezione  di 
un  eodiee  della  Biblioteca  Ambrosiana  di  Milano,  Nota 
di  Angela  Genocchi.  Roma,  Tipografia  delle  belle  arti, 
Piazza  Pol!  n<».91,  1855,  in8o,  di  pag.  8.  (Estratto  dagli 
Annali  di  scienxe  maiematiche  e  fisiche  compilati  dn 
Batnaba  Tortolini,  tomo  sesto,  pag.  115—120,  marxo 

1855)    . 1    — 

—  Intomo  ad  alcuni  problemi  d'analisi  indeterminata,  Brano 
d'una  lettera  diretta  dal  Sig.  Angela  Genocchi  a  D.  Bai*    ^ 
dassarre  Boncompagni  in  data  dei  18  di  aprile  1855.  Roma, 
Tipografia  delle  belle  arti,  Piazza Poji  n».  91, 1855,  iD8^, 

di  pag.  8.  (Estratto  dagli  Annali  di  scienxe  matematicke 

e  fisiche  pubblicati  in  Roma,  Aprile  1855)    ....  -^    50 

—  Intorno  ad  alcuni  problemi  trattati  da  Leonardo  Pisano 
nel  sno  Liber  guadratorum,  Brani  di  lottere  dirette  dal 
Sig.  Angela  Genocchi  a  D.  Baldassarre  Boncompagni. 
Roma,  Tipografia  delle  belle  arti,  1855,  in  8^,  di  pag. 39. 
(Estratto  dagli  Annali  di  scienxe  matematiche  e  fisiche 
compilati  da  Bamaba  Tortolini,  tomo  sesta,  pag.  186 

— 309,  251 — 259,  maggio,  giugna  e  luglio  1855)    .    .    1    50 

—  Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati 
da  Baldassarre  Boncompagni,  Note  analitiche  di  Angela 
Genocchi.  Roma,  Tipografia  delle  belle  arti,  1855,  in 
8^^,  di  pag.  126.  (Estratto  dagli  AwnUlidi  scienxe  ifiafe- 
maiiche  e  fisiche  compilati  da  Batnaba  Tartolini,  tomo 
sesto,  päg.  161-185,  218—251,  273—321,  345—362 
maggio^settembre  1855) 4    — 

—  Intorno  al  teorema  di  Budan ,  Nota  di  Angela  Genocchi, 
Roma,  Tipographia  delle  belle  arti,  1856,  in  8»,  di 
pag.  18  (Estratto  dagli  Annali  di  scienxe  maiematiche 

e  fisiche  pubblicati  in  Roma,  decembre  1856)    .    .    .    1    — . 

—  Leonardo  Pisano  ihatematico  del  Secolo  XIII,  Articolo 
del  Signor  Angela  Genocchi,  Roma ,  tipografia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche,  1857,  in  8^^,  di  pag.  26. 
(Stampato  nella  Rivista  Contemparanea,  anno  quinto, 
volmenono,  faseieolo  XL,  febbraiolS»?,  pag.^07^-*32l. 


fr,  cen. 
e  negli  AnntUi  di  idenze  mutenuitiehe  e  ßdehe^  »niKi 
oiltaTo,  tpiD0  ottavo,  lagtio  1857)    •    ....    •    •    .    1    50 

GENOCCHi  (Awioso),  Bibliografia. ->  Nuove  pubMicaaioiri 
del  Principe  BoocqmpagQi ,  in  8<^  di  pag.8.    (Articolo 
eatratto  dagli  Annali  di  Mcienze  maievuaUt^hß  e  fisicke 
puö^äeati  in  Borna»  tomo  VIII ^  fKacicolo  dl  diqeni-r    . 
bre  1857) ...,....,..—    55 

GIORU^O  (B.)»  Da  Rivalto^  Tre  prediebe  inedite  qoUa 
nuova  loaione  4i  una  quarta«    corredate  dl  opp^rjtvne.. 
noüzie  e  pubblicafe  per  cura  di  Enrico  NarduccL  Roma, 
Tipografitt  delle  belle  arti,  1857,  in  8^  di  pag.  ßl  .    .    3    — 

LEBESGQE  (U.),  Sur  ud  probleme  trait«  per  Leonard  d^ 
Pisa  dana  aon  Flof  et  relatif  i  uoe  äquation.  de  trol-,  . 
si^me  d^r4.  Extrait  d'une  lettre  adress^e  par  M»  Lebet,-., 
gue  professeor  ä.laFacult^  de  Bordeaux  ä  M.  Baltba- 
sar Boncompagni,  in8^>  di  pag.  6.  (Extrait  des  .^inna/t 
di  ecienze  maiematiche  e  fisiche,  tone  VI»  ayril  1855)  -r-    50 

LEONARDO  PISANO,  Tre  scrltti  ine^iiti  pubblioati  da 
Baidüssarre  Roneomfmgni  secondo  la  le^zioB.e  di  uo 
eodice  della  biblioteca  Ambrosiaua  di  Milano.    Firenze, 

:       TIpografia  GaUleiana  di  M.  Cellini  e  CP.,  1854^  lo  8<^ 

di  "pag.  122    ,  ..    .    .    .    .    •    .    •    .    *    •    .    .    •    •    4    — 

—  Opuscoll  pubblicati  da  Ifaidastarre  Boncomp^gni  se-  ^ 
condo  la  lezione  di  un  codice  della  biblioteca  Ambro-  • 
siana  di  Milano.   Seconda  edizione.  Firenze,  Tipografia 
Galileiana  di  M.  Cellini  e  C^.,  1856,  in  S^,  di  pag.  127, 

con  una  tavpia  dl  figure  in  fine  •  •  »  *  •  .  •  .  *  ^  4  — 
i-h^  Scritti  inediti  pubblicati  da  Baldassarre  Boncompagni, 
socio  ordinarlo  dell'Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lin- 
cei  e^c  ec;  YOLnMK  I.  (lbonardi  piaANi  —  libbb,  abbagi). 
Roma,  Tipngrafia  delle  scienze  matematicbe  e  fisicbe, 
via  Ute.  n«.  211,  MDCCCLVIl,  In  4«,  di  pag,  459  .  .  25  — 
MARTIN  (Th.  Hrnri),  Chapitren  IX«,  et  XX*  da  Livr^ 
second  de  l'Introductjon  Aritbip^iqqe  de  N|coroaque 
de  Gerase  traduits  du  grec  en  fran^s  par  M.  Tb.  HenH 
Martin  9  Doyen  de  1^  Facult^  de  Lettres  de  Rennes, 
Menibre  correspondant  de  Tlnstitut  dß  France  et  de 
rAcademie  des  seiences  de  Berlin,  Avec  des  remar- 
iiuas  du  tradueteur  sur  ces  chapitres.  Roroe,  Impri/ 
nierie  des  sfAencea  niatb^matiques  et  phyaiques,  185^ 
in  8^«  di  pag.  11.  (EKtrait  des  Atmali  ditcienze  mate* 
matiehe  e  fisiche  compilaU  da  BanuAa^^ortoUnU 
tomo  VIU,  noi^emhire  1857)  .    .    .    .    ^    ,.    .    •    .  , ,  -,    50 

—  Suc  qnalre  v«i»DPQae«fi  app«lito  Tfci^iqrJbl,  £xtrait  $JKim  w 


fr.  cen. 
lettre  adres^^e  par  M,  Th.  Henri  Martin,  Doyen  de  la 
Faculte  de  Reimes  a  M.  ß.  BoncoiDpagni  en  date  de 
Reniiea  le  18  niars  1856.  Rooie»  iniprimerie  des  seien- 
ces  oiath^maüqae«  etphysiques,  1858vin8<'3  di  pag.  8. 
(Extrait  des  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche 
compüaU  da  Barfiaöa  Tortolini,  tomo  V  H I»  no  vemb.  1857)  —    50 

NANNÜCCI  (ViNCEBizio),  hitorno  ad  alciini  trattati  di  arit- 
nietica  e  di  geemetria  tnanoscritti  nelil.  e  R.  ßiblioteca 
Riccardiaiia  di  Firenze.  Lettera  del  prof.  Vince^nio 
Nannucci  a  D.  Baldassarre  Boncompagni ,  in  8^,  di  pag.  8. 
(Estratto  dal  Giornale  Arcadico,  tomo  134,  p.  328—335)  —    50 

•*  Intorug  ad  un  traftato  d'aritmetica  che  trovasi  mano« 
scritto  nein,  e  R.  BibilotecaMagliabechiana  di  Firenze. 
Lettera  del  prof.  Vincenzo  Nannucci  a  D.  Baldassarre 
Boncompagni  y  in  8^,  di  pag.  3.  (Estratto  dal  Giornale 
Arcadico,  tomo  137.)     .    •    •    •    « —    30 

{iARDUCCI  (Enrico),  i$aggio  dl  voci  italiane  derivate 
dallarabo  di  Enrico  Narducci.  Roma,  Tipografia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche  MDCCCLVIIl^  in  8^,  di 
pag.  55 2    50 

-  Vedi  GIORDANO  (B.),  Da  Rivalto. 

OSENGA  (Giuseppe),  Lettera  del  prof.  Giuseppa  Osenga 
al  eh.  sig.  cav.  Angelo  Pezzana  Bibliotecario  della  reale 
Bibtioteca  di  Parma,  in  data  di  Parma  29  febbraio  1852, 
antorno  airopuscolointitolato:  —  Della  vita  e  delle  operd 
di  Gherardo  Cremonese  tradnttore  del  secolo  dupde- 
cimo,  e  di  Gherardo  da  Sabbionetta  astronomo  del  se* 
colo  decimoterzo ,  Notizie  raccolte  da  Baldassarre  Bon- 
compagni, in  8^,  di  pag.  3.  (Estratto  dal  Giornale  Ar cadico, 
tomo  CXXVl) i    ...  —    50 

REZZI  (LuiGi  Maria),  Sulla  vita  e  sulle  opere  di  Guido 
Bonatti,  Lettera  del  ]^Toh8SoreLuigi  Maria  Aezzt  Biblio- 
tecario Corsiniano  al  8ig.  Don  Baldassarre  de'Principi 
Boncompagni.  Roma,  Tipografia  delle  Belle  Arfi,  185 J, 
in  8^,  di  pag.  17.  (Estratto  dal  Giornale  Arcadico,  tomo 

cxxno 1  — 

—  Sulla  invenzione  del  microscopio,  Lettera  del  profes- 
sore  D.  Luigi  Maria  Rezzi  Bibliotecario  Corsiniano  e 
Accademico-  Linceo  onorario  al  Gh.  Sig.  D.  Baldassarre 
de'Principi  Boncompagni,  Accademico  Linceo  ordinario, 
giuntovi  una  notizia  sulle  considerazioni  al  Tasso  at- 
tribuite  a  Galileo  Galilei,  e  sul  dubbio  se  Alessandro 
Adimari  fosse  o  no  Accademico  Linceo.  Roma,  Tipo- 
Crafiad«iU  belle  arti«  1852,  io4<>^  dipag.51,  (Eatratto 


Vi 

fr.  cen. 

dagli  Atii  fielt  Accndemia  Pontifida  de  Nvoid  Lfn- 
cei,  anno  V,  sessione  I  del  28  dicemtre  1851)  .  ,  :  3  — 
TERQÜEM  (M.  O),  Sur  Leonard  Bonacci  de  Pis«,  et  eur 
trois  ^Tits  de  cet  autciir  publi^s  par  Balthasar  B<iii- 
conipagDi,  Articie  de  JH.  O.  Terquem,  Offici«»r  de  Tünl- 
versit^,   Docteur  ^s  sciences»  Professeur  aiix  Ecoles 

» 

Imperiales  d*Artill^rie,  Officier  de  la  Legion  d'honnear. 
Rome,  Intprinierie  des  beanx  arts^  1856,  in  8^,  di  pag.44. 
(Extrait  Ms  Annali  di  scienze  matematiche  e  ßsiche, 
tome  septieme,  cahiers  marzo  e  aprile  1856)  ....     I     50 

—  Christophe  Rudolf.  Artrcle  publik  daiis  le  Bulletin  de 
bibiiographie,  d'histoire  et  de  biographie  innth^mafti- 
qiies  (tome  premier,  mal  et  juin  1855),  pag  71 — 83. 
Rome«  Imprimerie  des  sciences  mafb^matiques  etphy- 
siques,  1857,  in  8^,  di  pag.  16.  (Extrait  des  AnniiH  di 
scienze  matematiche  e  fisiche  compilati  da  Bütnabu 
Tortolini,  tomo  VHI,  setteihbre  1857) 1     ÖO 

TRATTATI  D  ARITMETICA  pubblicati  da  Baldassarre 
Boncompaffni,  socio  ordinario  deirAecademia  Pontificia 
de'Nuovi  LinOei  ec.  ec.  —  I®.  Algoritmi,  -de  numero 
Indorum.  Roma,  Tipogfafia  delle  scienze  matematiche 
«  fisiche,  1857,  in  8«,  di  pag.  23.  —  IR  loannis  Hispa- 
lensisj  Liber  Algorismi  de  Pratica  Artsmetrice.  Roniä, 
Tipografia  dellc  scienze  matematiche  e  fisiche,  1857, 
in  8«,  di  pag.  136 4     — 

WOEPCKE  (Francesco),  Sur  une  donn^e  historiqne  rela- 
tive ä  Templöi  des  chiffres  Indiens  par  les  Arabes ;  par 
M.  F.   Woepcke,  in  8«,  di  pag.  3 -^50 

—  Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Leonard  de  Pise 
d^couverts  et  publiäs  par  M.  le  Prince  Balthasar  Bon- 
compagni,  et  sur  les  rapports  qni  existent  entre  ces 
ouvrages  et  les  travaux  math^matiques  des  Arabes,  pur 
M.  F.  Woepckcy  Membre  corr^spondant  de  TAcadömie 
de'  Nuovi  Lincei.    Ronie,   Iiiiprimerie  des  beaux  arts, 

1856,  in  40,  di  pag.  15 2     - 


Aritlametik« 

H.  Schwarz,  Grandzuge  einer  Elementar* Arithmeti kl  •  Ein 
Lehrbuch  für  Gymnasien  und  hohei^e  BOrgerschnleh.  I.  Abth. 
gr.  8^    Hagen.     24  Ngr. 

W.  Simerka,  Die  Perioden  der  quadratischen  Zafblfenneii 
bei  negativen  Determinanten.    Lex.-8*>.    geh;  *  Wien.    %  Ng*» 

L.  A.  Sohhclce*s  Sattudhmg  von  Aufgaben  aas  <kr  OMkren- 


tiäl  -  uimI  Int^ralreobniui^  2.  Auft.  Heraumgeg.  von  H.  J.  Sic  h n  i  t  z  - 
i er.  1.  Tbl. :  Aufgaben  ans  dar  Differentialrechnung,  gr.  $^.  .geh. 
Halle.    ITblr.ei^r. 

Oeoinetrle. 

C.  T.  Anger,  Elemente  der  Projectionslehre  mit  Anwendungen 
der  Perspective  auf  die  Geometrie,    gr.  8^.    geh.     Danzig.    16  Ngr. 

A.  Di  Hing»  Sammlung  von  Ai]%aben  und  Beispielen  aus  der 
algebraischen  und  rechnenden  Geometrie.  Eptb. :.  Aufgaben  über 
das  rechtwihkliche  Drej^ck.    gr.  8<>.    geh.    Halle.     1  Thir. 

J.  Dürriiitger,  Grundbegriffe  der  Formen?-  und  Baumlehre. 
In  deutscher  und  ungarischer  Sprache.  :gr.  16.  geh.  Pes^h.  &Mgr. 

A.  Hirsch,  Ueber  die  SonneBfinaterpiss.  am  18.  Ail|  18^ 
Lex.  8.    Wien,    geb.    2  Ngr.  w 

A.  M.  Legendre,  D}e  Elementte.  der  Geometrie  und  der 
ebenen  und  apbäriscben  Trigonometrie.  /Aus  dem  Fsan^.  übers, 
u.  mit  Aomenki  begleitet  von  A.  L.-CreUe.  5.  Auß.  gr.8<^.  Berr 
lin,    geh.    2  Thlr. 

A.  iVlangener,  Kubatur  des  Fusspunlctenkör^vers.  eines  Ellipt^ 
soides.    gr.  4<^.!;  ^Poseii  und  Berlin,    geh.     V«  Tbir. 

A;  Wiegand,  Lehrbuch  der  Mathematik.  (L:)  Erster  ^r« 
sus  der  Planimetrie.  6.  Aufl.  gr.8^.  geh.  Hallor  lUNgr.  . 

L.  Wocfcei,  Die  Geometrie  der  Alien  in  einer Sammluog  von 
850  Aufgaben.    6.  Aufl.    8^  .geh.    Nnrnberg.     18  Ngr. 

H.  Zähringe r^  Leitfaden  für  den  Unterricbt  in  der  Geome- 
trie an  Volksschulen.    2.  Aufl.  •  gr.  8^.    geb.    Luzern.    18  Ngr.    \ 

Optik. 

w 

Petzval,  Ueber  das  neue  Landscbafts-  als  Fernrohr- Öbject 
Lex.  8«.    geh.    Wien.    4  Ngr. 

Astron^Biie. 

C.  LP.  Eckhardt,  Neue  Sttt'nkarte.  3  lithogr.  BI.  in  Fö^ 
und  gr.  Fol.    4,  Aufl.    Mit  Text  in  gr.  8».   Giessen.  ^  geh.   1  Thir. 

L.  P.  Hickook,  Rational'  Gosmölogy;  or  tbe  Eternai  Prin- 
cipies  and  the  Necessary  Laws  of  tbe  Univ'erse.  B^.  NewyorI( 
and  London.     Cloth.     10  s. 

J.  L.  Rakbe,  Ueber  die  fortschreitende  Bewegung  dier  Schiver- 
punkte der  Planeten  unserS  Sonnensystems,  gr.  4^^.  gdh.  Zürich. 
%-Thlr,    -  ;  .      .    .      :- 

.T.  F.  de  Schubert,  E:q)os^  des  travaux  astronomiqu^s  et 
g^pd^iques  ex^out^s  en  Russie  dans  un  but  gäographi(|ne  Jusqju'i 
rannte  1855.;  Avec  un  atlas  et  un  snppl^iaeut.  .gf.49.  geh«.  Leip- 
zig und  St  Petershorg.    11  Thlr.  j3,.Ngr.,:  ..:.,,  ;    t 

E.  Weiss,  ,||Jeb^  die  Bahp.de^  AfMa^%.  L«|c.78?«  gek: 
Wien.    3  Ngr.  ^.,... 


VIII 
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Celestial  Bodies»  ^and  the  extraordioary  Coiticidence  of  8criptiire 
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qu.  Imp.-Fol.    Bonn.    3  Thir. 

Physik. 

A.  Pietrich,  Die  Electricitäts- Verhftitnisse  der  Atinosphiic 
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C.  Böttger,  Das  Mittelmeer.  Ein«  Darstellung  seiher, phy- 
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Von  p.  Arendt,    8^     Leipzig.    1  Thlr.  . 

Jos.  Grailich,  Krystallographisch -optische  Untersuchungen. 
Eine  von  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  gekrönte  Preis- 
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siums. L  Hälfte,  gr;  8^.  geb.  ßrunn.  Preis  für  das  voUständ. 
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G.  H.  O.  V olger,  Untersuchungen  über  das  Phänomen  der 
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Literarischer  Bericht 


cxxvi. 


Arithmetik. 

Tables  d'int^grales  d^finies  par  D.  Bierena  h  Haan. 
Publikes  par  l'Academie  Royale  des  Sciences  i  Am. 
fiterdam.  Amsterdam.  1858.  C.  G.  van  der  Post  XXII. 
und  572  S.  Quart,  fol. 

Es  liegt  uns  hier  ein  Buch  vor,  das  bis  jetzt  einzig  in  seiner 
Art  dasteht;  ein  Unternehmen,  dem  sich  aus  der  neuern  Littei»- 
tur  kein  wichtigeres  an  die  Seite  setzen  Iftsst.  Der  Verfasser  hat 
das  lange  gefählte  Bedurfniss  einer  Sammlung  bestimmter  Inte« 
grale  endlich  realisirt  und  die  Früchte  seines  Fleisses  in  oben* 
genanntem  Buche  von  circa  600  Seiten  und  etwa  7—8000  bestimm« 
ten  Integralformeln  niedergelegt.  Was  Ihn  bei  der  Heraasgabe 
desselben  geleitet,  spricht  er  selbst  in  der  Vorrede  sehr  deutlich 
aus.  Er  sagt:  «^Je  voulais  r^unir  les  uns  aupr^s  des  autres  les 
diff^rents  r^sultats,  ^pars  par-ci  et  par^Ut,  que  Ton  avait  obtenua 
au  sujet  de  ces  fonctions,  par  beaucoup  de  m^thodes  intrins^oe- 
ment  diff^rentes,  et  pour  la  plupart  plus  ou  mpins  Indirectes.  II 
r^ultait  de  cette  dispersion  des  formules  obtenues»  que  Ton  ne  poQ- 
vait  en  tirer  tout  ie  profit  possible,  tant  pour  la  pratique,  *-  c'est 
ä-dire,  pour  les  cas,  oü  Ton  pourrait  avoir  besoin  des  raleurs 
d'une  certaine  integrale  d^finie,  —  que  pour  la  thi^orie  elle*m^me» 
—  c'est- ä*dire  pour  Femploi  de  ces  formules.  dans  la  däduction 
d'antres  Integrales  d^finies,  et  pour  la  värification  de  nouvelles 
fermnies  de  ee  genre,  4  l'^gard  desquelles  on  pouvait  entretenlr 
des  doutes,  par  rapport  ä  la  prlorit^  ou  &  rorginalitö/' 
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Diesen  Uebelständen  will  der  Verfasser  durch  seine  Samm- 
lung bestimmter  Integrale  entgegentreten.  Soll  dieselbe  Ihreo 
Zweck  erreichen  >  so  muss  jedes  darin  enthaltene  Integral  auch 
die  Herleitung  zur  Seite  haben,  damit  man  sich  selbst  ein  Urtheil 
Ober  die  Richtigkeit  oder  Falschheit  bilden  könne.  Dass  sich 
diese  Deductionen  bei  einem  Buche,  das  schon  ohne  dieselbeo  die 
Stärke  von  600  Seiten  in  Quartfolio  einnimmt,  füglich  nicht  geben 
Hessen,  leuchtet  wohl  von  selbst  ein.  Um  jedoch  diese  Controlle 
erreichen  zu  können,  setzt  der  Verfasser  neben  jedes  Integral  die 
vollständige  Literatur,  soweit  ihm  dieselbe  bekannt  ist.  Dass  bei 
dieser  Art  der  Aufnahme  der  Integrale  auch  manches  falsche  mit 
unterlaufen  konnte,  sieht  man  sehr  leicht,  und  das  Buch  enthält 
deren  auch  eine  ganze  Anzahl.  Obwohl  es  nun  eigentlich  nach 
der  Vorrede  nicht  in  der  Absicht  des  Verfassers  lag,  eine  genaue 
Revision  jeder  einzelnen  Integralformel  zu  unternehmen,  so  hat 
er  doch  nach  Beginn  des  Druckes  sich  an  diese  Sysiphusarhieit 
gemacht  und  jedes  einzelne  Integral  ein^r  genauen  Revision  un- 
terzogen. Er  hat,  nach  einer  Nachschrift  zur  Vorrede,  jede  ein- 
z^eine  Formel  nachgerechnet,  und  aus  dieser  mühevollen  Arbeit 
sind  29  Spalten  Verbesserungen  hervorgegangen.  Diejenigen  In- 
tegrale, die  er  gänzlich  als  falsch  gefunden,  sind  darin  durch  das 
Wort  „fautive*'  bezeichnet,  und  der  wahre  W^erth  des  Integrals 
ist  angegeben;  dagegen  hat  er  diejenigen,  welche  er  nur  wegen 
der  Art  ihrer  Herieitung  und  aus  ähnlichen  Gründen  für  eigentlich 
unbestimmte  Integrale  hielt,  wie  die  von  Herrn  Raab e  in  Zürich 
gegebenen  Integrale  goniometrischer  Functionen,  bei  denen  diese 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen,  zwischen  den  Grenzen  Null 
und  Unendlich,  zwar  vollständig  aufgenommen,  sie  jedoch  durch 
ein  v,fautive"  mit  dahintergesetztem  Fragezeichen,  oder  auch 
durch  ein  blosses  Fragezeichen  angedeutet. 

Aber  nicht  alle  der  aufgenommenen  Integrale  sind  den  Wer- 
ken entnommen,  die  dem  Verfasser  zugänglich  waren,  beinahe  die 
Hälfte  •—  etwas  mehr  als  3200  —  hat  der  Verfasser  aus  denen, 
die  von  andern  Autoren  gegeben,  hergeleitet.  Theils  sind  diesel- 
ben durch  Addition  oder  Subtraction  zweier  oder  mehrerer  dieser 
gegebenen  Integrale  entstanden,  theils  hat  der  Verfasser,  um 
Lücken ,  die  ihm  die  Folge  der  Integrale  einer  Tafel  zu  bieten 
schien,  auszufüllen ,  die  fehlenden  durch  einfache  Substitutionen 
aus  andern  Integralen  hergeleitet.  Letztere  Methode  ist  jedoch 
nur  dann-  zugelassen,  wenn  die  Bestimmung  der  neuen  Grenzen 
keine  Maxima  oder  Minima  für  dieselben  ergab.  Den  grösseren 
Theil  der  neuen  Resultate  hat  er  endlich  aus  einer  Reductions- 
formel  geschöpft,  die  er  im  zweiten  Bande  dec<Schriften  der 


LUerarischer  Bericht  CXIYL  3 

Königlichen  Akademie.der  Wissenschaften  zu  Amster- 
dam veruffentlicht  bat.    Sie  ist  die  folgende:  . 

J'^f{x)dF{x)'-f{x)F{x)  [  *  +J'^F(x)df(x)  -  0. 

a  a 

Diese  Formel  ist  stets  anwendbar^  sobald  die  zu  integrirende 
Function  sieb  in  zwei  andere  zerlegen  lässt>  deren  eine  sieb  als 
das  Diflferential  einer  bekannten  Function  ansehen  lässt^  und  wenn 

das  zweite  Glied  obiger  Formel  f{x)F{x)  \    ,  d.  b.  zwischen  den 

Grenzen  a  und  b  genommen,  innerhalb  dieser  Grenzen  keine  Un- 
terbrechung der  Stetigkeit  erleidet.  .     ■;  - 

Alle*  auf  eine  der  drei  vorhergehenden  Arten  erhaltenen  Re- 
sultate sind  in  deu  Tafeln  durch  einfache  Verweisung  auf  dieje- 
nigen Integrale  bezeichnet,  aus  deneii  sie  hergeleitet  sind.  Dass 
die  Schwierigkeit  der  Revision  dieser  Formeln  bei  Weitem  grosser 
gewesen  als  die  der  unmittelbar  gegebenen,  ist  wohl  einleuchteiid, 
•da  hierbei  nicht,  bloss  eines  der  gebrauchten  Integrale,  sondern 
mehrere  derselben  unrichtig  sein  konnten.  Der  Verfasser  hat 
•aber  auch  die,  wie  er  selbst  sagt,  dornenvolle  Arbeit  nicht  ge- 
fitcheut^  die  Richtigkeit  auch  dieser  Formeln  nachzuiveisen.  Die 
Früchte  dieser  Rechnungen  sind  in  jenen  oben  erwähnten, 29  Spal- 
ten ^,Observations  et  Corrections'^  niedergelegt. 

Es  bleibt  mir  noch  übrig.  Einiges  über  die  Einrichtung  der 
.Torliegenden  Tafeln  anzuführen.  Das  Buch  zerfällt  in  drei  Haupt- 
abtheilungeo.  Dieselben  gründen  sich  auf  die  Anzahl  verschieden^fer 
Functionsformen,  die  sich  unter  dem  Integralzeichen  finden.  «Die 
Abtheilung  I.,  Table  1  ä  111,  enthält  alle  Integrale,  wo  nnr  «iiriB 
einzige  Functionsform  der  Integration  unterworfen  werden  «oH; 
die  zweite  Abtbeilung,  Table  ]12ä374,  diejenigen,  welche  zwei 
•verschiedene;  die  dritte  Abtheilung  endlich.  Table  375  it  447« 
umfasst  alle  diejenigen  Integrale,  die  mehr  als  zwei  verschiedene 
Functionsformen  enthalten. 

Diese  drei  Mauptabtheilungen  sind  wieder  in  35' Unterabthei- 
lungen zerlegt  Sie  sind  fiun  nach  den  verschiedenen  Functions- 
formen selbst  gebildet.  Die  erste  Abtheilung  enthält  die  Unter- 
abtheilungen I.  bis  VI.  Jede  der  Abtheilungen  I.~V.  enthält  die 
.Integrale  einer  der  fü'uf  verschiedenen  Functionsarten ,  der  alge- 
braischen, exponentiellen,  logarithmischen,  goniometrischen  und 
eyclometrischen  Functionen  und  zwar  in  der  aufgeführten  Reihen- 
folge. Die  Abtheilung  VI.,  mit  der  Ueberschrift  „Diverses 
Fonctions^'  umfasst   dann  die  übrigen  transcendenten  Functio- 
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iHsti,  die  elKptischen»  den  iDtegrallogarithmnfl^  IntegralsiBoa,  la« 
tegralcosinus  und  die  beiden  Functionen  Bf{x)  und  B"{x)  -des 
Herrn  Raabe. 

Im  zweiten  Theile,  der  die  Dnterabtheilungen  VII.  —  XX.  ein- 
echliesst«  und  im  dritten,  mit  den  Unterabtheilungen  XXI. — XXXV«, 
•iftd  dieselben  80  geordnet,  dass  die  obengenannten  aehn  Fiiao- 
tionearten,  in  jenem  Tbeile  in  der  Ordnung  zu  zwei  und  2«rei 
csnibinirt  erncheinen,  wie  ihre  Folge  im  ersten  Tbeile  ist.  ba 
letzten  Tbeile  sind  die  Unterabtbeilungen  XXI,— XXXIV.  ebenso 
nach  Combinationen  zu  dreien  geordnet,  und  es  enthält  endlich 
Alftheiluog  XXXV.  alle  Integrale,  deren  Argument,  d.  h.  integmtB 
Function,  aus  mehr  als  drei  Terscbiedenen  Functionsformen  zu- 
sammengesetzt ist.  *  -" 

Diese  Unterabtbeilungen  sind  nun  endlich  in  Tafeln  abgetfaeUt. 
Die  Anzahl  derselben  ist  447.  Den  Eintbeilungsgrund  gaben  hwr 
zuerst  die  einzelnen  Arten  der  Functionen  und  dann  zweitens  die 
Integrationsgrenzen.  Bei  der  letzten  Eintbeiiung  ist  nun  lediglicli 
aNicfa  die  grössere  oder  geringere  Anzahl  der  in  eine  Tafel  zu« 
Mtaiiaenzufassenden  Integrale  massgebend  gewesen.  Diejenigen 
loftegrate  also,  die  nur  in  geringer  Anzahl  dieselben  Grenzen  b»- 
sassen,  sind  mit  ähnlichen  Integralen  «nter.  der  Rubrik  ^Liml« 
t^u  diverses*'  «usammengafasst 

Was  die  Einrichtung  der  Tafeln  selbst  betrifft,  so  ist  dieselbe 
<6(ne  sehr  einfache.  Jede  derselben  hat  drei  Argumente.  In  der 
Mitte  des  Tabellenkopfes  steht  die  Nummer  der  Tafel,  links  die 
Angabe  der- integrirten  Function,  rechts  die  Angabe  der  Grenzen, 
in  dem  ausföhrlichen  Inhal tsverzeichniss  ist  diese  Anordnung  bei* 
li>ehalten.  Die  ernselnen  Integrale  jeder  Tafel  sind  zu  leicbtecer 
•Anläbning  tivmerlrt  und  es  ist  bei  der  Anordnung  darauf  gesehen, 
dass  die  allgemeinen  Formein  den  speciellen  Fällen  derselben 
naehfolgen.  Nietnais  sind  jedoch  diese  speciellen  als  in  den  all- 
gemeinen Formeln  enthalten  angesehen,  sondern  sie  sind  stets 
einzeln  mit  aufgezählt. 

Soweit  die  Einrichtung  der  Tafeln.  Den  Grad  der  VoHstän« 
digkeit,  den  sie  beanspruchen,  kann  man  aus  dem  Verzeichniss 
der  eingesehenen  Schriften  leicht  entnehmen.  Wie  der  Verfasser 
bemerkt^  fehlen  die  englischen  und  nordamerikanischen  Zeltschriften, 
Journale  und  Monographien  darin  ganz,  da  dieselben  ihm  nicht 
zugänglich  waren,  und  auch,  zu  seinem  grossen  Bedauern,  seiner 
Aufforderung  in  verschiedenen  Blättern  Europas  um  Einsendmig 
Ton  Monographien  leider  von  keinem  einzigen  Mathematiker  nn* 
serer  l£rde  Folge  geleistet  ist    Wir  mfissen  hierüber  im  Interesse 
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der  WIssenscbafl:  untrer  lebhaftes  Bedaoef n  aoadrilckeii.  Die  Ver^ 
handlangen  der  verschieden  Akaderoieti  der  Wissenschaften  4a- 
gegen|  sind  vollständig  berücksichtigt,  da  diese  ihm  sfimmtllch 
In  der  Bibliothek  der  Königl.  Akademie  in  Amsterdam,  zu  deren 
Mitgliedern  sich  der  Verfasser  zählt»  zii  Gebote  standen.  Was 
den  Zeitpunkt  betrifft,  bis  zu  dem  die  Integrale  aufgenommen  sind,; 
so  erklärt  der  Herr  Verfasser,  dass  dieselben  mit  dem  Jahre  1853 
geschlossen  seien. 

Die  Ausstattung  dieses  rortrefflichen  für  die  höhere  Mathe^ 
matik  so  wichtigen  und  unentbehrlichen  Buches,  für  das  wir  dem^ 
hochgeehrten  Herrn  Verfasser  Im  Namen  aller  Mathematiker  «n* 
^m  Dank  aussprechen  zu  mdssen  glauben,  Ist  eine  TortreSlldM* 
Druck  und  Papier  lassen  nichts'  zu  wünschen  übrig. 

M.  Curt^e. 


Physik. 

Tables,  roeteorological  andpbysical,  preparedfor 
the  Smithsonian  Institution.  By  Arnold  Guyot,  P.  D., 
LL.  D.,  Professor  of  Geology  and  physical  Geography, 
College  ofMew  Jersey.  Sec.edition,  revised  and  enlar- 
ged.     Washington.    Smithsonian  Institution.     1858.    9* 

Wir  beeilen  uns  dieses,  von  der  Smithsonian  Institution» 
In  Washington  herausgegebene  wichtige  Werk  unsern  Leisem 
anzuzeigen.  Dasselbe,  ein  mit  amerikanischer  Eleganz  gedruckter 
starker  Octavband,  enthält  alle  bei  meteorologischen  und  änderet! 
fortlaufenden,  in  das  Gebiet  der  Physik  gehörenden  Beobachtnngtm 
erforderlichen  Tafeln  In  solcher  Vollständigkeit  und  Zweckmässig- 
kelt,  wie  unseres  Wissens  kein  anderes  Werk,  und  rouss  daher 
der  allgertieinsten  Beachtung  dringend  empfohlen  werden.  In* 
dem  wir  bei  einem  solchen  Werke  kaum  för  nöthig  halten,  cm 
bemerken,  dass  jeder  Tafel  eine  Einleitung  über  die  wissenschaft- 
lichen Grundlagen  ihrer  Berechnung  vorangeschickt  ist,  niüssea 
wir  nur  bedauern^  dass  es  uns  hier  unmöglich  ist,  den  fast  übet^ 
reichen  Inhalt  dieses  eine  hOchst  interessante  und  Oberaua  lehr- 
reiche Anschauung  von  der  Grossartigkeit,  mit  welcher  In  Amerika 
die  betreffenden  Beobachtungen  betrieben  werden,  gewährenden 
Werkes  vollständig  anzugeben,  so  dass  wir  uns  mit  der  folgendem 
allgemeinen  Uebersicht  begnOgen  müssen,  indem  wir  aber  zugleich 
unsere  Bewunderung  nicht  unterdrücken  können  über  die  relchi^ 
Unterstützung,  weteber  die  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen 
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ud4 Saiten  bio  von  der  berabmteji  8mit4i^.o.uiaD  InBiitntion 
siofa  zu  erfreuen  habeu^  eiu.  Beispiel,  welches  einzig  in  aeiq^^  Art 
in  , der  Gescbicbte  der  Wissenscb^ft  dasteht.  ,  ^, 

Die  vorliegenden  Tafeln  zerfallen  in  sechs  Bauptabtneilungeiit 
Pie  erste  Abtheilung  upter  dem  Titel:  ,,Therrnometrical 
Tablesf^'  enthält  auf  35  Seiten  15  Tafeln  zur  Verwandlung  der 
verschiedensten  Therniometer- Scalen  in  einander,  worunter  na- 
mentlich auch  sechs  sehr  zweckmässige  Tafeln  vorkommen,  welche 
den  Wertb  der  -  Grade  der  verscbieden^Oi  Scalen  unmittelbar  in 
Graden  anderer  Scaten .  angeben ,  wie  a.  B.  ',^Table  Xil.  Value 
of  any  iiamber  eäf  Centigrade  Degrees,.  ejrpressed.  by  a  correspon- 
ding  iiuntber  of  l>egrees  of  Reaumiur.  -r  Uie.  zweite  Abt  bei-» 
iung«  unter  dem  Titel:  ,,Hygrometrical  Tahles"  enthält  auf 
165  Seiten  33  Tafeln  in  einer  Vollständigkeit»  wie  sie  uns  noch 
nicht  vorgekommen  ist,  und  ist  in  die  folgenden  Unterabtbeilungen 
getbeilt:  Practical  Tables  based  on  ßegnault's  Hygrometrical 
Constantst  a.  in  Frencb  Measures  b.  In  Englisb  Measures. 
(Fiir  das  französische  Maasssi  ad  die.  hierher  gehörenden  fünf  Ta- 
feln folgende :  Elastic  Force  of  Aqueous  Vapor.  Psycbrometrical 
Tables.    For  deducing  tbe  Relative  Humidity  from  the  Indications 

100 
of  Dew- Point  Instruments.     Factor  -ji    for   Computing  Relative 

Hiimidity.  Weight  of  Vapor  contained  in  a  Cubic  Metre  of  ATr. 
Aebniich  für  das  englische  Maass.)  —  Practical  Tables  based  on 
ifaie  Hygrometrical  Constants  adopted  in  the  Greeowich  Observa- 
tion». —  Miscelianeous  Tables  for  Comparison  (Tafeln  nach  An- 
gast,  Kaemtz»  Magnus»  Pouillet  U.A.;  auch  für  das  Saussure'sche 
Haarbygrometer.)  —  Appendix:  For  comparing  Quantities  of  Rain* 
Water  given  in  üifferent  Measures.  Namentlich  in  diesen  Tafeln 
zur  Hygrometrie  ist  nach  unserer  Meinung  Alles  gesammelt«  lyas 
nur  irgend  für  den  Beobachter  von  V^ichtigkeit  sein  kann.  —  Die 
dritte  Abtbeilung  unter  dem  Titel:  Barometrical  Tables 
liefert  auf  134  Seiten  in  28  Tafeln  Alles,  was  für  die  Beobachtung 
des  Barometers  irgend  wünschenswerth  sein  dürfte^,  in  folgenden 
Uaterabtbeilungen:  For  Comparing  the.different  Barometrical  Sca- 
las.  For  Comparing  Barometrical  DifferenceS.  For  Reducing  Ba- 
rometrical Observations  to  tbe  Freezing  Point.  For  Correcting 
Barometricjal  Observations  for  Capillary  Aption  nach  Delcros« 
PottUlet;.  Gebler's  Wörterbuch«  Baily.  —  Die.yierte  Abtheilung 
unter. dem  Titel:  Hypsometrical  Tables  liefert  auf  149  Sei- 
ten in  44  Tafeln  Alles«  was  nur  irgend  fär  barometrisches  und 
thermpmetrisches  Hübenmessen  von  Interesse  ist,  unter  folgenden 
Unterabtbeilnngen:  1.  Barometrical  Measurement  of  Heigts.    Ta« 
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bles  based   on   Ltfpla£e''ä'£(fD6taftts  <Delciro8'ii  Tkbles.     Guyof» 

Table».    V®^™'«'»  T^Mesn    Gauss's  Tables,  modified  by   l>ippe. 

bippe's '^f atle».'    .tiabineVs    Modificatiofi    of  Laplace's  Formula. 

Baily's  !fatl^,j^  Rabies, based  od.  Besser«  Tables  (Plantahiöurs 

T^ables.y.     Miscellaneoqs  Täbles  (eine  grosse  Mens?e  der  nutzlich. 

sten  und  wicti'tigsieh  Tafeln /die  hier  alle  anzuführen  unmögKch 

ist.)*    *2i'  TbermBHietrical  Measarement  of  Heigbts.    3.  .«Appendix 

ic  th^  Hypsometrkal    Tabl^e«   (Comparisfoo    oF  the   Measures   of 

LeÄgth  mo^t  g^iicirally  üsed  for  indicating  Altitudes). —  Die  fünfte 

Abtheilting  unter  dem  Titel:  Meteorological   Correetion« 

örTable's  for  eorrecting  sieries  of  observations  for  tbe 

p^eriddic  and  n^on-periedic^ariations  enthält  auf  120 Sei^ 

t^Vi    99  Tkfeln  -niit'  folgenden    tJnterabfheihirigen:    Temperature. 

lloarly  iüolTectiöns  for  Periodic  Variations  (North  Amerika.  South 

America;    Asia.    Eüt^pe.    Africa  and  Australla).     I^önthly  Corr«;o- 

"tioDS  for  Non- periodic  VariatJons.     Force  of  Vapor  and  Relative 

iluniidity    (Höwriy  Cotrectfoiis   -for    Periodic    Variations).  —  Die 

•sechste  Abt heiiung- -endlich  enthält  auf  16  Seiten  die  folgenr 

den  6^^ Allgemein  seht  nfitzhchen* Tafeln:  1.  Position  of  tbe  Priii- 

eijpal  Observatoires.-    ll.  To  «ionvert    Parts    of   tbe  Equator  into 

Sldereal   Time,   or  to  convert   Terrestriai  Longitude  in  Are  Into 

TiKne.    III.  Tö  conVert  Sidereal  Time  into  Parts   of  the  Equator 

in    Are,   ör  to   eoiivert   Time  into  Terrestriai  Xiongitude   in « Are. 

IVi  iFor  Converting  Sfd^feat  Time.     V.  Oorrection  of  the  Time 

obtained  by  Observation  of  the  Sün;  in   otder  to  bave  the  Trae 

Time  of  the  Ciock.     VI.  For  Computing  Terrestriai  Surfaces  hy 

Detcros."  •••.••••■■-••••■• 

Man  sieht  hieraus ,  welcher  ungemein  grosse  Reichthum  von 
Hülfsmitteln  zur  Erieichterung;  und  Abkürzung  seiner  Arbeiten 
^dem'Beobafcfater  hier  geboten^ fvird,  und  muss  nicht-  nur  den  Fleiss, 
Isbndl^rflf'aticb  den  grossen  praktiscben  Sinn,  welchen  der  Ueraoe« 
geber  dieses  merkwürdigen  und  im  höchsten  Grade  nätzlicheh  Inid 
wichtigen  Riiöhi^^  Herr  Ariiold  Guyot,  an  deti  Tag  gelegt  hat, 
bewundern,  zu«;leich  aber  der  Smithsonian  Ihstitution  deb 
ii'^rmsten  Dank  zollen,  dasa  dnröh  ihre  Vermittelong  dessen  Her- 
ausgabe ermöglicht  wurde.  Allen  unsern  Lebern,  die  sich  irgeii^ 
hierher  gebürenden,  Beobachtungen  widmen,  müssen  wir  dassel/iß 
driiigendst  kur  Beachtung  .empfehleif.  Wer.  dieses  Buch  .besitzt, 
käfin  nach  unserer  Meinung  alle  übrigenr  ähnlichen  Bücher  völlig 
entbehren. 


Vermischie  SehrifteiL 

Th«  Antlantis:  a  Register  ofLiferature  «od  Science. 
Conducted  by  nienibres  of  the  Catholic  Doiversity  of 
Ireland.  No.  I.  January.  1858.  No.II.  July.  1858.  London. 
1858.    8.    (Preis  ffir  jede  Nommer  5  Schilling). 

Unte^  obigem  Titel  erscheint  von  diesem  Jahre  an  eine  in 
kwei  halbjährigen  Nummern  heranskomroende  Zeitschrift  gomiscb- 
ten  Inhalts,  die  wir  der  Aofmerksaml^eit  unserer  Leser  empfeUen 
10  mfissen  glauben,  weil  dieselbe  auch  manche  sehr  beachteos^ 
werthe  Artikel  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik  und  Physik  ent- 
hält. Aas  den  beiden  ersten  Nummern  glehuren  die  folgenden 
Anfsfitze  hierher:  No.L  On  the  Influence  of  the  Great  Inequalities 
of  Jupiter,  Saturn  etc.  upon  the  Motlons  of  the  other  HeaTOoly 
Bedies.  ByRev.  W.  G.Penny,  M.  A.  p.l45.  —  On  the  Phy. 
sical  Structure  of  the  Earth.  By  Henry  Hennessy.  p.  170.  -*« 
No.  II.  On  an  Inequaiity  of  long  period  in  the  niotioDs  of  the  Pla- 
nets  Jupiter»  Saturn  and  Uranus.  By  Rev.  W«  6.  Penny,  M« 
A.  p.  3d3.  •—  On  the  Distribution  of  Heat  over  Islands,  and  espe- 
eially  over  the  British  Isles.  Parti.  By  Henry  Hennessy. 
p.  396.  -r  On  the  Function  of  Sommering's  Yellow  Spot  In  pro- 
ducing  unity  of  Visual  perception  in  binocular  ylsion.  By  Tho« 
mas  Hayden,  M.  D.  p. 476.  —  Auch  unter  den  sehr  mannig- 
faltigen Scientific  Nptices  finden  sich  mehrere  interessante 
Noüzeo,  die  wir  hier  nicht  einzeln  namhaft  machen  können,  indem 
wir  uns  begnfigen,  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  im  Allge- 
meinen auf  diese  beachtungswerthe  neue  Zeitschrift  zu  lenken. 


La  Socii^tö  Provlnciale  des  Arts  et  Sciences  k  Utrecht  met 
an  eonconrs  et  recommande  k  ratteotioo  des  savants  ^trangem  les 
qoestions  snivantes: 

1.  l^tude  critiaue  sur  la  Vie,  et  le  mörite  iscientifi- 
gne  de  Chr^tien  Huyghens*). 

Les  mi^moires  doivent  ^tre  ecrits  en  hollandais,  fran^ais,  an- 
slais,  allemand  on  iatin,  dans  tous  les  cas  en  caract^res  Italiens. 
L'auteur  marquera  son  memoire  d*un  signe  distinctif,  qui  sera  r^ 
produit  sur  un  billet  cachete,  contenant  son  nom  et  son  adresse, 
et  qn'il  joindra  au  memoire.  Le  priz  est  une  mädaiile  d*or  de  la 
▼alenr  oe  trente  ducats  d*Hollan4e.  Les  m^moires  doivent  ^tre 
adresses  sans  frais,  avant  le  1.  Döcembre  1859  au  S^cr^taire  g^ 
n^ral  de  la  Soci^t^,  Mr.  le  Dr.  J.  W.  Gunning  ä  Utrecht 

*)  Die  übrigen  Preitfrafj^en  fallen  nicht  in  den  Kreis  des  Archivs« 


Mathematische 
und  physikalische  BIbiiographie. 


Dan  folgende  ans  gütiftt  mitgetheilte  Verzetchniü  9et  Pnbltcatto* 
nen  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  %u  Ani- 
tterdam,  so  weit  dieselben  dem  Gebiete  dec.  iVlatheraatilc  ijnd  Physik 
angehören,  vird  fär  riele  Leser  des  Archivs  gewiss  von  tnferesse  sein, 
nnd  verdient  eine  möglichst  grosse  Verbreitung,  da  diese  Schriften  sehr 
▼{«I- Treffliches  enthalten,  wofür  auch  ohne  nnsere  Versichemiig  die  all- 
gemein anerkannte  und  bekannte  grosse  Gründlichkeit  nnd  Scharfe  bürgt, 
welcher  sich  die  vielen  trefflichen  holländischen  Mathematiker  und  Phy- 
siker, Von  denen  anch  schon  öfters  Am  An^hiv  mit  ansgeteichneten  Bei- 
Mgea  beehrt  worden  ist,  stets  beflcissigt  habet.  G« 
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t^ravaux  publleü  par  VAemdimle  Boyale  den  Stientei^ 

k  Amsterdam. 

Verhandelingen  der  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappeo 
{Afdeeling  Natuurkunde)  DI.  I.  1854.  —  II.  1855.  —  HL  1850.  — 
IV.  1858.'  -  V.  1857.  -  VI.  1858.    4«. 

Verslagen  en  Meded.  der  Koninkl.  Akademie  van  Wetensckappeti 
i4fd,  Naiuurk.)  VI  I—VII.    1853-1858.    8«. 

Verslagen  en  Meded.  der  Koninkl.  Akademie  van  Wetenscbappeü 
(Afd.  Letterk.)    DI.  I^IV.    1855—1858.    8^. 

Jaarboek  van  de  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappeo. 
1857—1858.    80. 

Otwragefst  «epares  dont  des  exemplalres  soat  a  la 

disposition   de  TAead^mie. 

F.  Brünnow,  Memoire  sur  la  Comöfe  Elliptique  de  De  Vico. 

1849.    4«. 

Van  Rees/Over  de  verdeelTng  van  hetSfagnefismasi  inMagne 

ten.  1847.  40. 


G.  J.  Verdam,  Bijdrage  tot  de  Beschouirinp;  der  Lenmis- 
oaten.    1B47.    4^ 

LobattOy  Verhandeling  over  de  zamenstelling  en  het  even- 
wigt  van  een  stelsel  krachten,  i^-erkende  op  een  vast  ligchaam. 
1849.    40. 

F.  J.  Stanikart,  Verhandeling  aver  den  tegenätand  der  Lucbt 
tegen  de  beweging  van  eenen  Slinger.    1849.    4^. 

Over  de  bevregingen  eener  Balans.'    1849.    4^. 

Over  de  betrekkelijke  hoeveelbeid  Wärmte -stralen  der 

lon,  vrelke  in  den  dampkring  verloren  gaan,  volgens  waarnemin- 
gen  te  Amsterdam.     1851.    4^. 

J.  P.  Delpraty  Vergelijking  van  het  zoogenoemde  Parallele- 
gram  van  Watt,   met  een  later  voorgestelden  toestel.    1850.    4®. 

8neiheid  der  Waterstroomen.    1850.    4®. 

R.  van  Rees,  Over  de  theorie  der  magnetiscbe  krachtlijnen 
van  Faraday.     1853.    40. 

F.  J.  Stamkart,  Over  het  berekenen  der  gemiddelde  water- 
hoogte  en  der  v^atergetijden,  uit  gedane  waarneroingen.   1854.   4^. 

G.'J.  Mulder,  A.  H.  van  der  Boon  Mesch  en  J.  C.  Rijk, 
Over  de  oorzaken  der  zelfontbranding  van  Stoffen  in  schepen  ge- 
laden.    1854.    4<». 

R.  Lobatto,  Memoire  sur  Tint^gration  des  ^quations  Unfai- 
res du  premier  ordre  aux  differentielles  partielles  ä  quatre  variables. 
1854.    40. 

J.  A.  C.  Oudemans,  Memoire  sur  Torbite  de  la  Com^te  p^rio- 
dlqüe,  deeouverte  par  M.d* Arrest,  le  27  Juln  1851.    1854.    4<*. 

D.  Bierens  de  Haan,  Note  sur  une  mäthode  pour  la  r^duc« 
tion  d'integrales  deOnies  et  sur  son  application  ä  quelques  forma- 
les speciales.     1855.    4^. 

J.  P.  Del p rat,  Over  de  betrekking  tusschen  de  gemiddelde 
snelheid  van  het  water  in  rivieren  en  de  iverkelijke  snelheid.  1855.  4^. 

F.  J.  Stamkart,  Over  de  alViijkingen  van  het  Kompas^  voort- 
gebragt  door  de  nantrekking  van  het  Scheeps-ijzer.     1856.     4^. 

J.  A.  C.  Ou  de  maus.  Zweijährige  Beobachtungen  der  mei- 
sten jetzt  bekannten  veränderlichen  Sterne.     1856.     4^. 

D.  Bierens  de  Haan,  Tables  d*integrales  definies.  1858.  4^. 

—    —    R^duction  des  integrales  definies  g^närales 

o  o 

I 

et  application  de  ces  formules  au  Cas^  que  F(a:)  a  un  facteur  de 
la  forme  Sin.ao:  ou  Cos.a.r.     1857.    4^. 

G.F.  W*  Baehr,  Over  de  draaijende  beiveging  van  een  ligchaam 
om  een  vast  punt,  en  de  beweging  der  aarde  om  haar  zwaartepunt 
1857.    40. 


F.  Kaiser,  berste  «mderzoekingen  mef  den  Mlkrometet  top 
Airy,  volbragt  op  het  Observatorium  de  Leiden.     1857.    4^. 

U.  Biereil s  de  Haan,  ^Over  eeuige  gevallen  by^de  theorie 
ran  onstadige  (discontinue)  Functicn.    1858.    4^« 


Stysteme,   üelir«  und 

L.  Hoffniann»  Mathematisches  Wörterbuch.  Alphabetische 
Zusammenstellung  säiunitlicher  in  die  mathiBmat.  Wissensch.  ge* 
hörender  Gegenstände.    7.  Lief.    gr.  8^.    geh.    Berlin.    20  Ngr. 

A.  Kr  am  er,  Compeniram  der  elementaren  Mathematik»  ent* 
haltend  die  Geometrie,  Arithmetik,  ebene  und  sphärische  Triga> 
nometrie.    2.  Aufl.     geh.    Nordhauseii.    28  Ngr. 

Th.  Wittstein,  Lehrbuch  der  Elementar -Mathematik.  2.  Bd. 
L  Abtb.    Ebene  Trigonometrie,    gr.  8^.    geh.    Uannover.    J  Tblr, 

Aritlimetik. 

J.  Dupuis,  Tables  de  logarithmes  pour  les  nomhres  et  pour 
les  lignes  trigonometriques  ä  cinq  decimales.  2.  'Edit  ster.  18^« 
geh^  Paris.  12]Ngr. 

C^eometrie» 

C.  Jsing,  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie« 
I.  Tbl,  Die  Planimetrie.    1.  Ahth.  8<^.  geh.   Miinster.  6  Ngr. 

E.  Noeggerath,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Elemen* 
tar- Geometrie.   2.  Tbl.    1  Abth.   gr.  8<».   geh.   Saarbrücken.    J  Tblr. 

H.  Schwarz,  System  der  anaiyt.  Geometrie.  1.  Bd.  A. u.  d.  T«: 
Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  1.  Abth. 
Halle.    80.    Mit  .6  Figurentaf.     1  Tbl.  20  Ngr. 

Trlg^onometrie* 

L.  L.  A.  le  Cointe,  Le^ons  sur  la  th^orie  des  fonctions  cir» 
culaires  et  la  trigonometrie.    Paris.    8^.    2  Tblr, 

C^eodHsle« 

Jos.  Garnier,  Trait^  des  mesures  m^triques  (mesnres,  pöids^ 
monuaies).  Expose. succinct  et  complet  du  Systeme  francais,  m6» 
trique  et  decimal,  avec  une  notice  historique.  Paris.  18®*  Mit 
in  den  Text  gedr.  Fig.    H  Ngr. 

J.  J.  Vorlaender,  (Jeher  die  Berechnung  der  Flächen -Id* 
halte  ganz  oder  überwiegend  aus  Original -Maassen.  Leipzig.  8^. 
Mit  eingedr.  Uolzschn.    20  Ngr. 

Meeliaiilk. 

Thiroux,  Quelanes  observatlons  sur  la  th^orie  actuelle  des 
d^viations  des  prnjectiles  spheriques,  lanc^s  par  des  armes  k  canön 
lisse,  et  en  particulier  sur  le  niouvement  des  projectiles  k  excen* 
tricit^  artiGcielle,  et  ranielioration  du  tir  des  bouches  a  feu  et  des 
fusöes  de  guerre.    Paris.    8».    Mit  1  Taf.    1  Tblr.  5  Ngr. 

Optik. 

F.  Billet,  Trait^  d'optique  physique.  2vol.  Paris.  8^.  Mit 
Taf.    5  Thir. 

Astronomie* 

Giornale  astronomico  e  meteorologico  del  R.  Osservatorio  di 
Palermo  publicato  dal  Prof.  Dom.  Ragona.    Vol.  I.  II.    gr.  4^ 
broch.    Palermo  und  Neapel.    6  ThIr. 


Bandatfa«  der  Erde  und  des  Himinel««  Neu  rf  d.  Aqi%#  33.  Lief. 
Irap.-Fol.    Weimar,    l  Thir.' 

F.  Kaiser,  Popuialr  sterrekundig  jaarbo^^k^  vor  het  jaar  1859 
naar  enleiding  von  en  ten  gehruike  i)ij  hft  werk:  De  sterrenhe- 
mcl.    (Met  en  kartje.)    gr.  8^.    Amsterdam.     1  i'r.  30  c. 

Astronomische  Nachrichten,  begründet  von  H.  C.  Schuma- 
cher, fortgesetzt  von  P.  A.  Hansen  und  C.  A.  F.  Peters.  50. 
und  51.  Bd.    No.  1.    gr.  4«     Hamburg,    ä  Bd.  5  Thfr. 

F.  Reuter,  Der  nrirdllche  gestirnte  Himmel,  2.  Aufl.  4  Bh 
Uthoer.    Imp.-Fol.    TJ  ThIr.    Anfge7.og.  u.in  Mappe2Thlr.   Gotha. 

Wochenschrift  ftlr  Astronomie,  H^teorologie  und  Geographie. 
Neue  Folge.  2.  Jahrs.  1859.  Redig.  von  Heis.  gr.  8<>.  IVo.  1. 
Preis  des  Jahrgaiigs  3  ThIr. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der 
Astronomie  und  venvandter  Wissenschaften.  Heransg.  von  €.  A. 
F.Peters.  1. Bd.  1. Hft«  Altona  u. Hamburg.  8^.  Mit4Kart.  IThlr. 

FhysflE« 

E.  BetI,  Abriss  der  physischen  Geostraphie  für  Schulefi  und 
^ur  Selbstbelehrung.  2.  Aufl.  gr.  8".  geh.  Neuorandenburg.  ^/«Thln 

A.  Ganot,  Cours  de  physique  purement  exp^rimentale  ä  i  usage 
des  gens  du  monde,  des  aspirants  au  brevet  supärieur,  des  ei^ves 
des  äcoles  normales,  des  institutions  de  demoiselles,  et  en  g^n^- 
ral  des  personnes  ^trang^res  aux  connaissances  mafb^matlques. 
Oarrageorn^deSOSmagnißquesvignettes.  Paris.  129.  lTh.25Ngr. 

C.  Han'steen,  Den  roagnetiske  Indinations  Forandrir^[;er  i  des 
nordlige  og  sydiige  Haivkugle.  2d.  Afhandl.  Kjobenhavn.  4^.  20Ngr. 

Gst  Adf  Hirn,  Recherches  sor  T^quivalent  mi^anique  de 
la  chaleur,  pr^sent^es  a  la  Socidt^  de  physique  de  Berlin.  Pari& 
8».    Mit  7  Taf.  und  6  TabU    2  Thlr.  20  Ngr. 

Photographisches  Journat.  Magazin  praktischer  Erfabrnngen, 
Portschritte  u.  s.  w.  Herausgegeben  von  W,  Hörn.  4*.  1859.  No.  1. 
Für  jedes  Quartal  1%  Thlr. 

Physikalisches  llexicon.  2,  Aufl.  Von  O.  Marbach.  Fort- 
gesetzt von  C.  S.  Cornelius.  71. 72,  Lief.  Lex.8o.  geh.  äVsTblr. 

Termisclite  Hlelirifie«. 

Abhandtangen  der  mathematisch  -  physikalischen  Klasse  dnr 
kopigl.  Bayerischen  Akadem.  der  Wissensch.  8.  Bd.  2.  Abth.  ffr.4^. 
geh.    Manchen.    2%  ThFr.  ^ 

P.  Arago,  Oeuvres  compfetes  publikes  par  J.  A.  Barrel« 
Tome  VUL :  M^moires  scientitiques.    T.  V.   geh.    Leipzig.  2  Thfr. 

Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Herausgegeben  von 
Schlomilch,  Witschel  und  Cantor.  4,  Jahrg.  IsHft  Lax.  8^. 
geh,    preis  für  den  voliständ.  Bd.  5  Tblr. 


BTaelirlelit  für  den  Bacbblnder. 

W^il  auf  Seite  117.  im  ersten  Hefte- diese«  Tbeil«  aus  Versehen 
ein  Paar  namerfsche  Coefficienten  In  den  Siimnien  der  dortigen  Reihen 
unrichtig  ange^yrelien  sind,  so  ist  dem  Literarischen  Berich^te 
Nr.  CXXVII.  in   diesem   Hefte  ehi  Blsit  mit  den  nothigen  Berichti- 

rngoB  beif^ege^en  w«irde«,   ivelche»  an  Stelle  d«a  Biatlea  {^  117*  und 
HA.  (im  er«tea  Hefte)  einvnhinden  i«l 
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Literarischer  Bericht 


Preis,- Aufgabe  der'  nalnrfÖrscnenden  Ixeseflschaft    ' 

,..;.,i..is.,:i  ...;_.'?,  ..i  ,)i, .,.,(. -,.  ..:......,,,../   ./!.    ..,:,.{-,:v 

>,,.:,  >.i.   ,.'•-..»  ,..,(?^..^l^|nzl&.  .,..,(...„,.,   ...:.,,.,.,..,., 

■  ■Dtt"G49eTt*clmft'irthHröB*:^';' ■'  ;    ';'/  ",  .'V:    ■'     "'• 

Eine  Bestlmmang  der  B«fan  des  periodischen  Kotneten 

'  :•     '  i  von  P&ye  (Kim^  1843l  in.)  amdm  ^et'i>Bdi«!nnn- 

ges  TOn  1843--^44/  18S»— Kl  und  18W'lt>it  ßiw«HM<iebti& 

'   gang  aller  SIDrangen  und  Foftfifbran^  derr^^lbcn'Ws  zur« 

■■-■■■-■■  '»iebsteit  Wte^rMiv^  ISW^M»  fBr  wekhe  «ibe  EpW^' 

nterlde  XU  g«Bea  mia'Vrh-d.    Aiiuh  ist  cn  nnterMchÄii,  nif 

bei  dlesemrHmueten  ^  wtdCT8lebeiide»'Hittel' lu>g«d«iV' 

■  '...     .'tot'isL-    ■'■■  ■  ■■'■■■■ 

4^ie.^a8schliessepd&  Crisf  ,fbr  (IJe  Erosendnng  ,der  Lösungen 
diMCT  Aufgabe,  welcbe  nac'b  djefn'ay  derBew-etber  in  deutscher, 
rra^ioslsc'beTJ  engUsc&et  .oder  lateini^cber  Spracfae  ahgeraest  sein 
k3Dn«n,'i'st  der  .1.  September  1860.  Die' Abhandlungen  (nicht 
to'q  der  Rand  des  Verfassera  geschrieben)  müsaen  mit  einer  De- 
Vis«  Tiersehen,  nnd  von  einem  versiegelten  Zettel. mit  deraeiben 
Devise,  der  des  Verfassers  Namen  enthSlt,  begleitet .  sein.  Uie 
versiegelten  Zettel  zu  den  Abhandlungen,  denen  der  Preis  nicM 
EDprkannt  wird,  werden  ein  halbes  Jahr  hinduuh  nach  der  Preis; 
ertb'eiluiig  aufgebobeq,  falls  die  Verfasser  etwa  ihre  Abhandlnn- 
gen  reliTamiren  «vollen.  N^ch  dieser  Zeit  nerden  sie  .uiierütfnet 
verbrannt  und  es  kann 'nachher  keine  Abhandlung  reklamirt  weiden. 
Die  Ertheiloug  des  Präses  von 

SecbSzig'FtisdrichsdVr 
gmefaiflht  am  2.  Januar  1861,  in  der  ordflntRdieB  VeraamnUuBg 
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smr  Feier  des   Stiftangstages.      Die  geltrHnte  AbbaDdluiig  bleilit 
Kigeiitham  der  Gesellscbafl. 

Die  nafurforscbende  Geeellscb^art  so  Dansig^ 
Dr.  Ü^c^tn,  Director.      J,  J.  HärtwtffJ  S^ctetair. 


'"•A    i.     :  . 


'^,;       Geodäsie.  ,. 

■  .   5  '.'    ^r  ä  .i^  .■•.,..  .       ;.         -•       .  _J1 

Elemente  der  Vermessongsknode  von  Doetor  Carl 
Maximilian  Bauernfein^r  biä>itb  der  Rönigl.  Bayeri- 
schen obersten  Banbehurde  und  Professor.  Erster 
Band.  MOncben.  1856.  8.  •*-  Zweiter  Band.  MüncbeD. 
1858.    8.    (CotU*scbe   Buchbandlung;!. 


*   • 


Wir  haben  die  Anzeige  dieses  jedenfalls  in  Tieteti  Besifkm- 
gen  eropfehlenswertheii  W^rfeW'lits  sit'^iiem  Erseheiben   dM/'tms 
jetzt  vorliegenden   zweiten  Bandes  .yerscbübes ,{ jUMJ^  jn»^li^ 
etwas  ausführlieher  über  dasselbe,  berichten. '  .  :\^    . 

Der  erste  Bafid%ist  nach;  einerlB^iiflilrf^ltniii^t.  ^i^tcbe"^^^^^ 
Ailgefiieiii^^n  Bei^iffe  entbäkt  und  die  bfir.de«  ^^^jj^^fk.- 
•ongekicgebrft liebliche».  Maft«se,f?#oHwie  }da9  Sei>be.i|^  mit 
fr«1^li^Auge  b^riebt^i-bauptsMcblkli  rdeik  InstiruiDeiitein  gewid* 
Biet.'  Iiii«a(Bh  unserer  Maip.ung:^bi)rzwfiekH^s^g4^  Wjeis«^  t^er- 
die»  zqerst  die  bei  allen  M«Miii$jkPiiiiieitfwi^i^K^  Ae« 

stand trbeile  filr  sieh  besprochen»  wodurcfi  Tiflfa^b^f.f Pjlist 
gewiss  hSung  vorkommende  ^^redetboki^gi^  yerniieden  ..yw^ien. 
Es  kommen  daher  nach  Ojad;  nacb  ||ur  B^^^^^.Mv^g:.,.^^i^.Ji|[|^ 
f4t  zur  Herstellung  der  Al/sejhliiiie»  dje:JUiitel  ^'iijr.j^f- 
'(Stellung  von  loth  r,,und  .  w.agpreehten^  Rieh ^u Jtgeiig^. die,- 
Mittel    zur   Vergrcisserung   sehr  kleiner  Gegeqsfän^J^, 


hielten  findet,  wie  z.  B.  dict  Q^e^ehrelbung  und  der  GebrMch 
der-  Mes^keli^,  eines  beL  dejr  Messung  der  $tandilufei|^M|ir 
Wiefatigen  und  interessanten»  a^ii  Sieb  freilich  /auf  sehr  «lyjji^f^n* 
-^geometrischen,  ^rihcipieii  .b^rnhenden  Jfjülfspiitteür  ^y^'^^^uf^^. 
der  Herr  Verlasser  zu  den  ver^cbieaenen..  Arten  der  Instrj^^mejnte 
selbst  Ober»  nämlich:  Mittel  ztirl^zeichnting  der Vnii^kte 
auf  dem  Felde.  Instrumente  zum  Wiukelniessen  (Instru- 
mente  für  constante  Winkel»  wobei  auch  das  Prisnienkreuz  des 
Herrn  Veriiissers  mit  Rüeoht  besondere  Beaehtuiig.  gefonden  bat« 
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Ipftruiusnts  xwr  pB^thiocbmi  Aarnahiqe  d«r  Winkel ;;  \nttU\xmmi« 
sur  Aurnahnia  Bnd  Afisteckiiiig der  Winkel  im  Gra^aaHKa,  nln^ 
Jicb  Boiuf oica - luatrumtiite ,  Th«,odoljt.en,  SpiegeJsextant iii>d £pi|i- 
getkivie«).  IpBtcDJuenle  i^yiq' L.SRge^niesBeii  (MaaKBStäfa^ 
lU«Hketteu^  di«  verschiede  neu  Arten  der  pistanzmeBseT ,  »oTaiw 
Rir  mannigraltige  Belehrung  geschöpft  hahen).  Instrumente 
xum-Ui>henmeB«en  (^JiTellir-fnatrumente  tmd  Baromcler).  Iii- 
»trnBiente  iiiu  GeHchwindigkeitsroessen,  ein  Irhrreichef 
Abschaltt,  der  his  jetzt  m  allen  fihiilichen  Werken  ganz  rebll, 
wobei  wir  noch  besonder«  herTor|iebei>  oifix^n,  dass  in  allen  vqr; 
hergehenden  Abschititteu  auch  die  MarkHcbeide-lii^lrumente  g&nf 
besondere  Beachtung  gefun den  haben.  Wenn  tncb  ^e  aim;M]Q«- 
cbener  Werkgtfitteu  hervoi^ben^eu.  Inütruinent«  bin  uad  iricder 
beaoBdere  Berflckslchligong  gefunden  haben  —  vvvzu  fibrigensdif 
Berechtigung  durch  die  groase  Berfihnitheit  dieser  Werk^tSlleiii 
die  ei  gen  Hieb  allen  flbrigen- zun  Alesfer  gedient  haben,  und  deuev 
wrig'^eH;  RablU  bleiben  ^'trd,  ztierel  iti  l)eiitecl)laad  besaere  und 
.Tellliiwnieiiere  luätrumenle  Ecliefert  zu  haftef>^  Tolliilfiiiriig  gege* 
\^tifi  y^hx,.—  M  dürfen  »jr  doch  dem  Herrn  VerraMer  daa  Zejig- 
liiaa  völliger  Unpartheilif-hkeit  in  dieser  BeEiehung  nicht  versageRi 
sondern  mfisaen  ihm  vielmehr  be/eugeri,  dasa  er  Gberall' srcti 
nur  nach  dem  Besten  und  ZweckntäaaigsteD  umzui^ehen  be- 
MOhel  getreeen  Ist.  Dam  ilen  Fehlern  und  Correctionert  der 
Inntrumente  stet»  greaM  Aifmerkveinkeit  gewidmet  worden  iai, 
bedarf  hei  einem  eotcheo  Werke  kaum  noch  besonderer  Er* 
inaerung,  wobei  flhrigensmlt  Rechl  nur  solche  Correctioiia-Melbo- 
llen  Anfnahnie  gefunden  haben,  welche  praktisch,  leicht  und  g^n^n 
fuffifarbar  sind.  Zeichnungen  »ind  in  reichlichem  MHssse  in  sehr 
ücbflner  und  deuüicber  AuafQhrung  nnd  in  einem  fast  mehr  ala 
hll>re{chend .  groaeen  Mf  aaiwstabe  beigegeben.  Die  verschiedenQi 
tUnimeter  haben  ihren  Platz  im  zweiten  Theile'am  gehSrlg^ 
Orte  geAinden,  Wenn  nun  auch  in  neuerer  Zeit  schon  manch* 
»cht  verdienstliche  und  anerkenn ungswerthe  Werkp  Oher  Instni- 
Mentenkunde  erschienen  sind,  so  scheint  uns  doch  dem  vorlie- 
genden jedenfalls  der  Vorzug  einer,  »o  weit  es  bei  diesem  Gegen- 
Stands  flberbanpt  mSglicb  ist,  vitllig  systematischen . Darsfetbing, 
vnd  der  durch  das  dadurch  notbwendig  b(>din^te  niethodljBct)« 
Fortschreiten  von  selbst  erreichten  Vollsllindigkeit  zu  güAftbreit, 
weshalb  wir  diesen  ersten  Thell  dea  euch  hussKrlieli.  von'  der 
bsrAhmten  Verla gahandlung  vortreffFIcb  auKgeslafleteÜ  Werte« 
EU  sergfHItiger  Iteachtuiift  zu  einpfehlei) ,  und  HufdenHelben  beaon- 
der«   aufnierhanm    zu   machen   fdr   uiijtere    Pflicht  hallen. 

Der  zweite  Theil  ist  den  Messungsniethoden  gewidmet,    tw^ 
•ipt  bandelt  der  Herr   Verlasser    ven   Uorizoulalmeasuusen 


4  lährMtCkgf  Btricki  CXXfn. 

(Messung  der  Linien.  ]  lileäsang  4^r  Winkel  M«  DVeietAe. '  Mi#- 
suDg  von  Vielecken  add  natmarken/ wobei 'die  Linetftpliifliniiefer 
Von  Wetfi  und  Hansen,  M  wie  das  Polartihnhneler  tüii  Ans* 
1er  sorgßilttg  beschrieben  ttnd'  bli^uffheilt  worderi  islM,  äiMk  die 
Vcfrtheilong  der  Felder  mit  gehtirigier' Berfidksiditignng  der  Beul* 
iät  gelehrt  worden  ist.  Messung  ein^s  ganzen  Laiides) ;;  Atnn  roh 
den  Vertikalmessungen  (Medsühg  der  Vertikalwinkel,  l^rtgii:^ 
nometrlsche  Höhenmessnngen.  Nlvelliren.  BaTometrisches  HMiieip 
iheiisen,  wobei  die  Theorie  von  Ohm  gebfibrende  Berflcksidh^^ifg 
gefunden  hat).  Der  folgende  Abschnitt  Ist  der  GriiibenmesBtihg 
oder  der  Markscheidekunst  gewidmet,  und  der  letzte  betrift 
dl^  Wassermessungen,  Worüber  man  .in  allen  übrigeti  ein- 
ibchlagehden  Werken  bis  Jetzt  vergeblich  Belehrung  sucht«  Det 
Übrige  Tbeil  des  Werkes  beschäftigt  sich  in  sehr  voIlsfSndi- 
ger  uii^  lehrreicher  Weise  mit  den  Kartenprojectionen ;  der'  Ent- 
werfung der  SltuätionsplSne,  der  NivellinientsplSne  oder  Profih'isse 
nach  der  Länge  lirid  Quere,  der  Berjg-  öder  Grubenpiäne;'W,Wie 
mit  deifn.Coplren  d^r  Karten.  Üass  bei  den  Miveininetii^})HineÄ 
die  Methode  (Ter  Hprizöntäleii  besondere  Berdcksichtigung  gerdti* 
den  hat,  erkennen  wir  besonders  ah«  "Den  Beschiüss  macht  >in 
auch  sehr  zweckmässig  unter  dem  bjBsondereo  Titel:  '    '  ' 

Tafeln    Ober    verschiedene    Gegenstände«.  4*^ 
praktlseken:  GeoiB'etrleiv  Mlinc1ieB.'185S.  .f.! 

erschienener  Anhang,  worin  fünfzehn ,  viele  bäüiBg  vorkommende 
geodätische  Rechnungen  wesentlich  erleichternde  Tafefn  enthalten 
sind.';—  Dnser,  Urtbeit.fiber  diesen  zweiten  Theil  genf'dähin,  däos 
derselbe  jedenfalls  die  einfachsten  und  besten  Messiingsmethi^di^ä 
in  sehr  deutlicher  Darstellung  enthält',  und  die '  jeden faltiä  aus 
yieilacher  eigener  Praxis  hervorgegangene  Umsicht  bekundet;,  *vafi 
welcher  der  Herr  Verfasser  überall  das  Zweckmassigste,  b'ef  der 
prajctischen  Anwendung  am  Sichersten  auf  guten  Erfolg  rechnen  Pilr- 
fende  herau8zu6nden  und  seinen  Lesern  mitzutheiteh  und  '  zu 
empfehlen  verstanden  bat.  Zum  Schluss  wollen  wir  uns  nur  äie 
Bemi^rku'n^^  erlauben ,  dass,  wenn  auch  der  lEinflüsis/der  i^ver- 
meidficben  'Beobachtungsfehler  (S.  119.)  und  die  Ausgleici^ui|g  'der 
Win^el^  keineswegs  unl{eruc^si(.'ht|^t  geblieben,  cl och  der  Methode 
ief  kleinsten.  Quadrate  keine,  Besprechung  zu  Tb  eil  geworden '  ist, 
woraus,  wir  incless  dem  Herta  Verfasser  bei  der'^  ganzen  Teh/Tenz 
des  vorliegenden  Werkes  um  sp  weniger  einen  V^örwiirf  zp  machen 
geneigt  sinä,  weil  bekaniitiicli  die  Ansichten  Gber  die  Zwec^ni^- 
sigkeit  und  den  wahrhaft  lohnenden  Erfolg  der  Anwendung  die- 
ser Methode  in  der  Feldmesskunst,  im  VerhältnisV  zu  dem  dnrcb  sie 
ib  Anspruch  genommenen  Zeit-  und  Kraftaufwand  noch  melirfadi 


^WWCTlllJlti'PeliWriilaiid  wiBggftlWIe,' -fiHwfr-trtT'B^nwB»  lAiJttg» 
1lWt««ill4flllMdtf]tlteMo»g«4»«»&«bkatl  bnacWi-'Mur  Aerfmiä«  mm 
lMrt'diMer'l>it<N^M'fl«r'AtiMclllM  HMtt  «Dil'ilem  Aiif^ivertiolMi 

f>:enif;en.C|niiidpnnc.ipi()n  auffjifrCilirt  werden  Jvt.  wenn  ai^qh  diese 
Gjnyi^priacipien  seibat  an  .sich  .|>ocl|  mücb^iacbwaclie  pette'  dar* 
bieten  und  AniWh'tungeq  tiBBgeaetxf  Min  d'Arhen^    ' 

Gewiss  wird  auch  dieses  Werk,  das, mit  wenigen  Au^nabmeD 
durch,aus  nur  elementare  malhematieclie  ^eiuitnisse  ireiaüAsetxt 
und  überall  aich  einer  sehr  deutiictfen  IjaraJeflvhg  '  beftiäl^ 
atgt,  das  Seinii^e  dazu  beitragen,  dem  leider  noch  immer  vnrk'oiti- 
mend^n,  ganx  bandiierksmässigen  Treiben  rielqr  Peldna(>8S«r,1mm'e'r 
taeht  und  niebr  ein  Ziel  zu  setzen .  und  einer  gel&ulerteu  ^eori^ 
liniDer  mebr  und  mehr  Eingang  zq  T^rschaffep,  Kelchen  Errofe 
wlrjibm  VArzflsticb  ivfibsclieii,    .  '[-.',..       ./  ',     '  .    .Gl"  •,  ^"  ' 


..;:,...  :      .P;h  y  Bl^.  .  .  ..V,:,.;. 

,  !,.4iipalfid.ei.B.«»l^««.eiTvatorio  nfe.teöj-olo^lc« '^^ein"- 

XXfiVfii     ,.,     .'    .:■,!)    v:.i..:..    ;    i     ,...v.,,.,    ,,    .--;>,-;,-,  .,,',j.'  /( 

'  Dt«eAMy«0-4eai(I«vhdieMaalfiicerixSr.Rfaj«stUrieiknaifft 
YMi'  Neapel-  aiif  d6»i!'V«bii*-'t*rielitcle«-  oMtMtrologiBchen:  Obfeac- 
«ltari«iM'trerd«n-i:¥oD'  «hwiew  -verAeatea'  Üiraaloc  Mtak  bnigl 
f^K^iiHl  bfefavsftvge^n'nnd  «fBohnDeh'jR  «iBfltfc  .flaDde^MI 
EHdi>'«ines  jeden  JabrM  tti  (^osc-io.i  Ael'  II«rm  -AlbaiSd.DeJtr- 
kn^m  Neapel  (luii«*  dV  POkzio,  sotto  Ja  Baal  Bandtetia)..  ,A«t 
dttr^AsseB  W}ebtlgk«k  aadcbsr' Beobachlungen  mif::deat<tfeiwiH|t- 
tä»' merkwfinKgeii'  Punkt»  der'frde  .haUea  nir  uns.verpflifbt«!» 
Iwaf  dl«8e'UAnna4«»**lD  Fblg»  du  :«m  x«gtaai>4Mi  yrtw^itaM 

«ilARetfcSMI  EB.ülRch«!.'  ■  1     ■:  :'M    '  'U  i.  .1:. 

VeimUciiie  Skshriftonv  :    i. *ü.^ii  ^^ 

NWa  Acta  ftäf>tae  SoctctatU^  Seifen tivrui*  {J^sa- 
■Itensis.    Seriei-lcfttftt^.  A'ol:':!!.    l<'a««teBliaslpriar    1806, 

.Up.aliafi.lßsa...  4"..  :  ..,.,.,. .„,.,  .      .■,,! 

'  Der  tlti\*  Tb«!)  dläietrdrittMi'fteihe  der  treffllchentund  stet« 
'•o'iMes' 'AoMgexdchßete  fentliallitMleti'  IfcbrlftieiKdsp  KUiil|tliebak 


6  UtmwHttbßtJkfUiU«ilW. 

S;  MLia«gM»igl  wiMdfea»  mmA.  «itjftepmi  um»,  ichon.yried^r  eim«iv 
Ton  der  erfolgrekheü  Tbitigk^t  ders^tn»  von  Nqqem  das  jrilhiii- 
Jidwte  «nd  erfreoKchste  ZcugDics  Ab|«g«adea>Tli«ir  di«4er  wich- 
tigen Gaeellacluiffe- Schriften  aoieigen  in  ki&nnen. '  Aoiiser  spcaek* 
wiiMitandinftliclien;nnd.6otMiMi^bflfii  AnbeitM^  entUUH  deraetbe  4^n 
lUgandeti  in  d(tfn  Krelni^deai;  Attfbm#  gnbdreqiin , Abbai»4lMtlgenf  . 

,.  D,<^terminfiHoo  de  1a  latitudlB  du  oouv^t  ObWe^va- 
loire  d'Üpaala.  'Par  br.  Bt.m\ulix\  XeäiTBtapt'crb  rOt'- 
aervatolred'üpMii/p.  ii^.-pV2^^^  '  "         ''''' 

Auf  den  WqnAch,  den  verdienten  Dir^tora .  der  Sfernnrarte» 
Herrn  Profeaaor  G|.  SvfiUjberg,  unternahm  Uerr  H.  S'cbiilts 
eine  neue  Beatimmiiiiig,  der  geograpbjacben  Coordinaten  flea  Öb- 
flütryMQriunia  ,iind  veruffentlicht  in^deir  yi9,rlie(('enden  Abbändlnag 
zunficbat  seine  rflckaichtlicb  der  Breite  aogVeiellteb .  ÜbtersdchuD- 
g^q-  pie,.Grunillage  seiner  Bestimniui\g  bilden  Beobachtungen 
der  Sterne  im  ersten  Vertikal  mit  einem'  als  Universal -IiiiBtrumettt 
montirten  Fernrohr  von  Repsold  von  funuigma liger  Vergrcisse- 
rung.  Nach  einer  sehr  lehrreichen  theoretischen  AuseinMider- 
setzung  der  Methode  an  sich  und  im  Allgemeinen,  theilt  Herr 
Schultz  seine  ganz  nach: den  betrefl^iden  neuesten  Metboden 
gefühlten  Rechnungen  vollständig  mit,  die  sich  anf  die  Beobadi* 
tungeii  von  neun  SStei^en  gli'ähden.  'Dei^'^fto^'ir'aV  der 'Bestie  Tsche 
Fundamental- Stern  u  Cassiop.»  fOr  welchen  Herr  8.  die  PöÜHib^ 
nen  aus  dem  Nautlcal-Almanac  1854. •  Isntnabm;  Fflr  drei 
andere:  |^»  17,  v«  Gassiop.  hatte  Herr  Rilmker  im  Januar  I8SS 
direete  Bestiromnngen  so  machen. die  Gfite;  für  die ^brigeni  wnrr 
den  die  Positionen  tbells  aus  Herrn  ROmker's  Cataljog«  .j^eii# 
aus  »»The  Catal.  of  Stars  of  the  Britt.  Association^/  ge- 
neipmen.  Im  Ganzen  halten  wir  die  vorliegende  Üntersucb«a|^ 
ganz  abgesehen  von  dem  natfirlich  grosseri  besonderen  WerUie 
der  gewonnenen  Resultate»  an  sich  für  ein  treffliches  und  sehr 
lehrreiches  Beispiel  für  derartige  Untersuchungen  fiberbaupt,  nnd 
dieselbe  verdient  namentlich  auch  in  dieser  Bekiehung  alle  Empfeb' 
lang  zu  allgemeinerer  Beachtung.  Als  End- Resultat  ergab  sich 

690.61'.  3r,6 
als  Breitff  der  Urehkntipel  des  Ohservatoripmf . 

.   La  longitnde   terrestre   dötermintfe   an   moyen   de 
signaux  galvaniqnes.   Par  Dr.  7*.  A.  Tkalin,  p,407.-^.220L 

Jeder  weiss ,  mit  wie  gutem  Erfolg  in  neuerer  Zeit  die  elek- 
trinehen  Telegraphen  sebon  viel&cb  zur  Bestimmung  von  Läpgen- 
Diferenzen  angewandt  worden  sind*    Eine  neue  Bestimmung,  der 


Wii^Hi^  «1«  M«rtön';  Üh  IniMMrwilMiaiM  «rgabiticfe  ia  Zeitei 

?  TT  •:  ';  I  ir;   r        ':^j.    •:  ;  *?  »^  •;  -  ?  it  •>  s-  ^    %  t    '>  ^  r.  "J^p^it  '  **"  --  ^  ''*•  "i  "5  tn  ^  f» 

ül^fireiqatwintr  ,  A|l>ier  ^cbt  )b|loiBrs  dle^e«  «,Rt«u|tata  wiegen  bi  4ie 
^y««fi»4«  ,Ab*?!»5^>M«>l?  .W*ci%  ui^d.iolerei^wuit,  sp^derfti  iNiqli^ 
rficfcsiQbtlicb  der .  angAw^dti^ii  JÜ^tfcpdie;  ini  AilgtaioiiieB.    In  dar, 
yilntradactip.n  bi^tariqmß^  zibltHerr  Tfia^n  aU  wicbägätl^; 
£eU^q]9el|€»ir  dieseir. Jtfetii^it  ..die  -fetg^fnd^n  auf:  :>    .  r     r«  f'  .'\    • 

IfJ  Li  Leff  etfeeura  peraonelleA 'des  o5«enri[rtear«»  '•    i    *■  '^>'>. 

i  '  iSi.  CeHea  qai  pHiylefiiiehtide  riiierti^  des^apparelhE.  /  W.* 
'i  t'  &i V Gelles :^bi  durtfe  ndde^salre  poinr  la  triraffailsslöii  .^da  clH»f r 
.T«I-»F.  ;:#aiit'MeclliqfieL  ■   [>.:_        *•■         •■   ■  =  ■  v*  -j  ■.'%  -  *..;:..  it.;_ 

inU^  eDtvilAett  üoft'ln  d^r  ;,C%pÖ8Kroii  4(«iidrat<^  de  Fa  WbÜ^' 
yfeW^v^^xiioiU^  emto  iieäe  ibn^  eigetith(!inf?ci^  "BeöKächtiitJ^' 
]IIMi|öde«;:diir^li'  ^e)chi!  dr^'au«^  der  Ufigmcblidt  d^r  Orgäile'  dl^= 
Beobachter  ^uiid  der  Trägheit  der  Aopäräte  entsprfrfgenden']l*^liM 


1er  gaiii  vermieden  werden,  wodoreft  er*  seiiiär - Afthatidliin)^ 
^inen .  allgemein  wissenschaßlichen  Werth  und  ein  allgemeioeres 
MerjeiBse;  Us  'd^e  fte«uKatSe  der  Reobaclituitgen  an  isicb'  tf^rselbeD 
feirleUveii;  fiebert,  fieshalb  ^ir  Alle,  die  Bfeh  mit  dei^irJeicHen  Bis- 
ötiabhtuiigen  su  fte/9chä(|igen  Beabsfchtl^en,   a 
«en  u^d'«ie  recht  senr  zurVetdrenienBeaclituhg  empfehlt.     '-^'^ 

!/;.  yRem^t^nj^^'Sur  Ja  formii  des  raciiie»iin^ri|q[ue|9i|iji^,t!, 
d^VermiiBdee.    PaF-C.,^^  p.  m^p^ftaii;      ],',,,' 

il:.  in  dieser  Abba,n(flnng' lieferii. Herr  Pf  oief«Bor  Hl     ^ei  fieve? 
J9«i4rei0e  (Air  das  Fiindfimental-Tbeorem'  der  Theorie  dbr  Glefehüä^ 
m%fk ,   vrelcbes  bekanntllebt  Gaus s  eigentlich  'seiti  ganikc»  Lehm 
hindurch  nie  iku»  den  Wat^ehe  ierloren.,   und  diJm  r  ausser'  aiideMh- 
gf«ssen '•Mathematikern,*' 'namentlich- auch  Cäuchy    stets  siAne' 
beseindere  AuCneirksaÄikeit  gewidmet  bat.    Den  dtnen  derh^den« 
Beweise,  «^  -die  natfirtieh   eioe  Mittbeitnn^  oder  auch  riur  eineii 
AuMug 'hier  in  diesen  literarischen  Berichten  nicht  gestatten,:-^ 
welcher  auf  die  Bf^trachtuilg' einer  Corre  vdn  doppelter  Kiüimmaog 
gegHfaidet.  ist»    nimmt  Herr  Hill,  ganjs  als  sein  Eigenthum  in  An- 
spmcii;   den  anderen  bezeif  hnet;  er  al«L  eine  iModifieätion  dea  Be* 
itelses  von  p'Alembert,   die  jedoch  eine  Anwendung  auf  trän- 
f^deiident.e  Gleichungen ;  ntfogirch  .macht.    Den  Hauptxweck  (ieiner 
beiden  Beweise  macht'aber'HerrHIUiftH  folgenden  Worten  naai- 
hafl:    y,ll  m*a  toujoürs  seihbl^  d*an  avantage  partica« 
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^tait  ln4l«;ip>eiB.^)«,«^r  l»«ae||f^)  ^fi|pif«T»it  pr«- 
eeder  »4roi^ei||i^eiit  k  1»  r^eherehe  de«  ▼alenrs 
mime«  4e  1»  p»rifcie  tfel»  r»ieln)^«<<   Wir  freuen  vds 

WittaUk  «eP'fiTeele  ieifcMriAw\iitfA  «  J^^^Wii^Hfl/d  g8ftt«iMtti<Me«^ 
dM  d«^  M^imiDg;  Ukflir  GatrM-;  GäticU«^  Mid  iftiMer^  gMMi»  Mä^' 
trieMfotil:W'Wledefilbtt86  IgVoe^«  Kntrt  Md  ZMt  Atif  die  Anflliidiiag' 
■Hpitig^r  B(^«*iMli9^  fttrdto  (VagKehea  Satii  vetwuffrdtiin;  Wetotger-deüff 
aMtMtf'i^  st^  w^rf/  tfüdeili^  RicfbtigMt '  Wohf  Ktigiif  tiReit 
gezweifelt  wurde; --als' ttelmdMr  dt^allMbv^  #eil  «i^' VÖli' d^lll  g«-' 
wies  ganz  richtigen'>!6eeieMBpnbkle  iauagiagea^.  dass^  «fehl  bei 
der  Attf8ucUHig.«lTeiige»  BitfwMse'flirdeafragKqbeiiSativlelUDcht 
necb  aiatErslm  Wcgc.^eritfaeii.  »Sebtcn^  ailf  cfenen^HilHiizaf^-der 
Auflösung  der  Gleichungen  selbst  gelangen  li&fate>,*!Mdtt  Anaicbt» 
diß  auc^  wir  sfboq  lKng9^  akr  vOlligTichtig  «9e;r)(itna|t,j(i|^  va^  der. 
U9i«igfffvgffimieht>a)i^n.:  Wir  verfefila«  dah^molit^  j^i^re  I^eeer 
aiiil,di0,^jenbefpi^bjBQen.9ques^u,A^  ,dfs  flerrii  Pr,ff«»Mfi|t 

B^1[  Qber  ^  die«eit  wipht^ea  Cegeiistand'  gm^  be^fop^^ra  bin^irei? 
8ff«.:9nd.aufmerll8aivi, zu  ja^WPr '•.-.•    ..i.  i-t-/    :i^::\:^i,4^^^ 


.,  .Aitq^M  ^i^iM^M'ftM"«».  P^»ra  ed»  a,ppl«ca^  jpiibj;>Iici|;U 
da;£0^TIRfKM  T^^rtpJj^ni  e  coiapiil^aU'  da  £.  Be*tti  a  ?i|ifi^ 
F^^Bfjiescihi  aPavia^  A.  Gepotjchi  :fi  TQrin.o^  B.  ty^rt^r^. 
linl  a  l^oma- .  49.    (S-  Liter^iu.BcLr 'ISr.  CXXiy.  S/IÖ.). 

N^«  6.  (Novembre  e  Dicembre  1858.)  Intorno  ad  alcnni  panti 
dtllä  t^öriadäiiriinlÄi  qiiiädi'aU;']^^  dd  SIg.  Prof.  F^lfce  Ca- 
•  orati.  p/i^a^  *-"8op^a  t  CdmbhiaDti.  ^  Röta  d^l  S^.  PMTi' 
fiaviiceB^ttB.'  p.  344> '»-«  La  tbeorida  dd^^  eovarianti^/e  degli 
invarlaiiti  delle  Ibrmeibinärie  e  Ie'.8u6>principali  Applicazioiii.  Mmi 
negtafib  del  Piof;.Fränice8eo  Brio«i(bi  (Continuazieoe).  p.  349i' 
-tr  SdUa.risBkaate.di'  due  equazioni'  di  4P.  grado.  Nol^  dei  Caff*. 
F^tEaä  di-Bruoai  p.  362«  -*f  Constmctlon  du  eentre.  .de*  eoviK/ 
bmrei  dela  cmitbe»  lieu  des  poihts  dont:  lea  dislanees«  a'  deaai 
coavbesi  donndes  aont  danä  ua  rapport  coaäitant*  Pur  A.  BlftO'ii«« 
beim.  p.  364.  --^ '<  Soprä  i  dae  fermotei  di  Calc4lo:  diffetenaMile* 
f^ota  di  SLiniaänuele  Fergola. :  pi  *37(L^   '*;,:. 

"  '  Biviete  fefbll^fraftiea^  ^ulle  snperdcf e  d'eguale  atf»azione; 
Arlkoiö  dd  Pr6f.  F.  BrtesTcbi.  p.  37a  -^  Di  lina  nota  del  Bar 
rotte  PU na.  Casti  particolari  del  moto  diiiqcridL  '  Artieohrdel- 
ProA  AngeUGeno^^chi.  p.  383.  --- Pubblieaziont  reeehti^.  p;.' 987« 
--  iadfee  getierale'di'tuitii^i  articolt:    p.  399.  ' 
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L.  Fenner  v.  Fenneberg,  Untersuch iiNgen  Ober,  die:  L^iir. 
g€[iHr,  .^FeW-  und  Wegeniaasse  der  Volker  de«  Alterthfiinjs,  ^ins- 
b^ipfHidere  detr  Griechen  und  der  Judenv  gr.  8^.  Berlin^  geb.  ^^^Ji|i;^t 

t!.  F.  P.  Martins^  lElrlnnerung an  Mitglieder  dertiiatl^ematjiisu:bll 
P^l^ysikalischen  KUsae  dec^  bupigl  bayerbclipn  AkMetniQ  der  Pj^is- 
8i9/iscliarteii,    Jbline  Red/^^ .  gr»  4^    geh,  ;  München^    ly^i  TW?. , .   , 

'.Mvßr.iot  et  Bouifuet,    Theorie  d^^^   fonctipn«   d^Hib^lf^^; 
p4riodiqu€^  et  eii  particülier  des  fo^ctionf  eUiptiq^;^;.  ^i-ß^    ^Iff^/. 
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J.  Hincke,    Lehrbuch  der'arithniet.  Formenlehre,  eine  Vbr* 

bereitung  des  ärithmet.  Uoierricbl»»    pr.  4?.'    Halberstadt.    5  Ngr. 

.     O.  Jan/isc-h«  LehrUtt4»)i  4er  AMthmetik  fgr^dto  mtUteaen  Tand 

oJ^n  Cla^ei»  höherer  Lefar^i«Mtf  n,^r,  8^  geh«  Flf«i|kAintiuiLX)l» 

«Ä-.TWr.    •  ..:•=■  •■•,  ■•.....■....  '..:,..  :. 

H.  G.  K 9 hier,    Logarit^fniscii^trigenf^inietri^chtos  fibndbvcln» 
&  Aa&    LeK.-*V  geb.    I^eipzig.;   ??;  Ngr.         ']   ^ 

'  H.  B.  Lübsen,  Ausführliches  Lehrbuch  dfr  AliUim«l}k  Ufid* 
Algebra  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rficksicht  auf  die  Zwecke 
des  praktischen  Lebews  l>^rNltet.  4.  A\iÄ.   g*.  feö,  geh.  Hamburg. 

i%:Tbir.  ■    :  -i  ■;•:-  .':     . 

.  /iE;!Sbhick^  Uebiuiigstiufgdl»m  ,aU«  dier  firafcHscbefi  AtilllTO<i> 
tlk,  mit  vorang.  Erläuterungen  und  Beispielen.    Zum*  Gebräu<!b  Klr^ 
Sobiilen.   iL  Abfli.    gr.  8».    ieaft«    iietpsig.    20  Ngf. 

-<  {^L.  A.  Sokneke's'&iimiiilHng  v•fli^^bllfgaben  MniiMÜer  Dilr^N)m : 
tMw  und  Mb»gralrecfagiiiiig.    2.  i^rb.  u.  r^m.  Aufl.  k«vftu^g^g«^.  Ttttl" 
Hi  JL  ScbnHElec.  .1.  TU.  A.^  d^  T. :    Samthluii^ton^  Attfgeb^ft 
aus  der  Differentialrechnung.    Halle.    S^^    1  Tblir^  6  Ngf . 

Th.  Wittsteio,  Fünfstellige  logarithmisch- trigonometrische 
Tafeln.    Lex.-8<>.    geh.     Hannover.    %  Thir. 

E.  A.  TÄThier,*'NonreHe  anthm^tfqu^  pratiqni^.    fi^,   .eart. 
PÄfte.    16  Ngr.        • 
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J.  BalogA,  De  qnadrahnra  circali  secandimi  legem  intereec- 
tieDie  dapli  et  de  poiygODie  regolaribue.  gr.8^.  geh«  Peeth.  2*/aThlr. 

P.  Eecher,  Die  Berechoang  Tem  FIflcbeninhalt  der  Kugel- 
seue«  Ein  Beitrag  »i  jedem  Lehrbocb  der  Stereometrie,  gr.  8^. 
geh.    Zflrich.    8  Ngr. 

C.  F.  A.  Leroy,  Trait^  de  g^m^trie  descriptive,  soivi  de  la 
mdthode  de«  plana  cot^  et  de  la  th^orie  des  engrenages  cylin- 
drlquea  et  comqaea,  avec  une  collection  d'^pures^  coraposde  de 
71  plaAche«.  5*  Mit  Ion,  revne  et  annotöe  par  E.  Martelet.  Tome  I*'. 
Texte.  —  Tome  II.  Atlaa.  Paria.  49.  71  TaL    5  Tbir.  10  Ngr. 

A.  Lorey»  Geometriscber  AescbaQnngajinterricbt,  ein  Lebr^ 
und  Anfgabenbnch'  suro  Gebrauche  ffir  Lehrer  und  Schüler,  gr.  8^. 
geh.    Eiaenach.    2  Thir. 

EL  B.  Rumpelt«  Leitfaden  ffir  den  Unterricht  in  der  geMne» 
triacben  Formenlehre  an  höheren  Tuchteracbulen.  gr.  S9.  geh« 
Breslau.    7%  Ngr. 

Rh.  Schmidt«  Theoretisch -praktischer  Lehrgang  der  Aze» 
nometrie  als  Zeichnenroetbode«  welche  die  Vortbeile  der  geome* 
frischen  und  perspektivischen  Methode  verbindet  Ffir  die  An- 
Wendung  derselben  auf  mechanische»  architektonische  und  artille- 
ristische Gegenstände,  zum  Schul-  und  Selbstunterricht  bearbeitet. 
Mit  32  in  den  Text  gedr.  Holzschn.«  5  lith.  Taf.  und  1  Farbend|r. 
Leipsig.    S9.    1  TbIr.  18  Ngr. 

TriffiJ^iiMAetrie« 

Verdam,  G.  J.»  Summarlum  der  goniometrie  en  der  regtlijnige 
of  vlakke  trigoiiömetrie.  Eene  bandleiding  bij  het  volgen  van  aea- 
demische  lessen  over  deze  onderwerpen  der  meetkunde.  3e  verbot 
en  vermeerd.  druk.    Leiden.    8o.    Mit  2  Taf.    19  Ngr. 

A.  Weiss«  Handbuch  der  Trigonometrie.  2.  Aufl.  l^ex.-^^« 
geh.    Nfiriiberg.    1  Tblr. 

Praictiaehe   Meeliaiiilc« 

E.  Rofflaen«  Trait^  th^orique  et  pratique  sur  la  r^sistanee. 
des  matMauz  dans  .les  constructions.  Fleurus.  8^.  Mit  18  Taf. 
1  Tblr.  24  Ngr. 

Hm.  Sehe  ff  I  er,  Theorie'  der  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken, 
nebst  Untersuchungen  fiber  die  verschiedenen  Spannungen  gebo- 
gener KOrper  und  fiber  andere  Probleme  der  Biegongstbeorie»  mit 
praktischen .  Anwendungen.  Mit  84  in  den  Text  gedr.  HoIz8<Ab. 
Braunschwelg;    8®.    24  Ngr. 

Optik. 

Jul.  de  La  Gournerie,  Traitd  de  perspective  lin^airOi  con- 
tenant  les  trac^  pour  les  tableaux,  plana  et  courbes»  les  bas- 


reliefs  et  les  d^corations  thMniei^,  avec  nne  tb^rie  de«  effete 
de  perspective.    Paris,    i^.    Mit  Atlaa  voo  45Taf.  13  ^blr.  10  Ngn 

P.  HartiDg»  Das  Mikroskop.  Theorie,  Gebraach,  Geschichte 
lind  gegenwärtiger  Zustand  desselben.  Deutsche  Originalausgabe 
vom  Verfasser  revidirt  und  vervollständigt.  Aus  dem  Holländischen 
übertragen  von  F.  W.  Tb  eile.  Mit  410  in  den  Text  gedr.  Holzschn. 
ik  1  Taf.  in  Farbendr.    Braunsehweig.    S^.    5  Thir. 

V.  V.  Lang,  Deber  die  Minimum  -  Ablenkung  durch  doppdt 
brechende  Prismen.    Lex. -8^.    geb.    Wien.    2  Ngr. 

A.  Stein  heil,  Tafeln  zur  Entnebmung  der  Radien  von  Fem«* 
röhr-  Objectiven,  deren  innere  Flächen  in  einander  passen.  Inaiigur.- 
Abbandl.    8^    Mfinchen.,  6  Ngr. 

Astronomie« 

Annales  de  l'Observatoire  imperial  de  Paris,  publikes  par 
XÜ.LeVerrier.  T.  IV.  Paris.  4<>.  Mit  Beil.  u.  Supplem.  0  Thin 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  fBr  den 'Anfang  de» 
Jahres  1855  ctntworfen  auf  der  kOnigl.  Sternwarte  zu  Bonn.  [Von 
F.  Argelander.]    3.  Lief.    Bonn.   Fol.   4  Taf.   Jede  Lief.  3  ThIr. 

Cazwfnus,  Calendarium  Syriacum.  Aräbice  latineque  edidit 
et  Qotis  instruxit  6.  Voick.    gr.  8^.    geh.    Leipzig,    y^  Tbir. 

Connaissance  des  temps  ou  des  möuvements  ehestes  ^  k  Tmm 
des  astrbnome^  et  des  navigateürs,  pour  Tan  1861  ^  publice  pit  le 
bareau  des  longitudes.  Table  des  positions  g^tographiques  des 
principaux  lieux  du  globe  par  M.  Daussy,  et  index.  Paris.  8®. 
1  ThIr.  20  Ngr. 

J.  F.  Encke,  Ueber  die  Existenz  eines  widerstehenden  MH* 
iels  im  Welträume,    gr.  8^.    geb.    Berlin,    y^  Tblr. 

J.  Kepferi,  Astronomi,  opera  omnia.  Edit.  Gh.  Frisch» 
Vel.  n.  Pars  L  Frankfurt  a.  M.   8^.  Mit  eingedr.  Holzschn.  2  ThIr. 

K.  V.  LIttrow,  Physische  Zusammenkiinfte  der  Planeten  (I) 
bis  (42)  während  der  nächsten  Jahre,  gr.49.  geh.  Wien,  ly,  Thb. 

J.  L.  R  a  a  b  e,  Ueber  die  fortschreitende  Bewegung  der  Schwer- 
punkte der  Plaiieten  unseres  Sonnensystems,  mit  Bezognehme  auf 
ihre  gegenseitigen,  dem  Gravitationsgesetze  gemässen  Masseneiii*' 
Wirkungen.    Zfiricb;    4<».    20  Ngr. 

T.  F.  ,de  Schubert,  Expose  des  travaux  astronomlquds  et 
göod^siques  ex^cut^s  en  Russie  dans  un  but  g^graphiqne  jusqn'a 
l'ann^Se  1855.  Avec  un  atlas  et.  un  Supplement.  St.  P^tersboorg^ 
Leipzig.    40.    11  ThIr.  3  Ngr.  . 

H.  Schultz,  Declinations- Bestimmungen  mit  dem  Dollond» 
gehen  Durchgangs-lnstrumenteauf  der  Berliner  Sternwarte,  gr.4^« 
geh.    Berlin.    1  Tblr. 

E.  W  e  i  s  s ,  Üeber  die  Bahn  des  Cometen  VIII  des  Jahres  1858. 
Lex. -80.    geh.    Wien.    2  Ngr. 
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".*.  C.  Breniiier, 'Annuaire  nautiqne  qu  ^pti^ni^riJes  ip^' Rabies 
cpjnplites  pour  Tan  1861.    gr.  S^.    geh.     Berlin,     y^  tfilr.      * 

—  —  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige 'Ephenienci'eji  luiä 
tafeln  Tur  das  Jahr  1861.    gr.  80     geh.    Berlin. '  Va  Thtn 

^Annates  de  Tobservatöire  physique  central  Ab  Russier,  pnMi^es 
par  A*  'T*  Kupffer.  Ann^e  1855.  2  vols.  gr.  4**  8t.  P^tws- 
bötitg  et  Leiptig.  •  cart.    7  Thir.       » 

Bahinet,  Etudes  et  lecttires  6ut  les  sciehcei»  d'obseryation 
et  leors  applications  pratiques.    Vel.  V..  Pari«.    12®.    25-  Ngr*   - 

L.  Blum,    Lehrbuch   der  Physik  und  Mechanik  fiir  gewerb- 
liche Fortbildungsschulen,     gr.  8«.    gieh'     Leipzig.     1%  ThIr. 
: ;  ,  Gorreispondance  mät^orologique»  publicatiofi .  annueile-  de  i'ad- 
inMttriition  des mines  de  Rassle  redigäe  par  A.T.Kup.ffeir.  ^nn^e 
1886.    gr.  40.    St.  P^tersbourg  et  Leipzig,    geb.    5  ThIr.. 
n»  X  Ptt  Moocelj  Revae  des  apprications  d9l*äIectriqit^.eoJ8B7 
elierä^  Pans^JS®.  Mit  3Taf.  u.  TSHoizschn.imTeit.  SThlrilONgr; 
ü:  4«  Graiiieh  u.,V.  V.  Lang,  Unter^uebung^n  fiber  djt«  phy- 
slkaliBClien: Verhältnisse  krystailisirter  Kiörper*    III.   Lex^-8^«  d^^ 
Wi^    %  Xhlr«  'Passelbe,  IV.    i.ex,-8<>.    geb^    X^ieow    .12l{9gif. 
^i!^l»  Wv  Knoehenhauei:»  Ueber  den  elektrtsc]|^en  ZastM^.d^ 
Nebenhattßrie  .  wähTend  ihres  Stromes.    Lex. -8P.    gfih.^  %  ..TM^' 
.-  .  K.  .iC'^ii*  Anleitung  zu  magnetischen  Beobaebtungfiu  %<Afftl^ 
Lex.-8o.    geb.    Wien.    P/s  Thir.  .. 

-«<'1G4  Mag:n US/ Hydraulische  CJntersachungen.  .  SL,  TU.  g«- ^* 
geh.    Leipzig.    9  Ngr.  _ 

..:  A«.  MoiissoDi  Die  Physik  auf  Gnuidlage  der  Efbhfang. 
2.  Abthv    1»  Hft.    gr.  8«.    Zörick    28  Ngr.  ,    . 

A,  Bilary  Somerville,  On  the  Conoeetios  pf  the  Pbyaical  äeien- 
Ctlh  .  9th  e4itf    CpmpleMy  revised»  .  London.    8®.   3  Tblr»  18:NgR.* 

.'i  vK.  ▼•  Sonklar,  Ueber-den  Zusa^imeahung  der  Gletsqher- 
Schwankungen  mit  den  meteorologischen  Vexhältoisse».  t^ex^'^ßO^ 
gs*.    Wi^n.    12  Ngr.  ""  \    '  '■'  .  .'. 

J.  Stefan^  Ueber  die  TransversalschwingungeB  eines  eTitstI«, 
s»heB  Stebj^s.    Lex/«8^*    geb^    Wien.    6:Ngr. 

f:\.  tt,  Z^liinger^   Ueber  die  Gewitter  und  and^r^  da]^it;.ye^ 
«fSfidte  meteorologische  Erscheinungen  im  indischen  Archq»et.  gt^tl^*, 
geb.    Zürich.    16  Ngr.  .  '  V 


Termlschte  ScHrllteit. 


Arago.  —  Oeuvres  compl^tes  de  Frangois  Aragö^'  pubttl^ 
d'apr^s  son  ordre  sous  la  direction  de  J.  A.Bar  räl.  Tdm^Vfll.' 
Notices  scientifiques.    Paris.    8®.    2  Tbir. 
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*      Carl  Adolpb  Ag^ardb. 

Am  28.  Jannar  1859  starb  Carl  Adolpli  Agardh»   Bischof 
von  Carlstad»    in  einem  Alter  von  74  Jahren  und  5  Tagen ,    da 
er  am  23.  Januar  1785  zu  Bästad  in  Schonen ,    wo  sein   Vater 
als  Kaufmann  lebte,   geboren   wat.     Dass  Agardh's  Name   als 
Maturforscher  auf  dem  Gebiete  der  Botanik  neben  den  Namen  von 
Linnö  und  Berzelius  gISnzt  und  dass  er  auf  diesem  Felde  zu 
den  berühmtesten  Gelehrten  der  neueren  Zeit  gehörte ,  ist  bekannt 
genug  und  gehurt  nicht  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift    Weniger 
bekannt  aber  ist  es  und  verdient  eben  deshalb  um  so  mehr  hier 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  Ag^ardh,  bei  grosser  allgemeiner 
wissenschaftlicher   Bildung,    namentlich    auch  ein    s^hr  tfichtiger 
Mathematiker  war,  so  wie  sich  denn  die  Mathematik  in  Schwe- 
den überhaupt  unter  allen,    die  überhaupt  nur  auf  wissenschaft- 
liche Bildung  Anspruch  machen,  einer  grossen  Verbreitung  erfreut 
und  von  jeher  im  grossten  Ansehen  gestanden  hat  und  noch  steht» 
Naehdem  Agardh  von  1799  an  auf  der  Universität  zu  Lund  stu- 
dirt  hätte,   trat  er  daselbst  1807  als  Lehrer  der  Mathematik  auf, 
kehrte  aber  bald  zu  der  schon  früher  lieb  gewonnenen   Botanik 
Z'nruck,  und  gelangte,  wie  schon  gesagt,  auf  diesem  Gebiete  zu 
dem    grossten    wissenschaftlichen  Ruhme.     Von  1812  an  war  er 
Professor  der  Botanik  und  praktischen  Oekonomie  in  Lund  und 
wurde  endlich  im  Jahre  1834,   nachdem  er  schon  1816  die  prie- 
sterliche Weihe  und  eine  Präbende  erhalten  hatte,    zum  Bischof 
von  Carlstad  befördert,  eine  Art  und  Weise,  auf  welche  Schwe- 
den nicht  selten  seine  grossen  Gelehrten  ehrt  und  gelohnt    Sehr 
erhebend  aber  ist  es,   zu  sehen,  wie  Agardh,   nachdem  er  auf 
dem  Gebiete  der  Botanik  solche  Erfolge  errungen «  sich  auth  auf 
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pSdagogiscbem^  theotogiscbem  and  staatswiflsenschaftlichem  Ge- 
biete (darcb  eine  Krittle  der  Grandlebren  der  Staatsukonomie)  und 
durcb  seine  Tbätigkeit  auf  mebreren  Reicbstagen  als  Abgeordneter 
seines  Stifts  nambafte  Verdienste  erworben  hatte,  im  spätesten  Alter 
als  Biscbof  von  Carlstad  wieder  mit  ganzer  Seele  zu  den  Studien 
zurückkehrte,  mit^denen  er  seine  so  ruhmvolle  wissenscbartlicbe 
Laufbahn  begonnen  hatte.  Denn  noch  im  Jahre  1849  publicirte 
er  die  beiden,  von  tiefen  matbematiscberi  Kenntnissen  zeugenden 
Schriften : 

'^'Esvai  surla  Metaphysique  do  caicul  integral. 
Par  C.  A.  Agardb,  Ev^que  de  Carlstad.    Ktudcs 
4e  lolflir.^  Stockholm.  1849. 
und 

Apperc^u  deVa  m^thode  des  s^ries  pour  r^- 
soudre  les  ^quatioiis  num^riques.  P^gir  C.  A. 
Agardb,  Ev^que  de  Carlstad.     Stockholm.  1849. 

uAd  setzte  auf  den  Titel  der  ersteren  das  Motto : 

H&ec  studio  B^nectutem  oblectant,  adversis  rebus 
|>6ffugiuih  ac  solatlnm  ptaebent  (Cicero  pro  Archia). 

Solcbe  Beispiele  erbeben  und  erfreuen  das  Herz  und  legen, 
wenn  es  dessen  überhaupt  noch  bedurfte,  wohl  auch  Zengoiss  ab 
Ton  dem  hoben  Werthe  mathematischer  Studien  (lir  die  Juge*d 
und  für  das  Alter. 

Ptlede  «einer  Asebe  tttid  Ehre  seideiii  Gödäcbtnls^t 


Arithmetik« 

l^ünfstellige  logarithmischtrigonometrische  Tafeln 
von  Dr.  Theodor  Wittstein,  Lehrer  an  der  Königlichen 
Generalstabs-Akademie  und  bei  dem  Königlicben  Ca- 
detten-Corps  in  Hannover.  Hannover.  (Hahn,)  1860«  8. 
2Ö  Ngr. 

Diese  Tafeln  fünfstelliger  Logarithmen  sind  sehr  i^bon  \ttnd 
deutlich  gedruckt  und  tmcb  unsierer  Ueberzeugung  recht  gvrf  efft- 
gerichtet,  ebne  von  der  gewöhnlicben  Anordnung  sich  4vestfrtotll6h 
dtt  eoterseheiden*  Auch  6ind  ^ir  tnlt  dem  Iterrn  Verfasset'  dathi 
gane  einverstanden,  dass  Tafeln,  die  nicht  über  die  fiSnfte  Steife 
ibinausgehen,^  sowohl  für  eine  grosse  Anzahl  von  Recbndngt^liy  iäa 
namentMdh  für  «die  Zwecke  des  Unterticbts  vdlstSndig  ansfeicbM, 
#eikynders  in  letzterer  Bea^iehung  die  i^b^nsteRlg^n  Tiifthi 
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gewiss  viel  überflüssigen  Baliast  epthaUen.  FSr  die  Winl^^l  v^j}. 
15  am  15  Minuten  ipi  ersten  Quadranten  sind  in  Taf.  |I.  auch  dW 
iu|jl#^lic|ien  trigonometrisclien  Zahlen  gegeben»  Wjsts  wii^  gleichfalls 
T^h/t  jBvreckmässig  finden,  da  diese  Zahlen  auch  nacb  Jinsereir 
^ebefzeugiing  in  vielen  Fällen  der  Praxis  vortbeilhafte  Anwen* 
diiDg  findeq  können,  und  gar  nicht  so  überflüssig  sind,  wie  man 
ge^wöhnlicb  zu  meinen  scheint.  Taf.  IV.  enthält  die  Länge  de? 
Kreisbögen;  Taf.  V.  die  Gau  ssiseben  Logarithmen  in  einer  d^ 
Eiiirichtung  der  gewöhnlichen  Logarithmen -Tafeln  conformen  Aq*. 
Qrdnving;  Taf.  VI.  die  natürlichen  Logarithmen  der  ganzen  Zah-. 
IfiQ  von  1  bis  e^;  und  ein  Anhang  enthält  eipe  Tafel  der  wlch,^ 
tigsten  Forpieln  oibr  Goniometrie,  der  ebenen  und  sphäris^heu 
f rigopometrie  und  der  trigonometrischen  Auflösung  der  quad^^ati« 
seben  und  cubischen  Gleichungen.  Auf  dem  letzten  Blatte  em^ 
endiich  die  Dimensionen  des  Erdsphäroids  zusammengestellt  y^\z 
glauben  dieses  Büchlein  Lehrern  zur  Beachtung  aus  Deberzeugung 
enipfehlen  zu  dürfen. 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost,  Majestät  auf  öffentliche 
Kesten  herausgegeben  von  C^arl  von  Littrow,  Director 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  achter  Band.  Jahf* 
gang  ia58.    Wien.  1859.    8. 

Nachdem  ^ir  den  siebenteti  Band  dritter  Folge  dieser  über-, 
aus  verdienstlichen  Annalen  erst  im  vorigen  Jahre  im  Liter.  I^er«. 
Nr.  CXXI.  angezeigt  haben,  wird  uns  schon  wieder  die  Freude« 
einen  neuen  Band  zur  Anzeige  zu  bringen,  woraus,  was  wir  schon 
mehrmals  rühmend  hervorgehoben  haben,  von  Neuem  die  grosse 
Regeluiässigkeit  der  Arbeiten  der  Wiener  Sternwarte  unter  der 
Leitung  ihres  verdienten  Directprs,  durch  welche  dieselbe  sich 
so  sehr  auszeichnet,  erhellet.  In  den  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  holt  der  vorliegende  Band  einen  mehrjährigen 
Rückstand  ein,  in  welchem  dieser  Theil  der  verdienstlichen  Publi* 
catlonen  der  Sternwarte  sich  befand.  Bis  .1856.  Juni  22.  sind  die 
Beobachtungen  ganz  auf  die  im  vorhergehenden  Jahrgange  erör- 
terte Weue  angeoidnet;  von  dem  genannten  Tage  an  erhielt 
das  Instrument  eine  Ergänzung  durch  den  Apparat  für  lichte  Fäden 
Im,  dunkeln  Felde,  welcher  \v^  VII.  ßande  Seite  VIII.  ff.  beschrie- 
tuen  wurde.  (M.  s.  Literar.Ber.  Nr.C^XI.  S.  13.)  Die  F^lle^  iii 
i9[f({cbef  an  diefen  liebten  Linieii  beobachtet  i^urd^e,  sind  durcj| 
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^In  *  kenntlich  gemacht«  das  einerseits  den  die  Anzahl  der  ge- 
nommenen Fäden  bezeichnenden  Ziffern »  andererseits  den  Hittehi 
der  Lesungen  anr  Kreise  beigesetzt  ist.  Die  auf  diese  Art  beob* 
achteten  Durchgangszeiten  sind  sämmtlich  auf  den  dnnlcleii  Mit*' 
telfaden  reducirt,  aufweichen  sich  die  Columne  ««Mittel  der  Fäden^ 
bezieht.  Die  Beobachtungen  ara  Meridiankreise«  welche  dieser 
Band  enthält«  reichen  überhuupt  vom  15.  MSrz  1854  bis  17.  De- 
cembgr  1856;  die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagsrohre, 
welche  den  Zeitraum  vom  1.  August  1856  bis  2.  October  18B6 
und  die  Zonen  9  bis  25  umfassen«  wurden  ganz  auf  die  im  rori*' 
gen  Jahrgange  erörterte  Weise  fortgeföhrt.  Dtle  Beobacbtangen 
am  Meridiankreise  besorgte  vom  I.August  1856  an  Herr  Assistent 
AlU  aliein«  mit  den  Zoneiibeobachtungen  war  Herr  Assii^tent 
Oeltzen  beauftragt.  Die  Meteorologischen  Beobacbtan- 
gen im  Jahre  1857  bilden  nebst  einigen  Tafeln  zur  Reductiofl 
der  Zonenbeobacbtungen  den  Scbluss  dieses  Bandes. 

Schon  in  unserer  oben  erwähnten  Anzeige  des  vorhergehen- 
den Bandes  brachten  wir  die  fclr  die  Meteorologen  gewiss  sehr 
wichtige  Nachricht«  dass  durch  Se.  Excellenz  den  Herrn  Unter 
richts- Minister  Leo  Grafen  von  Thun«  dem  die  Wissenschaiß' 
ten  schon  so  Vieles  verdanken«  die  Mittel  zum  Druck  der  so 
wichtigen  älteren  meteorologischen  Beobachtungen  der  Wiener 
Sternwarte  bewilligt  worden  seien«  und  dass  der  Druck  dersellien 
nächstens  beginnen  werde.  Diese  sehr  erfreuliche  Nachrieht  ken- 
nen wir  nun  dahin  ergänzen«  dass  der  Druck  dieser  Beobachtun- 
gen wirklich  begonnen  hat«  und  dass  die  ersten  mit  1775  begin« 
nenden  Jahrgänge  nächstens  ausgegeben  werden  können.  Wie 
wichtig  der  Dienst  ist«  welcher  hierdurch  der  Meteorologie  ge- 
leistet wird «  brauchen  wir  wohl  nicht  erst  aus  einander  zu  setzen«  und 
begleiten  daher  dieses  Unternehmen  mit  unseren  besten  Wünschen. 


Nautik. 

Magnetische  Beobachtungen  im  ostlichen  Tbeile 
des  Mittelmeeres«  auf  Befehl  Seiner  k.  k.  Hoheit  des 
Durchlauchtigen  Herrn  Erzherzogs  Ferdinand  Max« 
Obercommandanten  der  k.  k.  Marine«  ausgeführt  in 
Jahre  1857  von  Dr.  F.  Schaub«  Director  der  k.  k.  Marine- 
Sternwarte.    Triest.  1858.    4. 

Durch  die  im  Jahre  1854  von  Herrn  Director  K.  Kr  eil  ans- 

geführten  magnetischen  Beobachtungen  ist  im  adriatischen  Golfe 

«**4ie  magnetische  Abweichung  (Missweisung  des  Compasses)  dem 
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Seefahrer  mit  einer  Genauigkeit  gegeben ,  die  nichts  zu  wünschen 
fibrig  lässt  Nicht  so  verhält  es  sich  in  den  angränzenden  Ge- 
wissem. ,  Auf  einem  grossen  Tbeile  der  Seelcarten  des  östlichen 
Mittelmeeres  sind  die  Angaben  der  magnetischen  Abweichung,  da 
sie  meist  auf  älteren  Beobachtungen  beruhen ,  um  mehrere  Grade 
Qnrichtig.  Dies  bewog  Seine  Kaiserl.  Hoheit  den  Durchlauchtig- 
sten Herrn  Erzherzog  Ferdinand  Max,  den  Director  der  k.  k. 
Marine -Sternwarte  Herrn  Professor  Dr.  Schau  b  in  Triest  mit 
der  Ausfuhrung  magnetischer  Beobachtungen  im  ganzen  östlichen 
Becken  des  Mittelmeeres  zu  beauftragen.  Herr  Seh  au  b  führte 
diesen  ehrenvollen  Auftrag  in  Gemeinschaft  mit  de«  Herren  Schiffs- 
föhnrich  Lobmeyr  und  Fregattenfiihnrich  Joly,  welche  die  Zeit- 
«nd  Breitenbestimmungen  übernahmen ,  itn  August  und  September 
1857  aus»  wobei  er  die  Reise  auf  S.  M.  Kriegsdampfer  y^Curta- 
tone*',  commandirt  vom  Herrn  Linienschiffs -Lieutenant  Barön 
Moll»  machte.  Die  Beobachtungen  erstrecken  sich  über  den  süd- 
dstlichen  Theil  des  Mittebneeres  zwischen  dem  20.  und  36.  Grade 
ostlicher  Länge  von  Greenwich,  und  sollen  späterhin  bis  Tunis 
anf  der  einen,  bis  Constantinopel  auf  der  anderen  Seite  ausge« 
dehnt  werden«  In  der  Einleitung  giebt  der  Herr  Verfasser  das 
angewandte  Verfahren  vollständig  an  und  erläutert  es  in  lehrrei- 
cher Weise.  Die  einzelnen  Beobachtungsstationen  sind:  Corfu» 
Zante»  Cerigo»  Candia,  Rhodus»  Adalia,  Limassoi, 
Latäkia»  Beirut,  Jaffa»  Alexandria»  Bombah.  Wie 
wiehtig*  diese  Operation  für  die  Nautik  sowohl  insbesondere»  als 
in  allgemein  wissenschaftlicher  Rücksicht  ist»  und  wie  sehr  die 
In  der  Schrift  niedergelegten  Resultate  verdienen »  beachtet  und 
benutzt  zu  werden,  brauchen  wir  wohl  nicht  besonders  hervorzu- 
heben» und  sagen  dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissen- 
schaft unsern  wärmsten  Dank. 


Nautisches  Jahrbuch  o^r  vollständige  Ephemer!- 
den  und  Tafeln  für  das  Jahr  1861  zur  Bestimmung  der 
Länge»  Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astronomischen 
Rechnungen»  nebst  einer  gemeinfasslicben  Anleitung, 
wie  die  erforderlichen  Rechnungen  anzustellen  sind. 
Unter  amtlicher  Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bre- 
miker.    Berlin.    Reimer.  1859.    8.    15  Sgr. 

Wir  freuen  uns»  den  neuen  Jahrgang  dieses  nautischen  Jahr- 
buchs» dessen  Vortrefflichkeit  schon  früher  mehrfach  sowohj  im 
Literar.  Ber.»  als  auch  im  Archiv  selbst  von  uns  hervorgehoben 
worden  ist»  anzeigen*  zu  können»  ohne  darüber  etwas  Weiteres 
stt  sagen»,  da  seine  sehr  iweckmässige  Einrichtung  aus  den  frühe- 
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reo  Jahrgingen  bekannt  genug  Igt   Sein  beispiellos  niedriger 
empfiehlt  das  Buch  auch  anderen  Beobachtern^  Jie  nicht  nautbch^j, 
soq4?rn  i^llgemeine  astronomische  Zwecke  verfolgen»   recht  seh?« 


Physik. 

Lehrbuch  der  Elektricitftt  von  J.  Gavarret«  Profes- 
sor der  Physik  an  der  niedleinischen  Facultät  zu  Paris. 
Deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Rudolf  Arendt.  Erster 
Tbeil.  Mit  280  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit- 
ten.   Leipzig*    Brockhaus.    1859.     * 

Wenn  uns  fiir  jetzt  auch  nur  die  erste  Lieferung  dieser  sehr 
wohl  gelungenen  Uebersetzung  des  Lehrbuchs  der  ElektricitSt  von 
Gavarret  vorliegt,  so  glauben  wir  doch  schon  jetzt  Lehrer  der 
Physik  auf  dieselbe  aufmerksam  machen  zu  mvIsseB.  Die  uns 
vorliegende  erste  Lieferung  ist  der  Statischen  Elektricität ;  der 
Theorie  der  Coulomb'schen  Wage  und  des  Condensalors  in  de» 
beiden  Noten  A.  und  B. ;  dem  Magnetismus  und  dem  Anfange  der 
Dynamischen  El6ktrici.tät  gewidmet  Jedenfalls  hat  der  Verfassw 
eine  mehr  elementare,  zugl^ch  der  Praxis  dienende  Darstellung 
der  Lehre  von  der  Elektricität»  «unter  Vorausselzung  eines  sehr 
giiringen  Maasses  mathematischer  Vorkenntnisse «  die  fiberdies 
hauptsächlich  nur  in  den  Noten  Anwendung  gefunden  haben»  Ke* 
fern  wollen,  weshalb  auch  alle  Instrumente  und  damit  anzustelr 
lende  Versuche  sehr  deutlich  durch  treffliche  Holzschnitte  erläutert 
sind»  wobei  er  sich  zugleich »  was  wir  als  vollkommen  zweckmässig 
anerkennen,  auf  einfachere  Apparate  beschränkt  hat.  Ueberhaupt 
aber  scheint  der  Verfasser  uns  in  der  angegebenen  Beziehong 
seinen  Zweck  recht  gut  erreicht  zu  haben,  und  das  Buch  ver- 
dient daher  gewiss,  so  weit  aus  der  bis  jetzt  vorliegenden  ersten 
Abtheilung  sich  urtheilen,  lässt»^ Lehrern  zur  Beachtung  empfoh« 
len  zu  werden.  Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung^ 
vortrefflich. 


Sfeteorologie« 

Unt^rsv^hungen  ^ber  den  Druck  der  Luft.  Ein  ßei- 
tF4g  «ur  KUm^tolqgie  Qber^sterr^icbs..  Von  p.  A^g^-! 
•(U  ]$'es(lmt»^V«   Pir%ptor  dfir   St^rnw^rt^  zu   Krems- 
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'Wn  halteh  dfese  S^shriR  f&^  eitien  i^ichfigeD  Beitrag  itir  Kh- 
AiktötögÜB  etti'eii  der  schShateh  and  merkwürdigsten  1*hei!e  Deutsch-. 
iaindif  und  rücksichtiicb  der  Sorgfäft  und  Umsicht,  mit  welcher 
die  betreffenden  Beobachtungen  discutirt  und  zur  Grundlage  iM^h- 
tiger  Resultate  gemacht  worden  sind,  für  äusserst  lehrreich,  ja 
für  ein  Muster  für  derartige  Untersuchungen  überhaupt,  weshalb 
wir  dieselbe  hier  etwas  ausßihrlicber  zur  Anzeige  zu  bringen  uns 
rarpflichtet  halten.  Ein^  eingehende  Discussion  der  zahlreichen, 
auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster  angestellten  meteorologischen 
Beobachtungen  begann  der  frühere  verdienstvolle  Direclor  der 
Sternwarte,  Mari  an  Koller,  konnte  dieselbe  aber,  da  er  in« 
Bwischen  zu  einer  höheren  Bestimmung  als  Rath  in  das  k.  k. 
Unterrichts- Ministerium,  in  welcher  höben  Stellung  der  treffliche 
Mann  der  Sternwarte  seines  Stifts  unausgesetzt  die  regste  Theil- 
nahme  bewahrt  und  dieselbe  auf  jede  Weise  selbst  durch  eigene 
Aufopferungen  zu  fordern  gesucht  hat,  abberufen  wurde,  nicht 
zur  Vollendung  bringen.  Herr  P.  Augustin  Reslhuber  hat 
nun  nach  jahrelanger  Vorbereitung  dieser  schwierigen  und  zeit- 
raubenden Untersuchung  sich  unterzogen,  und  *legt  deren  Resul- 
tate in  der  oben  genannten  trefflichen  Schrift,  die  wir  mit  gros- 
keta  Interesse  gelegen  hab^n,  dem  Publikum  vor. 

Die  Beobachtungen  wurden  an  verschiedenen  Baromietera  ge- 
macht, vom  l.  Mai  1838  bis  1857  an  einem  Gefäss  •  Barometer  von 
Eckhardt  in  Wien,  welches  noch  gegenwärtig  im  Gebrauch  ist 
Bei  Gelegenheit  eines  Besuchs  der  Sternwarte  hatte  Schumacher*) 
dieses  Barometer  mit  seinem  genau  mit  dem  Haupt  •  Barometer 
§^t  Pariser  Sternwarte  verglichenen  Barometer  controlirt  und  seine 
C«t^e*tion  =:  + 0^036  Paris  3=0''^432  Paris  gefunden,  eine  Cor- 
r^ntien,  die  bei  späteren,  von  Herrn  Director  Kr  eil  angestellten 
V^gleichungen  sieh  aU  ganz  richtig  erwiesen  hat. 

Die  einzelnen  Abtheilungen,  in  welche  die  angestellten  0&. 
tersuchungen  zerfallen,  mit  deren  Angabe  wir  uns  bei  der  Kurie 
unserer  literarischen  Berichte  begnügen  müssen,  sind  die  folgen, 
den:  Bestimmung  des  stündlichen  Ganges  der  Aen- 
derungen  des  Luftdruckes.  —  Bestimmung  des  mitt- 
leren monatlichen  und  jährlichen  Luftdruckes.  •— • 
Stündliche  Aenderung  des  Luftdruckes  in  den  verschie- 
denen Jahreszelten.   -—    Bestimmung    des  Einflusses 


u^. 


^  Eiti6  k^hr  Inttrehkhnie  Besctireibong^  dl^«68  BeBocbt  Ahf  Stdm- 
NNIH«  In  KreAi«mnnfttc!r  hat  Scbniii achter  in  etn^ffi  ^^  ^ru1ibf«li  BflA^e 
der  attronomischen  Nachrichten,  den  ich  In  dieMtt  AügMriütk^ 
jedoch  nicht  genau  sn  bezeichnen  im  Stande  bin,  gegeben.  6« 
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der  WasserdSmpfe  der  Luft  auf  den  Staod  des  Bare 
meters.  —  Druck  der  trockeaeD  Luft.  —  Aosaergewohn 
liehe  Schvi^aokungen  des  Luftdruckea,  —  Mittlere  mo 
ni^tliche  Extreme.  —  Barometrische  Windrose. 

Dass  überall  die  Priocipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
insbesondere  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate^  Anwendung 
gefunden  haben,  und  aus  den  Beobachtungea  allgemeine  Formell 
zur  Bestimmung  der  betreffenden  Elemente  als  Functionen  de 
Zeit  durch  periodische  Reihen  abgeleitet  worden  sind,  , versteh 
sich  bei  einer  so  streng  vrissenschafllich  gehaltenen  meteorologi 
sehen  Schrift  von  selbst,  zu  deren  Vollendung  wir  dem  Uerri 
-Verfasser  von  Herzen  GlOck  wünschen,  indem  wir  nur  noch  he- 
merken,  dass  es  wenige  Gegenden  geben  mochte,  deren  meteo 
'  rotogische  Verhältnisse  in  Bezug  auf  Luftdruck  au^  eine  gleicl 
▼ollständige  Weise  untersucht  sind. 


'  Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E,  Betti  a  Pisa 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tortolin 
a  Roma.    4<>.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVII.  S.  8.) 

NO.  1.  (Gennaro  e  Febbraro  1859.)  II  Determinante  di  Syl 
vester,  ed  i  risultante  di  Eulero.  Nota  del  Prof.  Otto  Hesse 
p.  5.  —  Composizione  di  una  funzione  biquadratica  ed  a  quattr< 
indeterminate.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  9.  —  Sülle  linei 
del  terz'  ordine  a  doppia  curvatura.  Teoremi  del  Prof.  Luig 
Cremona.  p.  19.  —  Sui  punti  focali  nelle  superficie  di  second« 
grado.  Nota  deil  Dott.  Tommaso  del  Beccaro.  p.  30.  —  Mä 
moire  sur  la  figure  de  la  terra  consider^e  comme  peu  different« 
d'une  Sphäre.  Par  Mr.  Oissian  Bonne t.  p.  46.  —  Sur  l'abais 
sement  de  i'^quation  modulaire  du  huiti^me  degr^.  (Da  una  let 
tera  del  Sig.  Hermite  al  Prof.  Brioschi.)    p*  59. 

Rtirlsta  bfbliog^afica.  Dei  criteri  per  distinguere  i  mas 
simi  dal  niinimi  valori  di  una  funzione.  (Richelot:  Bemerkungei 
zur  Theorie  der  Maxima  und  Minima.  Altena  1858.)  Articolo  de 
Prof.  F.  Brioschi.  p. 61.  —  Pubblicazioni  reeenti.  p.  62.  —  Pro 
spectus  per  un  'Opera  del  Sig.  Poggendorff.  (Betrifft  das  bio 
graphisch -literarische  Handwörterbuch  zur  Geschichte  der  exactei 
VVissenschaften  u.  s.  w.) 
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